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Prefacio

Este livro nasceu em 2007, ap6s um convite para leccionar uma disciplina
introdutéria de Programagao aos alunos de Arquitectura do Instituto Su-
perior Técnico (IST). A motivagdo original para a introducdo da disciplina
no curso de Arquitectura era a mesma que para muitos outros cursos: a
semelhanca da Matematica e da Fisica, a Programagdo tornou-se parte da
formacdo béasica de qualquer aluno do IST.

Com esta premissa, ndo parecia ser uma disciplina que viesse a desper-
tar grande interesse nos alunos de Arquitectura, particularmente porque
era pouco clara a contribui¢do que ela pudesse ter para o curso. Para con-
trariar essa impressao inicial, decidi incorporar no programa da disciplina
algumas aplica¢des da Programacdo em Arquitectura. Nesse sentido, fui
falar com alunos e docentes de Arquitectura, e pedi-lhes que me explicas-
sem o que faziam e como o faziam. O que vi e ouvi foi revelador.

Apesar dos enormes progressos que as ferramentas de Computer-Aided
Design (CAD) vieram trazer a profissdo, a verdade é que a sua utilizagdo
continua manual, laboriosa, repetitiva, aborrecida. A elaboragdo de um
modelo digital numa ferramenta de CAD implica uma enorme atengdo ao
pormenor, impedindo a concentragdo no fundamental: a ideia. Frequen-
temente, os obstaculos encontrados acabam por forcar o Arquitecto a ter
de simplificar a ideia original. Infelizmente, esses obstdculos ndo termi-
nam com a criagdo do modelo. Pelo contrério, agravam-se quando surge a
inevitavel necessidade de altera¢des ao modelo.

Em geral, as ferramentas de CAD sdo concebidas para facilitar a reali-
zagdo das tarefas mais comuns, em detrimento de outras menos frequentes
ou mais sofisticadas. Na verdade, para o Arquitecto interessado em mode-
lar formas mais complexas, a ferramenta de CAD podera apresentar sérias
limitagdes. E, contudo, essas limitagdes sdo apenas aparentes, pois é possi-
vel ultrapassa-las por intermédio da programacdo. A programacao permite
que uma ferramenta de CAD seja ampliada com novas capacidades, elimi-
nando os obstdculos que impedem o trabalho do Arquitecto.

A actividade da programacdo é intelectualmente muito estimulante,
mas é também um desafio. Implica dominar uma nova linguagem, implica
adoptar uma nova forma de pensar. Frequentemente, esse esfor¢o faz mui-
tos desistirem, mas os que conseguem ultrapassar as dificuldades iniciais

vii
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ficam com a capacidade de ir mais longe na criagdo de solugdes arquitecto-
nicas inovadoras.
Este livro pretende ir ao encontro desses Arquitectos.



Capitulo 1

Programacao

1.1 Introducdo

A transmissdo de conhecimento é um dos problemas que desde cedo pre-
ocupou a humanidade. Sendo o homem capaz de acumular conhecimento
ao longo de toda a sua vida, é com desdnimo que enfrenta a ideia de que,
com a morte, todo esse conhecimento se perca.

Para evitar esta perda, a humanidade inventou toda uma série de me-
canismos de transmissdo de conhecimento. O primeiro, a transmissao oral,
consiste na transmissdo do conhecimento de uma pessoa para um grupo re-
duzido de outras pessoas, de certa forma transferindo o problema da perda
de conhecimento para a geracdo seguinte. O segundo, a transmissao es-
crita, consiste em registar em documentos o conhecimento que se pretende
transmitir. Esta forma tem a grande vantagem de, por um lado, poder che-
gar a muitas mais pessoas e, por outro, de reduzir significativamente o
risco de se perder o conhecimento por problemas de transmissdo. De facto,
a palavra escrita permite preservar por muito tempo e sem qualquer tipo
de adulteracdo o conhecimento que o autor pretendeu transmitir.

E gracas a palavra escrita que hoje conseguimos compreender e acumu-
lar um vastissimo conjunto de conhecimentos, muitos deles registados ha
milhares de anos atrés.

Infelizmente, nem sempre a palavra escrita conseguiu transmitir com
rigor aquilo que o autor pretendia. A lingua natural tem intimeras ambi-
guidades e evolui substancialmente com o tempo, o que leva a que a inter-
pretagdo dos textos seja sempre uma tarefa subjectiva. Quer quando escre-
vemos um texto, quer quando o lemos e o interpretamos, existem omissdes,
imprecisdes, incorrec¢des e ambiguidades que podem tornar a transmissao
de conhecimento falivel. Se o conhecimento que se estd a transmitir for
simples, o receptor da informagdo, em geral, consegue ter a cultura e ima-
ginagdo suficientes para conseguir ultrapassar os obstdculos. No caso da
transmissdo de conhecimentos mais complexos j4 isso poderad ser muito
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mais dificil.

Quando se exige rigor na transmissdo de conhecimento, fazer depen-
der a compreensao desse conhecimento da capacidade de interpretagdo de
quem o recebe pode ter consequéncias desastrosas e, de facto, a histéria
da humanidade estd repleta de acontecimentos catastréficos cuja causa é,
tdo somente, uma insuficiente ou errénea transmissdo de conhecimento,
ou uma deficiente compreensdo do conhecimento transmitido.

Para evitar estes problemas, inventaram-se linguagens mais rigorosas.
A matematica, em particular, tem-se obssessivamente preocupado ao longo
dos tltimos milénios com a construgdo de uma linguagem onde o rigor seja
absoluto. Isto permite que a transmissdo do conhecimento matemaético seja
muito mais rigorosa que nas outras dreas, reduzindo ao minimo essencial a
capacidade de imaginagdo necessaria de quem esta a absorver esse conhe-
cimento.

Para melhor percebermos do que estamos a falar, consideremos um caso
concreto de transmissdo de conhecimento, por exemplo, o calculo do facto-
rial de um ndmero. Se assumirmos, como ponto de partida, que a pessoa a
quem queremos transmitir esse conhecimento ja sabe de antemdo o que sdo
0s niimeros e as operagdes aritméticas, podemos dizer-lhe que para calcular
o factorial de um niimero qualquer, terd de multiplicar todos os niimeros desde a
unidade até esse niimero. Infelizmente, esta descricdo é demasiado extensa
e, pior, é pouco rigorosa, pois ndo dd ao ouvinte a informagdo de que os
ntmeros que ele tem de multiplicar sdo apenas os nimeros inteiros. Para
evitar estas imprecisdes e, simultaneamente, tornar mais compacta a infor-
magcao a transmitir, a Matemaética inventou todo um conjunto de simbolos
e conceitos cujo significado deve ser compreendido por todos. Por exem-
plo, para indicar a sequéncia de nlimeros inteiros entre 1 e 9, a Matematica
permite-nos escrever 1,2,3,...,9. Do mesmo modo, para evitarmos falar
de “um niimero qualquer,” a Matematica inventou o conceito de varidvel: um
nome que designa qualquer “coisa” e que pode ser reutilizado em varias
partes de uma afirmagdo matemdtica com o significado 6bvio de repre-
sentar sempre essa mesma “coisa.” Deste modo, a linguagem Matematica
permite-nos formular a mesma afirmacado sobre o célculo do factorial nos
seguintes termos:

nl=1x2x3x---xXn

Sera a definicdo anterior suficientemente rigorosa? Serd possivel inter-
pretd-la sem necessitar de imaginar a intengdo do autor? Aparentemente,
sim mas, na verdade, ha um detalhe da defini¢do que exige imaginagdo: as
reticéncias. Aquelas reticéncias indicam ao leitor que ele tera de imaginar
o que deveria estar no lugar delas. Embora a maioria dos leitores imagine
correctamente que o autor pretendia a multiplicagdo dos sucessores dos
numeros anteriores, leitores havera cuja imaginagdo delirante podera leva-
los a tentar substituir aquelas reticéncias por outra coisa qualquer.
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Mesmo que excluamos do nosso ptblico-alvo as pessoas de imaginagao
delirante, h4 ainda outros problemas com a defini¢do anterior. Pensemos,
por exemplo, no factorial de 2. Qual serd o seu valor? Se substituirmos na
férmula, para n = 2 obtemos:

20=1x2x3x--- X2

Neste caso, o célculo deixa de fazer sentido, o que mostra que, na ver-
dade, a imaginagdo necessdria para a interpretacdo da férmula néo se res-
tringe apenas as reticéncias mas sim a toda a férmula: o nimero de termos
a considerar depende do ntimero do qual queremos saber o factorial.

Admitindo que o nosso leitor teria tido a imaginacdo suficiente para
descobrir esse detalhe, ele conseguiria tranquilamente calcular que 2! =
1 x 2 = 2. Ainda assim, casos haverd que o deixardo significativamente
menos tranquilo. Por exemplo, qual é o factorial de zero? A resposta nao
parece 6bvia. E quanto ao factorial de —1? Novamente, ndo estd claro. E
quanto ao factorial de 4.5? Mais uma vez, a férmula nada diz e a nossa
imaginacdo também nao consegue adivinhar.

Serd possivel encontrar uma forma de transmitir o conhecimento da
funcdo factorial que minimize as imprecisdes, lacunas e ambiguidades? Ex-
perimentemos a seguinte variante da defini¢do da fungéo factorial:

1, sen =20
n-(n—1), sene&N.

n! =

Teremos agora atingido o rigor suficiente que dispensa imaginagao por
parte do leitor? A resposta estard na andlise dos casos que causaram pro-
blemas a defini¢do anterior. Em primeiro lugar, ndo existem reticéncias, o
que é positivo. Em segundo lugar, para o factorial de 2 temos, pela defini-
¢ao:

20=2x1l=2x(1x0)=2x(1x1)=2x1=2

ou seja, ndo hd qualquer ambiguidade. Finalmente, vemos que nio faz
sentido determinar o factorial de —1 ou de 4.5 pois a definigdo apresentada
apenas se aplica a um determinado conjunto de entidades, nomeadamente,
aos membros de Nj.

Este exemplo mostra que, mesmo na matemaética, ha diferentes graus
de rigor nas diferentes formas como se expde o conhecimento. Algumas
dessas formas exigem um pouco mais de imaginagdo e outras um pouco
menos mas, em geral, qualquer delas tem sido suficiente para que a huma-
nidade tenha conseguido preservar o conhecimento adquirido ao longo da
sua histoéria.

Acontece que, actualmente, a humanidade conta com um parceiro que
tem dado uma contribuicdo gigantesca para o seu progresso: o computa-
dor. Esta maquina tem a extraordindria capacidade de poder ser instruida
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de forma a saber executar um conjunto complexo de tarefas. A actividade
da programagio consiste, precisamente, na transmissdo, a um computador,
do conhecimento necessédrio para resolver um determinado problema. Esse
conhecimento é denominado um programa. Por serem programdveis, 0s com-
putadores tém sido usados para os mais variados fins e, sobretudo nas ul-
timas décadas, tém transformado radicalmente a forma como trabalhamos.
Infelizmente, a extraordindria capacidade de “aprendizagem” dos compu-
tadores vem acompanhada duma igualmente extraordindria incapacidade
de imaginagdo. O computador ndo imagina, apenas interpreta rigorosa-
mente o conhecimento que lhe transmitimos sob a forma de um programa.

Uma vez que ndo tem imaginacdo, o computador depende criticamente
do modo como lhe apresentamos o conhecimento que queremos transmi-
tir: esse conhecimento tem de estar descrito numa linguagem tal que nao
possa haver margem para qualquer ambiguidade, lacuna ou imprecisao.
Uma linguagem com estas caracteristicas denomina-se, genericamente, de
linguagem de programacgdo.

1.1.1 Linguagens de Programacao

Para que um computador possa resolver um problema é necessdrio que
consigamos fazer uma descrigdo do processo de resolugdo desse problema
numa linguagem que o computador entenda. Infelizmente, a linguagem
que os computadores entendem de forma “inata” é extraordinariamente
pobre, levando a que qualquer problema ndo trivial acabe por exigir uma
exaustiva, entediante e extremamente complexa descricdo do processo de
resolugdo. As inimeras linguagens de programagao que tém sido inventa-
das visam precisamente aliviar o programador desse fardo, introduzindo
elementos linguisticos capazes de simplificar enormemente essas descri-
¢des. Por exemplo, os conceitos de fungdo, matriz, somatério, ou niimero ra-
cional ndo existem nativamente nos computadores, mas muitas linguagens
de programacdo permitem a sua utilizacdo de modo a facilitar a descrigdo
de calculos cientificos. Isto implica, naturalmente, que tem de existir um
processo capaz de transformar as descri¢des que o programador faz em
descri¢des que o computador entenda. Embora este processo seja relati-
vamente complexo, o que nos importa saber é que ele permite termos lin-
guagens de programacdo mais proximas das capacidades do pensamento
humano do que das capacidades de pensamento do computador.

Este dltimo facto tem uma importancia crucial pois permite que passe-
mos a usar linguagens de programacao, ndo s6 para instruir um compu-
tador sobre uma forma de resolver um problema, mas também para expli-
car rigorosamente esse processo a outros seres humanos. A linguagem de
programagdo torna-se assim um meio de transmissdo de conhecimento, tal
como a linguagem da matematica o foi nos tltimos milhares de anos.

Existe uma enorme diversidade de linguagens de programagao, umas
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mais apetrechadas para a resolugdo de um determinado tipo de problemas,
outras mais apetrechadas para a resolucao de outro. A escolha de uma lin-
guagem de programacgdo deve estar condicionada, naturalmente, pelo tipo
de problemas que queremos resolver, mas ndo deve ser um comprometi-
mento total. Para quem programa é muito mais importante compreender
os fundamentos e técnicas da programagdo do que dominar esta ou aquela
linguagem. No entanto, para mais rigorosamente se explicar aqueles fun-
damentos e técnicas, convém exemplificd-los numa linguagem de progra-
macado concreta.

Uma vez que este texto se ird focar na programacao aplicada a Arqui-
tectura, vamos empregar uma linguagem de programacao que esteja par-
ticularmente vocacionada para resolver problems geométricos. Vérias lin-
guagens existem com esta vocagdo, em geral associadas a ferramentas de
desenho assistido por computador—Computer-Aided Design (CAD). O Archi-
CAD, por exemplo, disponibiliza uma linguagem de programacdo deno-
minada GDL— acrénimo de Geometric Description Language—que permite
ao utilizador programar as vdarias formas geométricas pretendidas. Ja no
caso do AutoCAD, a linguagem de programacgdo empregue é o AutoLisp,
um dialecto de uma famosa linguagem de programacao denominada Lisp.
Uma terceira hipétese serd a linguagem RhinoScript, disponivel no Rhino-
ceros. Apesar destas linguagens parecerem ser muito diferentes entre si, os
conceitos subjacentes sdo muito semelhantes. E sobre estes conceitos fun-
damentais da programacado que nos iremos debrucar, embora, por motivos
pedagoégicos, seja conveniente particulariza-los numa tinica linguagem.

Infelizmente, as linguagens GDL, AutoLisp e RhinoScript foram desen-
volvidas hé ja bastante tempo e ndo foram actualizadas, possuindo varias
caracteristicas arcaicas que tornam mais dificil a sua aprendizagem e o seu
uso. Para facilitar a aprendizagem e, simultaneamente, permitir que os
programas que vamos desenvolver possam ser usados em diferentes ferra-
mentas de CAD, vamos empregar uma nova linguagem, denominada Julia,
que foi desenvolvida com propésitos pedagdgicos e que foi adaptada pro-
positadamente para a programagdo aplicada a Arquitectura. Assim, neste
texto iremos explicar os fundamentos da programacao através da utiliza-
¢do da linguagem Julia, ndo s6 pela sua facilidade de aprendizagem, mas
também pela sua aplicabilidade prética. No entanto, uma vez apreendidos
esses fundamentos, o leitor devera ser capaz de os traduzir para qualquer
outra linguagem de programacéo.

Alinguagem Julia, bem como algumas ferramentas auxiliares, encontram-
se disponiveis de forma gratuita em http://julialang.org/.

1.1.2 Exercicios

Exercicio 1.1.1 A exponenciagdo b" é uma operagao entre dois nimeros b
e n designados base e expoente, respectivamente. Quando n é um inteiro
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positivo, a exponencia¢do define-se como uma multiplicagdo repetida:

" =bxbx---xb
~—_—

n

Para um leitor que nunca tenha utilizado o operador de exponenciagéo,
a definicdo anterior levanta vérias questdes cujas respostas poderdao nao
lhe ser evidentes. Quantas multiplicagdes sdo realmente feitas? Serdo n
multiplicacdes? Serdo n — 1 multiplicagdes? O que fazer no caso b'? E no
caso b?

Proponha uma definigdo matemética de exponenciagao que nao levante
estas questoes.
Exercicio 1.1.2 O que é um programa? Para que serve?
Exercicio 1.1.3 O que é uma linguagem de programacao? Para que serve?

1.2 A Linguagem Julia

Nesta seccdo vamos descrever a linguagem de programacéao Julia que ire-
mos usar ao longo deste texto. Antes, porém, vamos discutir alguns aspec-
tos que sdo comuns a todas as linguagens.

1.2.1 Sintaxe, Semantica e Pragmatica

Todas as linguagens possuem sintaxe, semintica e pragmitica.

Em termos muito simples, podemos descrever a sintaxe de uma lingua-
gem como o conjunto de regras que determinam as frases que se podem
construir nessa linguagem. Sem sintaxe qualquer concatenagdo arbitraria
de palavras constituiria uma frase. Por exemplo, dadas as palavras “Jodo,”
“0,” “comeu,” e “bolo,” as regras da sintaxe da lingua Portuguesa dizem-
nos que “o Jodo comeu o bolo” é uma frase e que “o comeu Joao bolo bolo”
ndo é uma frase. Note-se que, de acordo com a sintaxe do Portugués, “o
bolo comeu o Jodo” é também uma frase sintaticamente correcta.

A sintaxe regula a construcdo das frases mas nada diz acerca do seu
significado. F a semantica de uma linguagem que nos permite atribuir sig-
nificado as frases da linguagem e que nos permite perceber que a frase “o
bolo comeu o Jodo” nao faz sentido.

Finalmente, a pragmatica diz respeito a forma usual como se escrevem
as frases da linguagem. Para uma mesma linguagem, a pragmatica varia
de contexto para contexto: a forma como dois amigos intimos falam entre
si é diferente da forma usada por duas pessoas que mal se conhecem.

Estes trés aspectos das linguagens estdo também presentes quando dis-
cutimos linguagens de programacdo. Contrariamente ao que acontece com
as linguagens naturais que empregamos para comunicarmos uns com os
outros, as linguagens de programacao caracterizam-se por serem formais,
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obedecendo a um conjunto de regras muito mais simples e rigido que per-
mite que sejam analisadas e processadas mecanicamente.

Neste texto iremos descrever a sintaxe e semantica da linguagem Julia.
Embora existam formalismos matematicos que permitem descrever rigo-
rosamente aqueles dois aspectos das linguagens, eles exigem uma sofisti-
cacdo matemadtica que, neste trabalho, é desapropriada. Por este motivo,
iremos apenas empregar descri¢des informais.

Quanto a pragmatica, serd explicada a medida que formos introdu-
zindo os elementos da linguagem.

1.2.2 Sintaxe e Semantica do Julia

A semelhanca de muitas outras linguagens de programagcao, a linguagem
Julia possui uma sintaxe inspirada na matematica mas adaptada para ficar
rigorosa. Um programa Julia é composto por expressoes.

Uma expressdo, em Julia, pode ser construida empregando expressoes
elementares como, por exemplo, os ntimeros, como 7 ou 123; ou combi-
nando outras expressdes entre si como, por exemplo, na soma de dois na-
meros 7 + 123. Como iremos ver, esta simples definicdo permite-nos cons-
truir expressdes de complexidade arbitrdria. No entanto, convém relem-
brar que a sintaxe restringe aquilo que podemos escrever: o facto de poder-
mos combinar expressdes para produzir outras expressdes mais comple-
xas ndo nos autoriza a escrever qualquer combinagdo de subexpressdes. As
combinagdes obedecem a regras sintaticas que iremos descrever ao longo
do texto.

A semantica do Julia é determinada pelas operacdes que as nossas ex-
pressdes empregam e, naturalmente, é também inspirada na semantica usual
da matematica. A operacdo +, por exemplo, permite somar dois niimeros.
Uma combinagado que junte este operador e, por exemplo, os ntimeros 3 e 4
tem, como significado, a soma de 3 com 4, i.e., 7.

1.2.3 O Avaliador

As implementagodes de Julia, em geral, providenciam um avaliador, i.e., um
programa destinado a interagir com o utilizador de modo a avaliar as ex-
pressodes por este fornecidas.

No caso do Julia, o avaliador surge assim que comecamos a trabalhar
no ambiente de programacdo, sendo possivel alternar entre o editor e o
avaliador a qualquer instante.

Assim, quando o utilizador comeca a trabalhar com o Julia, é-lhe apre-
sentado um sinal (denominado “prompt”) e o Julia fica a espera que o utili-
zador escreva algo.
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julia>

O texto “>" é a “prompt” do Julia, a frente da qual vao aparecer as ex-
pressdes que o utilizador escrever. O Julia interage com o utilizador execu-
tando um ciclo em que 1é um fragmento de um programa, determina o seu
valor e escreve o resultado, se houver algum. Este ciclo de ac¢des designa-
se, tradicionalmente, de read-eval-print-loop (e abrevia-se para REPL).

Na fase de leitura, o Julia 1é um texto. Na fase de avaliac¢ao, o texto lido é
analisado empregando as regras da linguagem que determinam, para cada
caso, o que fazer ou qual o valor resultante. Finalmente, se for produzido
algum valor, é apresentado ao utilizador na fase de escrita através de uma
representacdo textual desse valor.

A vantagem do read-eval-print-loop em Julia estd na rapidez com que se
desenvolvem protétipos de programas, escrevendo, testando e corrigindo
pequenos fragmentos de cada vez.

1.3 Elementos da Linguagem

Em qualquer linguagem de programacdo precisamos de lidar com duas
espécies de objectos: dados e procedimentos. Os dados sdo as entidades
que pretendemos manipular. Os procedimentos sdo descri¢des das regras
para manipular esses dados.

Se considerarmos a linguagem da matematica, podemos identificar os
nimeros como dados e as operagdes algébricas como procedimentos. As
operagdes algébricas permitem-nos combinar os nimeros entre si. Por exem-
plo, 2 x 2 é uma combina¢do. Uma outra combinacdo envolvendo mais
dados serd 2 x 2 x 2 e, usando ainda mais dados, 2 x 2 x 2 x 2. No en-
tanto, a menos que pretendamos ficar eternamente a resolver problemas de
aritmética elementar, convém considerar opera¢des mais elaboradas que
representem padroes de cdlculos. Na sequéncia de combinagdes que apre-
sentdmos é evidente que o padrdo que estd a emergir é o da operacdo de
potenciagdo, i.e, multiplicagdo sucessiva, tendo esta operacado sido definida
na matemadtica ha ja muito tempo. A potenciagao é, portanto, uma abstrac-
¢do de uma sucessdo de multiplicagdes.

Tal como a linguagem da matematica, uma linguagem de programagao
deve possuir dados e procedimentos primitivos, deve ser capaz de combi-
nar quer os dados quer os procedimentos para produzir dados e procedi-
mentos mais complexos e deve ser capaz de abstrair padrdes de célculo de
modo a permitir tratd-los como operagdes simples, definindo novas opera-
¢des que representem esses padrdes de cdlculo.

Mais a frente iremos ver como é possivel definir essas abstracgdes em
Julia. Por agora, vamos debrugar-nos sobre os dados primitivos da lingua-
gem. Estes dados primitivos encontram-se divididos em diferentes tipos
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de dados, sendo que cada tipo de dados emprega uma sintaxe especifica
para a descricdo dos seus elementos e permite a sua combinacdo usando
operagdes especificas.

1.3.1 Numeros

Um ntimero é uma das entidades mais béasicas da linguagem Julia. Em

Julia, os nimeros podem ser exactos ou inexactos. Os ntimeros exactos in-

cluem os inteiros, como o 7. Os nimeros inexactos sdo tipicamente escritos

em notac¢do decimal ou cientifica, como por exemplo, 123.45 ou 1.2345e2.
Em termos de semantica, um ntimero é considerado um conceito funda-

mental, de tal forma que o significado de um nimero é o préprio niimero.

E precisamente esse o resultado que vemos quando experimentamos os nu-

meros na REPL do Julia:

Julia> 1

1

julia> 12345

12345

julia> 4.5
4.5

1.3.2 Combinagdes

Uma combinagado é uma expressdo que descreve a aplicacdo de um opera-
dor aos seus operandos. Na matemaética, os nimeros podem ser combina-
dos usando operacdes como a soma ou o produto. Como exemplo, temos
1+2el+2x3. Asoma e o produto de nimeros sdo operagdes elemen-
tares denominadas procedimentos primitivos. A sintaxe e semantica do
Julia para as expressdes aritméticas é muito semelhante a da Matemitica,
e segue as mesmas precedéncias entre operadores. Isto quer dizer que, em
Julia, 1+2«3 é interpretado como 1 + (2 x 3).

A semantica de uma combinacdo é obtida através da aplica¢do da ope-
ragdo (ou operagdes) aos seus operandos:

julia> 1+2

3

julia> 12345+54321
66666

Julia> 12345%54321
670592745

julia> 1/2

0.5

julia> 14+2%3

7

Julia> (1+2)*3

9

Exercicio 1.3.1 O que é o REPL?
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Exercicio 1.3.2 Converta as seguintes expressoes da notacao do Julia para
a notagdo da aritmética:

1. 1/2%3
2.1/(2 - 3)
3. (1+2)/3
4. 1/2/3

5. 1/(2/3)

1.3.3 Avalia¢do de Combinagdes

O avaliador determina o valor de uma combina¢do como o resultado de
aplicar o procedimento especificado pelo operador ao valor dos operandos.
O valor de cada operando é designado de argumento do procedimento.
Assim, o valor da combinacgdo 1+2+3 é o resultado de somar o valor de 1
com o valor de 2+3. Como ja se viu, 1 vale 1 e 2x3 é uma combinagédo cujo
valor é o resultado de multiplicar o valor de 2 pelo valor de 3, o que da 6.
Finalmente, somando 1 a 6 obtemos 7.

Julia> 2%3

6

julia> 1 + 2%3
-

Exercicio 1.3.3 Calcule o valor das seguintes expressoes Julia:

1. 1/2%3
2. 1%(2 - 3)
3. (1 +2)/3

4. 1 -2 -3

1.3.4 Cadeias de Caracteres

As cadeias de caracteres (também denominadas strings) sdo outro tipo de da-
dos primitivo. Um caracter é uma letra, um digito ou qualquer outro sim-
bolo grafico, incluindo os simbolos graficos ndo visiveis como o espaco, a
tabulagdo e outros. Uma cadeia de caracteres é especificada através de uma
sequéncia de caracteres delimitada por aspas. Tal como com os niimeros, o
valor de uma cadeia de caracteres é a propria cadeia de caracteres.
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Sequéncia | Resultado

AR o caracter \ (backslash)

A" o cardcter " (aspas)

\e o caracter escape

\n o caracter de mudanca de linha (newline)

\r o cardcter de mudanga de linha (carriage return)
\t o carécter de tabulacéo (tab)

Tabela 1.1: Alguns caracteres de escape vélidos em Julia

julia> "Ola"
"Olé."

Para o caso de ser necessario incluir caracteres especiais numa string,
como mudangas de linha ou tabulag¢des, existe um caracter que o Julia in-
terpreta de forma distinta: quando, numa string, surge o carécter \, ele
assinala que o proximo caracter tem de ser processado de forma especial.
O cardcter \ é denominado um cardcter de escape e permite a inclusdo em
strings de caracteres que, de outra forma, seriam dificeis de inserir. A Ta-
bela 1.1 mostra algumas possibilidades.

Tal como para os ntimeros, existem intimeros operadores para strings.
Por exemplo, para concatenar vdrias strings, existe o operador ». A con-
catenacdo de vdrias strings produz uma so6 string com todos os caracteres
dessas vdrias strings e pela mesma ordem:

julia> mqn o, omwom

n 12 n

julia> "um" x "dois" x "tres" x "quatro"
"umdoistresquatro"

julia> l'eu" * n n * "SOU" * AL mw * "uma" * AL " * "String"
"eu sou uma string"

julia> "E eu" x " sou " x "outra"

"E eu sou outra"

Para saber o niimero de caracteres de uma dada string existe o operador
length:

julia> length("eu sou uma string")
17

julia> length("")

0

Note-se que as aspas sdo os delimitadores de strings e ndo contam como
caracteres.

Para além dos ntimeros e das strings, o Julia possui ainda outros tipos
de dados que iremos explicar mais tarde.
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1.4 Defini¢ao de Fungoes

Para além das operacdes bésicas aritméticas, a matematica disponibiliza-
nos um vastissimo conjunto de outras operagdes que se definem a custa
daquelas. Por exemplo, o quadrado de um ntimero é uma operagao (também
designada por fungio) que, dado um ntmero, produz o resultado de multi-
plicar esse nimero por ele préprio. Matematicamente falando, define-se o
quadrado de um ntimero pela fungdo 2 = z - x.

Tal como em matemadtica, pode-se definir numa linguagem de progra-
magdo a fun¢do que obtém o quadrado de um ntmero. Em Julia, para
obtermos o quadrado de um niimero, por exemplo, 5, escrevemos a com-
binagdo 5+5. No caso geral, dado um ntiimero qualquer x, sabemos que
obtemos o seu quadrado escrevendo x+x. Falta apenas associar um nome
que indique que, dado um ntmero x, obtemos o seu quadrado avaliando
x*x. Julia permite-nos fazer isso através da defini¢do de fungdes:

quadrado (x) =
X* X

Como se pode ver pela defini¢do da fun¢do quadrado, para se definirem
fungdes em Julia é necessdrio indicar o nome da fungdo, os parametros da
fungdo e, finalmente, a expressdo que determina o valor da fungdo para
aqueles parametros. De modo genérico podemos indicar que a defini¢ao
de fungdes é feita usando a seguinte forma:

nome (pardmetroy, ..., pardmetroy,) =
corpo

Os parametros de uma funcéo sdo designados pardmetros formais e sao
os nomes usados no corpo para nos referirmos aos argumentos correspon-
dentes. Quando escrevemos no avaliador quadrado (5), 5 é o argumento da
fungdo. Durante o célculo da fungdo este argumento estd associado ao pa-
rametro formal x. Os argumentos de uma fungdo sdo também designados
por pardmetros actuais.

No caso da fungdo quadrado, a sua defini¢do diz que para se determi-
nar o quadrado de um ndmero x devemos multiplicar esse nimero por
ele proprio x+x. Esta defini¢do associa a palavra quadrado a um procedi-
mento, i.e., a uma descri¢do do modo de produzir o resultado pretendido.
Note-se que este procedimento possui parametros, permitindo o seu uso
com diferentes argumentos. A titulo de exemplo, podemos avaliar as se-
guintes expressoes:
julia> quadrado (5)

25

julia> quadrado (6)
36

A regra de avaliacdo de combinag¢des que descrevemos anteriormente
é também valida para as fung¢des por nds definidas. Assim, a avaliagdo da
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expressdo quadrado (1 + 2) passa pela avaliagdo do operando 1 + 2. Este
operando tem como valor 3, valor esse que é usado pela fun¢do no lugar do
parametro x. O corpo da funcdo é entdo avaliado mas substituindo todas
as ocorréncias de x pelo valor 3, i.e., o valor final serd o da combinagao 3x3.

Em termos formais, para se invocar uma fungao, é necessario construir
uma combinagdo cujo primeiro elemento seja uma expressdo que avalia
para a funcdo que se pretende invocar e cujos restantes elementos sdo ex-
pressdes que avaliam para os argumentos que se pretende passar a funcao.
O resultado da avaliacdo da combinagdo é o valor calculado pela fungdo
para aqueles argumentos.

A avaliagdo de uma combinagdo deste género processa-se nos seguintes
passos:

1. Todos os elementos da combinagédo sdo avaliados, sendo que o valor
do primeiro elemento é necessariamente uma fungao.

2. Associam-se os parametros formais dessa fun¢do aos argumentos,
i.e., aos valores dos restantes elementos da combinacdo. Cada pa-
rametro é associado a um argumento, de acordo com a ordem dos
pardmetros e argumentos. E gerado um erro sempre que o nimero
de pardmetros ndo é igual ao niimero de argumentos.

3. Avalia-se o corpo da fungdo tendo em conta estas associagdes entre os
parametros e os argumentos.

Para se perceber este processo de avaliagdo, é ttil decompo6-lo nas suas
etapas mais elementares. No seguinte exemplo mostramos o processo de
avaliagdo para ((1 + 2)?)%:

quadrado (quadrado (1 + 2))

I

quadrado (quadrado (3))
1
quadrado (3*3)
1
quadrado (9)
d
9%9

1

81

Todas as fungdes por nés definidas sdo consideradas pelo avaliador de
Julia em pé de igualdade com todas as outras defini¢des. Isto permite que
elas possam ser usadas para definir ainda outras fun¢des. Por exemplo,
ap6s termos definido a fungdo quadrado, podemos definir a funcdo que

calcula a drea de um circulo de raio r através da férmula 7 - 2.
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area_circulo(raio) =
3.14159xquadrado (raio)

Naturalmente, durante a avaliagdo de uma expressdo destinada a com-
putar a area de um circulo, a fungdo quadrado acabard por ser invocada.
Isso é visivel na seguinte sequéncia de passos de avaliagdo:

area_circulo (2)

!

3.14159+quadrado (2)

!

3.14159% (2%2)

!

3.14159x4

!

12.5664

Uma vez que a defini¢do de fun¢des permite-nos associar um procedi-
mento a um nome, isto implica que o Julia tem de possuir uma memoria
onde possa guardar esta associagdo. Esta memoria do Julia designa-se am-
biente.

Note-se que este ambiente apenas existe enquanto estamos a trabalhar
com a linguagem. Quando terminamos, perde-se todo o ambiente. Para
evitar perdermos as defini¢des que tenhamos feito, convém regista-las num
suporte persistente, como seja um ficheiro. Por este motivo, o processo
usual de trabalho com Julia consiste em escrever as vdrias defini¢cdes em
ficheiros, embora se continue a usar o avaliador de Julia para experimentar
e testar o correcto funcionamento das nossas defini¢oes.

Exercicio 1.4.1 Defina a fun¢do dobro que, dado um ndmero, calcula o
seu dobro.

1.4.1 Nomes

A defini¢do de fung¢des em Julia passa pela utilizagdo de nomes: nomes
para as fun¢des e nomes para os parametros das fungodes.

Em Julia, existem limitacdes para a escrita de nomes. Estes s6 podem
ser compostos de letras, digitos, e pelo cardcter _, e ndo podem comegar
por um digito. Na prética, a criacdo de nomes segue algumas regras que
convém ter presentes:

¢ Deve-se evitar a utilizagdo de digitos.

* Por motivos de portabilidade, convém evitar o uso de caracteres acen-
tuados.
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* Se o nome da fungdo é composto por varias palavras, deve-se separar
as palavras com tragos (_). Por exemplo, uma fungdo que calcula a
drea de um circulo podera ter como nome area_circulo.

A escolha de nomes apropriados pode ter um impacto significativo na
legibilidade de um programa. Consideremos, por exemplo, a 4rea A de um
triangulo de base b e altura c que se define matematicamente por

A(b, ¢) = bTC

Em Julia, teremos:

A(b, c) =
bxc/2

Como se pode ver, a defini¢cdo da funcdo em Julia é idéntica a defini¢do
Correspondente em Matematica. No entanto, se ndo soubermos de antemao
para que serve aquela func¢do, dificilmente a iremos compreender. Assim,
e contrariamente ao que é usual ocorrer em Matematica, os nomes que em-
pregamos em Julia devem ter um significado claro. Assim, ao invés de se
escrever A é preferivel escrever area_triangulo. Do mesmo modo, ao in-
vés de se escrever b e c, é preferivel escrever base e altura. Tendo estes
aspectos em conta, podemos apresentar uma definicdo mais legivel:

area_triangulo(base, altura) =
basexaltura/2

Quando o ntimero de defini¢des aumenta, torna-se particularmente im-
portante para quem as 1é que se perceba rapidamente o seu significado e,
por isso, é de crucial importancia que se fagca uma boa escolha de nomes.
Exercicio 1.4.2 Indique um nome apropriado para cada uma das seguin-
tes fungdes:

1. Fungédo que calcula o volume de uma esfera.
2. Fungdo que indica se um niimero é primo.

3. Fungdo que converte uma medida em centimetros para polegadas.

Exercicio 1.4.3 Defina a fun¢do radianos que recebe uma quantidade an-
gular em graus e calcula o valor correspondente em radianos. Note que 180
graus correspondem a 7 radianos.

Exercicio 1.4.4 Defina a fun¢do graus que recebe uma quantidade angu-
lar em radianos e calcula o valor correspondente em graus.

Exercicio 1.4.5 Defina a fun¢do que calcula o perimetro de uma circunfe-
réncia de raio r.
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Exercicio 1.4.6 Defina uma fungdo que calcula o volume de um paraleli-
pipedo a partir do seu comprimento, altura e largura. Empregue nomes
suficientemente claros.

Exercicio 1.4.7 Defina a fungdo que calcula o volume de um cilindro com
um determinado raio e comprimento. Esse volume corresponde ao pro-
duto da drea da base pelo comprimento do cilindro.

Exercicio 1.4.8 Defina a fun¢do media que calcula o valor médio entre
dois outros valores. Por exemplo media (2, 3)—2.5.

1.5 Fungoes Pré-Definidas

A possibilidade de se definirem novas funcdes é fundamental para aumen-
tarmos a flexibilidade da linguagem e a sua capacidade de se adaptar aos
problemas que pretendemos resolver. As novas fungdes, contudo, precisam
de ser definidas a custa de outras que, ou foram também por nds definidas
ou, no limite, ja estavam pré-definidas na linguagem.

Como iremos ver, o Julia providencia um conjunto razoavelmente grande
de fungdes pré-definidas. Em muitos casos, sdo suficientes para o que pre-
tendemos, mas ndo nos devemos coibir de definir novas funcdes sempre
que acharmos necessdrio.

A Tabela 1.2 apresenta uma selec¢do de fun¢des matematicas pré-definidas
do Julia. Note-se que, devido as limitag¢oes sintaticas do Julia (e que sdo co-
muns a todas as outras linguagens de programacéo), ha varios casos em
que uma fung¢do em Julia emprega uma notagdo diferente daquela que é
usual em matematica. Por exemplo, a fungao raiz quadrada /z escreve-se
como sqrt (x). O nome sqrt é uma contraccdo das palavras square root
e contracgdes semelhantes sdo empregues para vdrias outras fungdes. Por
exemplo, a fungado valor absoluto |z| escreve-se abs (x) (de absolute value) e
a fungdo poténcia =¥ escreve-se x"y.

Exercicio 1.5.1 Traduza as seguintes expressdes matemdticas para Julia:

1 - 1
. 1Og2\(37910g 25)|

atan 3

3. %+\/§+Sin%2

Exercicio 1.5.2 Traduza as seguintes expressdes Julia para a notagdo ma-
tematica:

1. log(sin (274 + floor (atan(pi))/sqrt (5)))

2. cos(cos (cos(0.5)))"5
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Fung¢do | Argumentos | Resultado

abs Um ntimero | O valor absoluto do argumento.

sin Um ndmero | O seno do argumento (em radianos).

cos Um ndmero | O cosseno do argumento (em radianos).

atan Um ndamero | O arco tangente do argumento (em radianos).

atan Dois ntime- | Com dois argumentos, o arco tangente da di-
ros visdo do primeiro pelo segundo (em radia-

nos). O sinal dos argumentos é usado para
determinar o quadrante.

sqrt Um namero | A raiz quadrada do argumento.
exp Um ndmero | A exponencial de base e.
" Dois ntme- | O primeiro argumento elevado ao segundo ar-
ros gumento.
log Um ntmero | O logaritmo natural do argumento.
max Vérios nime- | O maior dos argumentos.
ros
min Vérios nime- | O menor dos argumentos.
ros
floor | Umntmero | O argumento arredondado para baixo.
ceil Um ndmero | O argumento arredondado para cima.

Tabela 1.2: Algumas fun¢des matematicas pré-definidas no Julia.

3. sin(cos (sin(pi/3)/3)/3)

Exercicio 1.5.3 Defina o predicado impar que, dado um ntimero, testa se
ele é impar, i.e., se o resto da divisdo desse ntiimero por dois é um. Para
calcular o resto da divisdo de um ntimero por outro, utilize a operagao pré-
definida %.

Exercicio 1.5.4 A drea A de um pentdgono regular inscrito num circulo de
raio r é dada pela férmula

A= 27"2\/10 +2V5

Defina uma fungao em Julia que calcule essa area. Teste-a na interac¢do do
IDLE para valores a sua escolha.

Exercicio 1.5.5 Defina uma fungdo que calcula o volume de um elipséide
de semi-eixos a, b e c. Esse volume pode ser obtido pela férmula V = $rabc.

1.6 Aritmética em Julia

Vimos anteriormente que o Julia é capaz de lidar com variados tipos de nu-
meros, desde os inteiros aos complexos, passando pelas frac¢des. Alguns
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destes nimeros, como, por exemplo, v/2 ou 7, ndo possuem uma represen-
tagdo rigorosa baseada em numerais e, por este motivo, o Julia classifica-os
como inexactos, para tornar claro que estamos apenas a lidar com uma apro-
ximagdo. Quando um ntmero inexacto participa numa operagdo aritmé-
tica, o resultado é também inexacto, dizendo-se, por isso, que a inexactidao
é contagiosa.

A finitude é uma outra caracteristica dos ntimeros inexactos. Contrari-
amente aos niimeros exactos que, teoricamente, ndo sdo limitados, os nu-
meros inexactos ndo podem ultrapassar um determinado limite, a partir do
qual todos os niimeros sdo representados pela infinidade, tal como se pode
ver na seguinte interacgao:

julia> 10.0710
1.0el0

Jjulia> 10.07100
1e+100

Jjulia> 10.071000
Inf

Note-se que o Julia ndo consegue representar niimeros inexactos superi-
ores a um determinado limite (1.7976931348623157e+308), considerando
esses nimeros como infinidades.

julia> Inf + 1

Inf
julia> Inf - 1
Inf
julia> -Inf - 1
-Inf

H4 ainda outro problema importante relacionado com os ndmeros ine-
xactos: erros de arredondamento. A titulo de exemplo, consideremos a
6bvia igualdade matemética (3 — 1) -3 — 1 = 0 e comparemos os resultados
que se obtém usando ntimeros inexactos:

julia> (4.0/3.0 - 1.0)%3.0 - 1.0
-2.220446049250313e-16

Como se pode ver, usando ntimeros inexactos, ndo se consegue obter
o resultado correcto, sendo o problema causado por erros de arredonda-
mento: 4/3 ndo é representdvel com um ntmero finito de digitos. Este erro
de arredondamento é entdo propagado as restantes operagdes, produzindo
um valor que, embora néo seja zero, estd relativamente préximo.
Exercicio 1.6.1 Traduza a seguinte defini¢do para Julia:

f(z)=2—-0.1-(10-z — 10)
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Exercicio 1.6.2 Matematicamente falando, qualquer que seja o argumento
usado na fungdo anterior, o resultado deveria ser sempre 1 pois

fe)=2—-01-(10-2—-10)=2x—(z—1)=1

Usando a fungdo definida na questdo anterior, calcule em Julia o valor das
seguintes expressoes e explique os resultados:

51367.7)

176498634.7)
1209983553611.9)
19843566622234755.9)
553774558711019983333.9)

£
£(
£(
£
£(
£(
Exercicio 1.6.3 Pretende-se criar um lang¢o de escada com n espelhos ca-
paz de vencer uma determinada altura a em metros. Admitindo que cada
degrau tem uma altura do espelho i e uma largura do cobertor d que veri-
ficam a proporgao

2h +d=0.64

defina uma fungdo que, a partir da altura a vencer e do ntimero de espelhos,
calcula o comprimento do lango de escada.

1.7 Avaliacdao de Nomes

Vimos que todos os dados primitivos que apresentdmos até agora, nomea-
damente, os ntimeros e as cadeias de caracteres, avaliavam para eles pro-
prios, i.e., o valor de uma expressao constituida apenas por um dado primi-
tivo é o proprio dado primitivo. No caso dos nomes, isso ja ndo é verdade.
Julia atribui um significado muito especial aos nomes. Reparemos que,
quando definimos uma fungdo, esta possui um nome. Os parametros for-
mais da fun¢do também sdo nomes. Quando escrevemos uma combinacao,
o avaliador de Julia usa a defini¢do de fungdo que foi associada ao nome
que constitui o primeiro elemento da combinagdo. Isto quer dizer que o
valor do primeiro nome de uma combinacdo é a fun¢do que lhe esta as-
sociada. Admitindo que tinhamos definido a fungdo quadrado da forma
que ilustrdmos na seccdo 1.4, podemos verificar este comportamento expe-
rimentando as seguintes expressoes:
julia> quadrado (3)
9

Jjulia> quadrado
quadrado (generic function with 1 method)

Como se pode ver pelo exemplo anterior, o valor do nome quadrado é
uma entidade que o Julia descreve usando uma notacdo especial. A enti-
dade em questdo é, como vimos, uma fungdo. O mesmo comportamento
ocorre para qualquer outra fun¢do pré-definida na linguagem:
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A

julia>
~ (generic function with 63 methods)
julia> abs

abs (generic function with 13 methods)

Como vimos com 0 ~ e 0 abs, alguns dos nomes estdo pré-definidos na
linguagem. No entanto, quando o avaliador esta a avaliar o corpo de uma
fungdo, o valor de um nome especificado nos parametros da fungdo é o
argumento correspondente na invocac¢do da fun¢do. Assim, na combinagdo
quadrado (3), depois de o avaliador saber que o valor de quadrado é a
fungdo por nés definida e que o valor de 3 é 3, o avaliador passa a avaliar
o corpo da fun¢do quadrado mas assumindo que, durante essa avaliagao,
0 nome x, sempre que for necessario, ird ter como valor precisamente o
mesmo 3 que foi associado ao parametro x.

1.8 Expressoes Condicionais

Existem muitas operagdes cujo resultado depende da realizagdo de um de-
terminado teste. Por exemplo, a fun¢do matemadtica |x|, que calcula o valor
absoluto do ntimero z, equivale ao simétrico do ntimero, se este for nega-
tivo, ou ao proprio ntimero, caso contrario. Usando a moderna notagdo da
matematica, temos:

—x, sex <0
|z = .
z, caso contrario.

Esta fungdo terd, portanto, de testar se o seu argumento é negativo e
escolher uma de duas alternativas: ou avalia para o proprio argumento, ou
avalia para o seu simétrico.

Estas expressdes, cujo valor depende de um ou mais testes a realizar
previamente, sdo designadas expressoes condicionais.

1.8.1 Expressoes Logicas

Uma expressado condicional assume a forma de “se expressio entdo ... caso
contrério ....” A expressio, cujo valor é usado para decidir se devemos usar
o ramo “entdo” ou o ramo “caso contrario,” denomina-se expressio ldgica e
caracteriza-se por o seu valor ser interpretado como verdade ou falso. Por
exemplo, a expressdo logica x < 0 testa se o valor de x é menor que zero.
Se for, a expressdo avalia para verdade, caso contrdrio avalia para falso.

1.8.2 Valores Légicos

Em Julia, as expressdes condicionais consideram como verdade o valor
true e como falso o valor false. Estes valores sdo os tinicos elementos
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de um tipo especial de dados denominado Idgico ou Booleano.!

1.9 Predicados

No caso mais usual, uma expressao légica envolve uma operagdo com de-
terminados argumentos. Nesta situacdo, a operacdo é denominada predi-
cado e, quando aplicada aos seus operandos, produz um valor que é in-
terpretado como sendo verdadeiro ou falso. O predicado é, consequente-
mente, uma operagao que produz verdade ou falso.

1.9.1 Predicados Aritméticos

Os operadores relacionais matemdticos <, >, =, <, > e # sdo um dos exem-
plos mais simples de predicados. Estes operadores comparam ntimeros
entre si. No caso da linguagem Julia, escrevem-se, respectivamente, <, >,
==, <=, >=e !=. Eis alguns exemplos:

julia> 4 > 3

true

julia> 4 < 3

false
julia> 2 + 3 <=6 - 1
true

1.10 Operadores Légicos

Para se poder combinar expressoes logicas entre si existem os operadores
&& (conjungdo), | | (disjuncdo) e ! (negacdo). O valor das expressdes que
empregam estes operadores 16gicos é determinado do seguinte modo:

* O && avalia os seus argumentos da esquerda para a direita até que
um deles seja falso, devolvendo este valor. Se nenhum for falso, o &&
devolve verdade.

* O | | avalia os seus argumentos da esquerda para a direita até que um
deles seja verdade, devolvendo este valor. Se nenhum for verdade, o
| | devolve falso.

* O ! avalia para verdade se o seu argumento for falso e para falso em
caso contrario.

Exercicio 1.10.1 Qual o valor das seguintes expressdes?

1. 2>3 1] 1(2==3)) &« 2<3

'De George Boole, matematico inglés e inventor da 4lgebra da verdade e da falsidade.
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2.1 (1==2 || 2 == 3)
3.1<2 || 1==21]11>2

Exercicio 1.10.2 O que é uma expressdo condicional? O que é uma ex-
pressao logica?

Exercicio 1.10.3 O que é um valor 16gico? Quais sdo os valores 16gicos
empregues em Julia?

Exercicio 1.10.4 O que é um predicado? Dé exemplos de predicados em
Julia.

Exercicio 1.10.5 O que é um operador relacional? Dé exemplos de opera-
dores relacionais em Julia.

Exercicio 1.10.6 O que é um operador 16gico? Quais sdo os operadores
l6gicos que conhece em Julia?

Exercicio 1.10.7 Traduza para Julia as seguintes expressdes matematicas:

l.x<y

r<vy
r<ynNy<z
r<yNhzr<z
r<y<z

r<y<z

N o g ok DN

r<y<z

1.11 Seleccao

Se observarmos a defini¢do matematica da fungéo valor absoluto

—x, sex <0
|| = .
z, caso contrario.

constatamos que ela emprega uma expressao condicional da forma

expressio consequente, se expressio logica
expressio alternativa,  caso contrario.

que, em linguagem natural, se traduz para “se expressdo l6gica, entdo expres-
sdo consequente, caso contrario, expressio alternativa.”

A avaliacdo de uma expressdo condicional é feita através da avaliagdo
da expressdo l6gica que, se produzir verdade, implica a avaliagdo da expressio
consequente e, se produzir falso, implica a avaliacdo da expressio alternativa.
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No caso da linguagem Julia, existem duas notag¢des possiveis para des-
crever expressdes condicionais, sendo a segunda bastante mais compacta
que a primeira. A primeira notagdo emprega as palavras if, else e end
para delimitar e separar a expressdo condicional. Nesta notagdo, a fungdo
valor absoluto poderé ser definida como:

abs (x) =
if x < 0
—X
else
X
end

A segunda notagdo emprega limita-se a separar as partes da expressao
condicional com os simbolos ? e :. No caso da segunda notacao, a fungao
poderad ser definida como:

abs (x) =
x <0 ? -x : x

O valor de uma expressao condicional é obtido da seguinte forma:

1. A expressdo I6gica é avaliada.

2. Se o valor obtido da avaliagdo anterior é verdade, o valor da expres-
sdo condicional é o valor da expressdo consequente.

3. Caso contrario (ou seja, o valor obtido da avaliagdo anterior é falso),
o valor da expressdo condicional é o valor da expressio alternativa.

O objectivo fundamental de uma expressao condicional é permitir defi-
nir fung¢des cujo comportamento depende de uma ou mais condic¢oes. Por
exemplo, consideremos a fun¢do max que recebe dois niimeros como argu-
mentos e devolve o maior deles. Para definirmos esta funcdo apenas preci-
samos de testar se o primeiro argumento é maior que o segundo. Se for, a
fungdo devolve o primeiro argumento, caso contrdrio devolve o segundo.
Com base neste raciocinio, podemos escrever:

max(x, y) =

if x > vy
X
else

Y
end

Ou, alternativamente:
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max(x, y) = x >y ? X 1y

Um outro exemplo mais interessante ocorre com a fungdo matematica
signum, abreviadamente sgn, que calcula o sinal de um ntmero. Esta fungao
pode ser vista como a fung¢do dual da fungdo valor absoluto pois tem-se
sempre = = sgn(z)|z|. A fungdo sinal é definida por:

-1 sex <0
sgnx =4 0 sex =0

1 caso contrario

Em linguagem natural, dizemos que se x for negativo, o valor de sgn
é —1, caso contrario, se x for 0, o valor é 0, caso contrério, o valor é 1.
Isto mostra que, na verdade, a defini¢do anterior emprega duas expressoes
condicionais encadeadas, da forma:

-1 sex <0

sgnx = 0 sex=0 ‘.
_ . caso contrario
1 caso contrario

Assim sendo, para definirmos esta fun¢do em Julia, temos de empregar
duas expressdes condicionais. Uma possibilidade sera:

signum(x) = x < 0 ? -1 : x==07?2 0 : 1

Neste caso, no entanto, a expressdo fica excessivamente compacta, tor-
nando a leitura dificil. E possivel ajudar o leitor através do uso de parénte-
sis:

signum(x) = x < 0 ? -1 : (x == 0?2 0 : 1)

mas uma alternativa mais legivel serd empregar a forma if-else:

signum(x) =
if x < 0
-1
else
if x ==
0
else
1
end
end
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1.12 Seleccao Multipla

Quando uma expressao condicional necessita de varios ifs encadeados, é
possivel que o programa comece a ficar mais dificil de ler. Neste caso, o
Julia permite combinar os ifs encadeados através do simbolo elseif. Ex-
plorando esta possibilidade, a fungdo sinal pode ser escrita de forma mais
simples:

signum(x) =

if x <0
-1

elseif x ==
0

else
1

end

Exercicio 1.12.1 Defina uma fung¢do soma_maiores que recebe trés ntime-
ros como argumento e determina a soma dos dois maiores.

Exercicio 1.12.2 Defina a fun¢do max3 que recebe trés nimeros como ar-
gumento e calcula o maior entre eles.

Exercicio 1.12.3 Defina a fungdo segundo_maior que recebe trés nimeros
como argumento e devolve o segundo maior nimero, i.e., que estd entre o
maior e 0 menor.

1.13 Nomes Locais

Consideremos o seguinte triangulo

e tentemos definir uma fungédo Julia que calcula a drea do tridngulo a partir
dos parametros a, be c.

Uma das formas de calcular a 4rea do tridngulo baseia-se na famosa
férmula de Heron:?

’Heron de Alexandria foi um importante matematico e engenheiro Grego do primeiro
século depois de Cristo a quem se atribuem intimeras descobertas e invengdes, incluindo a
maquina a vapor e a seringa.
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A=/s(s—a)(s—b)(s—c)

em que é s 0 semi-perimetro do tridngulo:

a+b+c
2

Ao tentarmos usar a férmula de Heron para definir a correspondente
fungdo Julia, somos confrontados com uma dificuldade: a férmula esta es-
crita (também) em termos do semi-perimetro s, mas s ndo é um parametro,
€ um valor derivado dos parametros do triangulo.

Uma das maneira de ultrapassarmos a dificuldade consiste em eliminar
o nome s, substituindo-o pelo seu significado:

\/a+b+c<a+b+c )<a+b+c )<a+b+c )
A: —a PR ——— - ¢
2 2 2 2

A partir desta férmula ja é possivel definir a funcado pretendida:

area_triangulo(a, b, c) =
sqgqrt ((a + b + c) /2%
((a + b+ c)/2 - a)x*
((a + b+ c)/2 - b)=
((a + b+ c)/2 - ¢c))

Infelizmente, esta definigdo tem dois problemas. O primeiro é que se
perdeu a correspondéncia entre a férmula original e a defini¢do da fun-
¢do, tornando mais dificil reconhecer que a fungdo estd a implementar a
férmula de Heron. O segundo problema é que a fungdo é obrigada a re-
petidamente empregar a expressdo (a + b + c) /2, 0 que ndo so representa
um desperdicio do nosso esforco, pois tivemos de a escrever quatro vezes,
como representa um desperdicio de calculo, pois a expressao é calculada
quatro vezes, embora saibamos que ela produz sempre o mesmo resultado.

Para resolver estes problemas, o Julia permite a utilizagdo de nomes lo-
cais. Um nome local é um nome que apenas tem significado no contexto
de uma dada fungdo e que é usado para calcular valores intermédios como
o do semi-perimetro s. Os nomes locais sdo introduzidos pela forma let,
que delimita o contexto desses nomes com um end no final. Empregando
um nome local, podemos reescrever a fungdo area_triangulo da seguinte
forma:

area_triangulo(a, b, c) =

let s = (a +b + c)/2
sgqrt(s*(s — a)x(s — b)x(s — c))
end

A seméntica da definicdo de um nome local é idéntica a das defini¢oes
usuais, com a subtileza de o dmbito da definigdo, i.e., a regido do programa
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onde o nome definido pode ser usado, estar compreendida ao corpo da
forma let, i.e., termina quando se atinge o end.

Ao invocarmos a fung¢do area_triangulo, passando-lhe os argumen-
tos correspondentes aos parametros a, b e c, ela comega por introduzir um
novo nome, s, associado ao valor que resultar da avaliagdo da expressdo
(a + b + c) /2 e, no contexto desse novo nome, avalia as restantes expres-
sdes do corpo da fungdo. Na prética, é como se a fung¢do dissesse: “Sendo
atbe calculemos /s (s —a) (s — b) (s — ¢).

4

S =

1.14 Nomes Globais

Contrariamente aos nomes locais, que possuem um ambito de referéncia
limitado, um nome global é um nome que é visivel de todos os pontos de
um programa. O seu ambito €, portanto, todo o programa. O nome pi, por
exemplo, podera representar a constante m = 3.14159 e, por isso, podera ser
usado em qualquer ponto dos nossos programas. Por esse motivo, o nome
pi designa um nome global.

A definigdo de nomes globais é igual a dos nomes locais, com a dife-
renga de serem feitos fora de qualquer fungdo. No caso do nome pi pode-
remos fazer:

pi = 3.14159

A partir desse momento, o nome pi pode ser referenciado em qualquer
ponto do programa.

E importante referir que o uso de nomes globais deve ser restrito, na
medida do possivel, a defini¢do de constantes, tal como fizemos no caso do
pi.

1.15 Mobdulos

Em Julia, é possivel agrupar as defini¢des em mddulos. Cada médulo é uma
unidade contendo um conjunto de defini¢des, que podem ser usadas de-
pois de pedirmos ao Julia para usar o médulo. Na verdade, a maioria da
funcionalidade existente em Julia estd contida em médulos a que s6 conse-
guimos aceder se o pedirmos explicitamente.

A titulo de exemplo, consideremos as seguintes definigdes:
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module Areas
export area_circulo
pi = 3.14159

quadrado (x) =
X*X

area_circulo(r) =
pixquadrado (r)

end

Estas defini¢des constituem um médulo com o nome Areas, ele préprio
visivel no médulo pré-existente Main. Se um programa Julia pretender
usar a funcionalidade implementada neste médulo deverd usar a instrugdo
using e fazer:

using Main.Areas

volume_cilindro(r, h) =
area_circulo(r) xh

Note-se como o nome exportado do médulo Areas é acedido. Natural-
mente, quando se pretende usar outros médulos ja existentes em Julia, o
processo é idéntico, com uma pequena excepg¢do: médulos que foram ins-
talados dispensam o prefixo Main..?

Exercicio 1.15.1 Defina um moédulo denominado Hyperbolic contendo
as fungdes seno hiperbolico (sinh), cosseno hiperbélico (cosh) e tangente
hiperbdlica (tanh) a partir das definicdes matemadticas:

. —e
sinhx =
2
et +e*
coshx = ———
2
X —X
e —e
tanhy = ————
et 4+ e %

Exercicio 1.15.2 Defina, no médulo da pergunta anterior, as fung¢des in-
versas do seno hiperbélico (asinh), cosseno hiperbélico (acosh) e tangente
hiperbdlica (atanh) cujas defini¢des matematicas sao:

asinhz = sinh ™'z = In(z + V22 + 1)

*Nesta obra nao iremos discutir o processo de instalacdo de médulos. O leitor interes-
sado em criar os seus préprios médulos deverd consultar a documentagéo oficial da lingua-
gem Julia.
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acoshz = cosh™ ' 2 = +In(z + V22 — 1)

atanhz = tanh™! z

{

$In(12), selz| <1
sIn(Zt}), selz|>1
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Capitulo 2

Modelacao

2.1 Introducao

Vimos, nas sec¢des anteriores, alguns dos tipos de dados pré-definidos em
Julia. Em muitos casos, esses tipos de dados sdo os necessdrios e suficientes
para nos permitir criar os nossos programas. Noutros casos, serd necessa-
rio introduzirmos novos tipos de dados. Nesta secgdo iremos estudar um
novo tipo de dados que nos sera particularmente ttil para a modelagao de
entidades geométricas: coordenadas.

2.2 Coordenadas

A Arquitectura pressupde a localizagdo de elementos no espago. Essa lo-
calizagdo expressa-se em termos do que se designa por coordenadas: cada
coordenada é um ntimero e uma sequéncia de coordenadas identifica uni-
vocamente um ponto no espago. A Figura 2.1 esquematiza uma possivel
sequéncia de coordenadas (x,y, z) que identificam o ponto P num espago
tridimensional. Diferentes sistemas de coordenadas sdo possiveis e, no caso
da Figura 2.1, estamos a empregar aquele que se designa por sistema de
coordenadas rectangulares, também conhecido por sistema de coordenadas
Cartesianas, em honra do seu inventor: René Descartes.!

Existem varias operagdes tteis que podemos realizar com coordenadas.
Por exemplo, podemos calcular a distancia entre duas posi¢des no espago
P = (pz,py,p-) € Q@ = (¢z,qy,q-). Essa distancia é determinada pela for-
mula

d= \/(Qx - px)2 + (Qy - py)z + (QZ - pz)2

e um primeiro esbogo da sua traducao para Julia sera:

"Descartes é um filésofo Francés do século XVII, autor da famosa frase “Cogito ergo sum”
(penso, logo existo) e de intimeras contribui¢des na Matematica e na Fisica.

31
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Figura 2.1: Coordenadas rectangulares de um ponto no espago.

distancia (px, py, Pz, dx, qy, dz) =
sqgrt ((gx - px)"2 + (qy - py) "2 + (qz - pz)"2)

A distancia entre as posigoes (2,1, 3) e (5, 6,4) serd entdo

julia> distancia(2, 1, 3, 5, 6, 4)
5.916079783099616

Infelizmente, ao tratarmos as coordenadas como trés ntimeros indepen-
dentes, tornamos o uso das fung¢des pouco claro. Isso ja é visivel no exem-
plo anterior, em que a fungdo distancia é invocada com seis argumentos,
obrigando o leitor a perceber onde é que acabam as coordenadas de uma
posicdo e comecam as da outra. O problema torna-se mais grave quando
uma fungdo tem de produzir, como resultado, ndo um nimero, como acon-
tece com a fungdo distancia, mas sim uma posi¢do no espago, COmMo acon-
tece, por exemplo, com a fun¢do que computa a posigdo intermédia entre
duas posicdes P = (pz, py, p-) € Q = (¢z, 4y, g-)- Essa posi¢do intermédia é
calculada pela férmula

(px‘FQx Dy + qy pz*‘Qz)
2 2 2

mas é dificil conceber uma fun¢do que a implemente pois, aparentemente,
teria de calcular simultdneamente trés resultados diferentes, um para cada
uma das coordenadas X, Y, e Z.

Para lidar com estes problemas, os matemaéticos inventaram o conceito
de tuplo. Informalmente, um tuplo é apenas um agrupamento de valores
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mas, em intimeros casos, este agrupamento acaba por ter um nome especi-
fico. Um ntimero racional, por exemplo, é um tuplo que agrupa dois nu-
meros inteiros, denominados o numerador e o denominador. Do mesmo
modo, uma posi¢do no espago é um tuplo, pois agrupa trés coordenadas.

Todas as linguagem de programagéao disponibilizam mecanismos para
permitir a criagdo e manipula¢do de tuplos. No caso da linguagem Julia,
para além dos tuplos ja pré-definidos, foram definidos no médulo Khepri
outros tuplos que nos serdo tteis para a modela¢do geométrica.

Para os podermos usar, temos de requerer o médulo Khepri.

using Khepri

Para criarmos as coordenadas (z,y, z), o Khepri disponibiliza a fun¢ao

Xyz:

Julia> xyz (1, 2, 3)

xyz (1, 2, 3)

julia> xyz (2«3, 4 + 1, 6 - 2)
xyz (6, 5, 4)

Note-se que o resultado da avaliacdo da expressdo xyz (1, 2, 3) é um
valor que representa uma posigao no espaco Cartesiano tridimensional.

Os valores produzidos pela funcdo xyz pertencem a um novo tipo de
dados, distinto dos outros tipos de dados que ja tinhamos discutido an-
teriormente, tais como 0s ntmeros e as cadeias de caracteres. Tal como
acontecia com estes tltimos, existem operagdes especificas para manipular
os valores deste tipo de dados.

2.3 Operacoes com Coordenadas

Agora que ja somos capazes de criar coordenadas, podemos repensar as
operagdes que manipulam coordenadas. Comecemos pela fun¢do que cal-
cula a distancia entre duas posicdes P = (pz, py,p-) € @ = (¢z, gy, ¢z). Como
vimos, essa distancia é determinada pela férmula

\/(Q:v - p;r)2 + (Qy _py)2 + (QZ _pz)2
e um primeiro esboco da sua tradugdo para Julia sera:

distancia(p, 9) =
sgqrt ((gx — px) "2 + (qy — py)”"2 + (gz - pz)"2)

Para completarmos a fungdo, temos de saber como obter as diferentes
coordenadas z, y, e z de uma posi¢do P. Para isso, o Khepri fornece as
fungdes cx, cy, e cz, abreviaturas de coordinate x, coordinate y, e coordinate
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z, respectivamente. Cada uma destas fungdes recebe uma posi¢do como
argumento e calcula a coordenada respectiva.

As fungdes xyz, cx, cy e cz, sdo as operagdes fundamentais sobre coor-
denadas, sendo que a primeira nos permite construir uma posigdo a partir
de trés nlimeros e as restantes nos permitem saber quais sdo os ntimeros
que determinam uma posi¢do. Por este motivo, a primeira operagdo diz-se
um construtor de coordenadas e as restantes dizem-se selectores de coorde-
nadas.

Embora ndo saibamos como é que estas operagdes funcionam interna-
mente, sabemos que sdo consistentes entre si, sendo essa consisténcia asse-
gurada pelas seguintes equagdes:

cx(xyz (x,Y,2)) =
cy (xyz(2,Y,2)) =Y
cz(xyz (x,Y,2)) = %2

Usando estas fungdes, j4 podemos escrever:

distancia(p, q) =
sqrt ((cx(q) — cx(p))"2 + (cy(q) - cy(p))”™2 + (cz(g) - cz(p))"2)

Podemos agora experimentar a fungdo distancia com um caso con-
creto:

julia> distancia(xyz (2, 1, 3), xyz(5, 6, 4))
5.916079783099616

Para simplificar o uso das fungdes cx, cy, e cz, o Khepri disponibiliza
uma sintaxe alternativa mais préxima da tradi¢do matematica. Usando esta
sintaxe, as expressdes cx (p), cy (p), € cz (p) podem ser escritas como p. x,
p.y, € p.z, respectivamente, o que permite simplificar a defini¢do da fun-
cdo distancia:

distancia(p, q) =
sgrt((g.x — p.x)"2 + (q.y - p.y)"2 + (g.z - p.z)"2)

Vejamos agora um outro exemplo. Imaginemos que pretendemos de-
finir uma operagdo que calcula a posi¢do de um ponto apés uma trans-
lacao, expressa em termos das componentes ortogonais A, Ay, e A, tal
como estd apresentado na Figura 2.2. Como se pode ver nesta figura, sendo
P = (z,y,2), teremos P’ = (z + Ay, y + Ay, z + A;). Ha no entanto uma
outra possibilidade baseada no uso de vectores. Um vector é uma entidade
matemadtica que representa um deslocamento aplicavel a qualquer posigao
e que, por isso, ndo tem origem ou destino, sendo caracterizado por uma
direcgdo e uma magnitude.
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Z

Figura 2.2: O ponto P’ como resultado da translag¢do do ponto P = (x, v, 2)
de A; no eixo X, Ay noeixo Y, e A; no eixo Z.

Na Figura 2.2, a direita, o vector V' = (A, Ay, A;) representa o desloca-
mento que podemos aplicar a posi¢dao P para determinar a posi¢do P’. Se
definirmos a soma da posi¢ao P = (z,y, z) com o vector V = (A,, Ay, A;)
como (z + Ay, y+ Ay, 2+ A;), entdo torna-se evidente que P/ = P+ V. Do
mesmo modo, é possivel definir o vector V' como a diferenga entre as duas
posi¢des V = P’ — P. Muitas outras operagdes fazem sentido no contexto
dos vectores, incluindo a adi¢do e subtrac¢do de vectores e o produto de
vectores por escalares ou por outros vectores. Esta dlgebra vectorial, co-
nhecida desde o século XVII, permite simplificar os cdlculos envolvendo
posicoes e deslocamentos.

Dada a utilidade dos vectores, estes sdo também providenciados pelo
Khepri, sob a forma de uma operacdo denominada vxyz que, a partir de
trés deslocamentos ao longo dos eixos X, Y, e Z, produz o vector corres-
pondente. A semelhanca do que acontece com as posicdes, também os vec-
tores podem ser usados com as operagdes cx, cy, e cz, bem como com a
sintaxe alternativa .x, .z, e .z.

A seguinte interagdo mostra alguns exemplos da utilizagdo de vectores:
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julia> xyz(1,2,3) + vxyz(3,2,1)

xyz(4,4,4)

julia> xyz(4,5,6) - xyz(3,2,1)

vxyz(1,3,5)

julia> vxyz(4,5,6) - vxyz(3,2,1)

vxyz(1,3,5)

Julia> xyz(1,2,3) + (xyz(4,5,6) - xyz(3,2,1))
xyz(2,5,8)

julia> xyz(1,2,3) + xyz(4,5,6) - xyz(3,2,1)
ERROR: MethodError: no method matching +(::XYZ, ::XYZ)
julia> xyz(1,2,3) - xyz(3,2,1) + xyz(4,5,6)
xyz(2,5,8)

Julia> vxyz(1,2,3) + vxyz(4,5,6) - xyz(3,2,1)
xyz(2,5,8)

Note-se que nem todas as operagdes sdo possiveis. Em particular, a
soma de posi¢des ndo faz sentido.
Exercicio 2.3.1 Defina a fun¢do posicao_media que calcula a posigdo in-
termédia entre duas outras posi¢des I e P;.
Exercicio 2.3.2 Defina a fungdo posicoes_iguais que compara duas po-
si¢des e devolve verdade apenas quando sdo coincidentes. Note que duas
posig¢des sdo coincidentes quando as coordenadas z, y e z forem iguais.
Exercicio 2.3.3 Um vector unitdrio é um vector de magnitude unitdria. De-
fina a operagdo vector_unitario que, dado um vector qualquer, calcula o
vector unitdrio que tem a mesma direccdo que o vector dado.
Exercicio 2.3.4 O vector simétrico de um vector ¥ é o vector ¢ tal que
7+ ¢ = 0. Dito de outro modo, é o vector de igual magnitude mas di-
recgdo oposta. Defina a operagdo vector_simetrico que, dado um vector
qualquer, calcula o vector simétrico do vector dado.

2.4 Coordenadas Bidimensionais

Tal como as coordenadas tridimensionais localizam posi¢des no espago, as
coordenadas bidimensionais localizam posi¢des no plano. A questdo que
se coloca é: qual plano? Do ponto de vista matematico, a questdo ndo é
relevante pois é perfeitamente possivel pensar em geometria no plano sem
pensar no plano propriamente dito, mas quando tentamos visualizar essa
geometria num programa de modelagdo tridimensional, inevitavelmente
temos de pensar na localizagdo desse plano. Se nada for dito em contrario,
os programas de CAD tridimensionais consideram que o plano bidimensi-
onal corresponde ao plano XY/, localizado na cota Z igual a zero. Assim
sendo, vamos considerar a coordenada bidimensional (z,y) como uma no-
tacdo simplificada da coordenada tridimensional (z, y, 0).

Usando esta simplificagdo, podemos definir um construtor de coorde-
nadas bidimensionais a custa do construtor de coordenadas tridimensio-
nais:
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Xy (XI Y) =
xyz(x, y, 0)

Do mesmo modo, podemos também definir vectores no plano a custa
dos vectores tridimensionais:

vxy (%, y) =

Uma das vantagens da defini¢do de coordenadas bidimensionais como
um caso particular das coordenadas tridimensionais é o facto de os selec-
tores cx, cy, e cz serem automaticamente aplicdveis a coordenadas bidi-
mensionais e, por arrasto, também o sdo as operacdes de coordenadas que
definimos anteriormente, como a distancia e a soma de posi¢des com vec-
tores.

Exercicio 2.4.1 Dado um ponto Py = (zo,y0) e uma recta definida por
dois pontos P, = (x1,y1) e P» = (z2,¥2), a distAncia minima d do ponto P
a recta obtém-se pela férmula:

|(z2 —21)(y1 — yo) — (x1 — 20)(y2 — y1)|
Vi(za —21)? + (y2 — 11)?

d:

Defina uma fun¢do denominada distancia_ponto_recta que, dadas as
coordenadas dos pontos Fy, P e P, devolve a distancia minima de P a
recta definida por P; e P;.

Exercicio 2.4.2 Sabendo que o espelho maximo admissivel para um de-
grau é de 0.18m, defina uma fungéo que calcula o niimero minimo de espe-
lhos que a escada representada no seguinte esquema necessita para fazer a
ligacdo entre os pontos Py e P;.

Py
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2.5 Coordenadas Polares

Embora o sistema de coordenadas rectangulares seja muito usado, existem
outros sistemas de coordenadas que podem ser mais tteis em determina-
das situagdes. A titulo de exemplo, imaginemos que queremos dispor n
elementos igualmente espacados a uma distancia d da origem, tal como
estd parcialmente ilustrado na Figura 2.3. Como é 16gico, os elementos aca-
bardo por formar um circulo e o dngulo entre cada dois elementos tera de

2
ser e

- <

- X

Figura 2.3: Posic¢des ao longo de um circulo.

Usando o eixo X como referéncia, podemos dizer que o primeiro ele-
mento ficard posicionado nesse eixo, a distdncia d da origem, o segundo
elemento ficard a mesma distancia mas posicionado numa linha que faz
um angulo 27” com o eixo X, o terceiro ficard 8 mesma distancia mas posici-
onado numa linha que faz um angulo 2%“ com 0 eixo X, e assim sucessiva-
mente. Contudo, se tentarmos descrever estas mesmas posi¢des no sistema
de coordenadas rectangulares, veremos que se perde imediatamente a re-
gularidade expressa em “e assim sucessivamente.” E esta necessidade de
regularidade que nos leva a considerar outros sistemas de coordenadas e,
em particular, o sistema de coordenadas polares.

Tal como representado da Figura 2.4, uma posi¢do no plano bidimen-
sional é descrita, em coordenadas rectangulares, pelos nimeros x e y—
significando, respectivamente, a abcissa e a ordenada—enquanto que a mesma
posicdo em coordenadas polares é descrita pelos ntimeros p e p—significando,
respectivamente, o raio vector (também chamado mddulo) e o dngulo polar
(também chamado arqumento). Com a ajuda da trigonometria e do teo-
rema de Pitdgoras conseguimos facilmente converter de coordenadas pola-
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x

Figura 2.4: Coordenadas rectangulares e polares.

res para coordenadas rectangulares:

T = pcoso
y = psing

ou de coordenadas rectangulares para coordenadas polares:

p=Vaz*+y?

¢ = arctan L4
x

Com base nas equagdes anteriores, podemos definir o construtor de co-
ordenadas polares pol (abreviatura de “polar”) que contréi coordenadas
a partir da sua representacdo polar simplesmente convertendo-a para a re-
presentacgdo rectangular equivalente.

pol (ro, fi) =
xy (roxcos (fi), roxsin(fi))

Assim sendo, o tipo coordenadas polares fica implementado em termos
do tipo coordenadas rectangulares. Por este motivo, os selectores do tipo
coordenadas polares—a fung¢do pol_ro que nos permite obter o médulo p
e a fungdo pol_fi que nos permite obter o argumento ¢—terdo de usar os
selectores de coordenadas rectangulares, i.e., cx e cy:?

pol_ro(c) =
sqrt (cx(c) "2 + cy(c)"2)

pol_fi(c) =
atan2 (cy(c), cx(c))

Eis alguns exemplos do uso destas fungoes:

’Estas funcdes encontram-se pré-definidas em Khepri, com os nomes pol_rho e
pol_phi.

*Note-se, nestes exemplos, que alguns valores das coordenadas ndo sio zero ou um,
como seria expectdvel, mas sim valores muito préximos desses nameros, que resultam de
erros de arredondamento. Note-se também que, como estamos a usar coordenadas bidi-
mensionais, a coordenada z é sempre igual a zero.
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Pl

Pe

Figura 2.5: O deslocamento de um ponto em coordenadas polares.

julia> pol(1l, 0)

xyz (1, 0, 0)

julia> pol (sgrt (2), pi/4)

xyz (1.0000000000000002, 1.0, 0)
julia> pol(l, pi/2)
xyz(6.123233995736766e-017, 1.0, O0)
julia> pol(l, pi)

xyz (=1.0, 1.2246467991473532e-016, 0)

No caso de querermos especificar vectores em coordenadas polares, tal
como ilustramos na Figura 2.5, podemos usar uma abordagem em tudo
idéntica, definindo o construtor vpol:

vpol (ro, fi) =
vxy (roxcos (fi), roxsin(fi))

Como exemplos de utilizagdo, temos:

Julia> xy (1, 2) + vpol(sqgrt(2), pi/4)
xyz (2.0, 3.0, 0.0)

Julia> xy (1, 2) + vpol(l, 0)

xyz (2.0, 2.0, 0.0)

Jjulia> xy (1, 2) + vpol(l, pi/2)

xyz (1.0, 3.0, 0.0)

Exercicio 2.5.1 A func¢doposicoes_iguais definida no exercicio 2.3.2 com-
para as coordenadas de duas posigdes e devolve verdade apenas quando
sdo coincidentes. No entanto, se tivermos em conta que as operagdes nu-
méricas podem produzir erros de arredondamento, é perfeitamente pos-
sivel que duas posi¢des que, em teoria, deveriam ser iguais, na pratica,
sejam consideradas diferentes. Por exemplo, a posi¢do (—1,0) em coor-
denadas rectangulares pode ser expressa através das coordenadas polares
p = 1,¢ = m mas o Julia ndo as considera iguais, tal como é perfeitamente
visivel na seguinte interagdo:



2.6. MODELACAO GEOMETRICA BIDIMENSIONAL 41

julia> posicoes_iguais(xy (-1, 0), pol(l, pi))
false

julia> xy (-1, 0)

xyz (=1, 0, 0)

Julia> pol(l, pi)

xyz (-1.0, 1.2246467991473532e-016, 0)

Como se pode ver, embora as coordenadas ndo sejam iguais, elas sdo
bastante préximas, ou seja, a distancia entre elas é muito préxima de zero.
Proponha uma nova defini¢do para a fungdo posicoes_iguais baseada no
conceito de distancia entre as coordenadas.

2.6 Modelagao Geométrica Bidimensional

Nesta sec¢do vamos introduzir algumas operagdes de modelagdo geomé-
trica bidimensional.

Para visualizarmos as formas que criamos é necessério dispormos de
uma aplicagdo de CAD, como o AutoCAD ou o Rhino. A escolha de qual a
aplicagdo de CAD que pretendemos usar é feita usando a fungdo backend.
Assim, um programa que use o Khepri comeca geralmente com

using Khepri
backend (autocad)

ou com

using Khepri
backend (rhino)

dependendo se queremos usar, respectivamente, 0 AutoCAD ou o Rhino.
Comecemos por considerar a criagdo de circulos. Para isso, vamos usar

a fungdo circle, que recebe o centro e o raio do circulo. A Figura 2.6

mostra o resultado da avaliagdo do seguinte programa em AutoCAD:*

using Khepri
backend (autocad)

circle (pol (0, 0), 4)
circle(pol (4, pi/4), 2)
circle(pol (6, pi/4), 1)

Uma outra operagdo de modela¢do muito usada é a que cria segmentos
de recta: 1ine. Na sua versdo mais simples, esta func¢do recebe duas posi-
¢Oes correspondentes as extremidades do segmento de recta. No entanto, é

*De futuro, iremos omitir o cabegalho do programa que requere o Khepri e escolhe a
ferramenta de CAD e iremos focar a nossa atengdo apenas nas operagdes de modelacado
geométrica.
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Figura 2.6: Um conjunto de circulos.

Figura 2.7: Um conjunto de linhas.

possivel invocar a fungdo com qualquer ntiimero de posi¢des, caso em que
a fungdo cria sucessivos segmentos de recta a unir cada posigdo a posigao
seguinte, formando uma linha poligonal. A Figura 2.7 ilustra uma suéstica®
produzida pelas seguintes invocagoes:

line(xy (-1, -1), xy(-1, 0), xy(1, 0), xy(1, 1))
line (xy (-1, 1), xy(0, 1), xy(0, -1), xy(1l, -1))

No caso de pretendermos desenhar linhas poligonais fechadas, é prefe-
rivel usarmos a fungdo polygon, em tudo idéntica a fun¢do 1ine mas que
cria um segmento de recta adicional a unir a altima posicdo a primeira. A
Figura 2.8 mostra um exemplo resultante da avaliacdo da seguinte expres-
sdo:

polygon (pol (1, 2xpix0/5),
pol (1, 2xpi*1/5),
pol (1, 2%pix2/5),
pol (1, 2xpi*3/5),
pol (1, 2xpi=*4/5))

Para o caso de poligonos regulares, i.e., poligonos com todos os lados
e todos os dngulos iguais, como o apresentado na Figura 2.8, é preferivel
usar a fungdo regular_polygon. Esta fungdo tem, como argumentos, o

S A sudéstica é um simbolo mistico usado em diferentes culturas e cujas primeiras ocor-
réncias datam do periodo neolitico.
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Figura 2.8: Um poligono.

Figura 2.9: Tridngulos, quadrados e pentdgonos sobrepostos com diferentes
angulos de rotagao.

nimero de lados do poligono, o centro, um raio, um angulo de rotagao
e, finalmente, um boleano que indica se o raio é de um circulo inscrito ao
poligono (ou seja, o raio é a distancia dos lados ao centro) ou de um circulo
circunscrito ao poligono (ou seja, o raio é a distancia dos vértices ao centro).
Por omissdo, o centro é a origem, o raio é unitdrio, o angulo é zero e o
circulo é circunscrito.

Usando a fungdo regular_polygon, a Figura 2.8 pode ser obtida atra-
vés de:

regular_polygon (5)

Exemplos mais interessantes podem ser obtidos através de diferentes
angulos de rotacdo. Por exemplo, a seguinte sequéncia de expressdes pro-
duz a imagem representada na Figura 5.6:

regular_polygon (3, xy (0, 0), 1, 0, true)
regular_polygon (3, xy (0, 0), 1, pi/3, true)

w

regular_polygon (4, xy (3, 0), 1, 0, true)
regular_polygon (4, xy (3, 0), 1, pi/4, true)

regular_polygon (5, xy(6, 0), 1, 0, true)
regular_polygon (5, xy (6, 0), 1, pi/5, true)

Para o caso de poligonos de quatro lados alinhados com os eixos X e Y,
existe uma fun¢do muito simples: rectangle. Esta fung¢do tanto pode ser
usada com as posi¢des do canto inferior esquerdo e superior direito do rec-
tangulo, como pode ser usada com a posi¢do do canto inferior esquerdo e as
duas dimensodes do rectangulo, tal como podemos ver no seguinte exemplo
cujo resultado esta representado na Figura 2.10:
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Figura 2.10: Um conjunto de rectangulos.

rectangle (xy (0, 1), xy (3, 2))
rectangle (xy (3, 2), 1, 2)

Nas secgdes seguintes iremos introduzir as restantes fun¢des de mode-
lagdo geométricas disponiveis em Khepri.
Exercicio 2.6.1 Refaca o desenho apresentado na Figura 2.6 mas utilizando
apenas coordenadas rectangulares.
Exercicio 2.6.2 Pretendemos colocar duas circunferéncias de raio unitdrio
em torno da origem de modo a que fiquem encostadas uma a outra, tal
como se ilustra no seguinte desenho:

Escreva uma sequéncia de expressdes que, quando avaliadas, produ-
zem a figura anterior.
Exercicio 2.6.3 Pretendemos colocar quatro circunferéncias de raio unité-
rio em torno da origem de modo a que fiquem encostadas umas as outras,
tal como se ilustra no seguinte desenho:

Escreva uma sequéncia de expressdes que, quando avaliadas, produ-
zem a figura anterior.
Exercicio 2.6.4 Pretendemos colocar trés circunferéncias de raio unitdrio
em torno da origem de modo a que fiquem encostadas umas as outras, tal
como se ilustra no seguinte desenho:
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Escreva uma sequéncia de expressdes que, quando avaliadas, produ-
zem a figura anterior.

2.7 Efeitos Secundarios

Vimos anteriormente que qualquer expressao Julia tem um valor. Isso é vi-
sivel quando avaliamos uma expressao aritmética, mas também o é quando
avaliamos uma expressao geométrica:

julia> 1 + 2

3

julia> circle(xy (1, 2), 3)
Circle(...)

No exemplo anterior, o resultado da avaliagdo da segunda expressao é
uma entidade geométrica. Quando o Julia escreve um resultado que é uma
entidade geométrica, emprega uma notagdo baseada no nome dessa enti-
dade. No entanto, na maioria dos casos, ndo estamos apenas interessados
em ver uma entidade geométrica como um fragmento de texto, estamos
também interessados em visualizar a entidade no espago. Para esse prop6-
sito, a avaliacdo de expressdes geométricas tem também um efeito secundd-
rio: as formas geométricas produzidas sdo automaticamente adicionadas a
aplicacdo de CAD que tiver sido escolhida.

Assim, a avaliagdo do seguinte programa:

using Khepri
backend (autocad)

circle(xy (1, 2), 3)

tem, como resultado, um valor abstracto que representa um circulo de raio

3 com centro no ponto (1,2) e, como efeito, esse circulo torna-se imediata-

mente visivel no AutoCAD.

Este comportamento das fungdes geométricas, como circle, line, rectangle,

etc, é fundamentalmente diferente do comportamento das restantes fun-

¢Oes que vimos até agora pois, anteriormente, as fungdes eram usadas para
computar algo, i.e., para produzir um valor a partir da sua invoca¢do com
determinados argumentos e, agora, ndo é o valor que mais interessa mas

sim o efeito secundario (também chamado efeito colateral) que nos permite
visualizar a forma geométrica na aplicagdo de CAD.
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Figura 2.11: Um circulo com um quadrado inscrito (a esquerda) e circuns-
crito (a direita).

Um dos aspectos importantes da utilizacdo de efeitos secundérios esta
na possibilidade da sua composicio. A composicdo de efeitos secundarios
faz-se através da sua sequenciagio, i.e., da realizagdo sequencial dos vérios
efeitos. Na seccdo seguinte iremos discutir a sequenciac¢do de efeitos secun-
darios.

2.8 Sequenciacao

Até agora, temos combinado expressdes matemdticas usando operadores
matematicos. Por exemplo, a partir das expressdes sin (x) e cos (x), po-
demos calcular a sua divisdo através de sin (x) /cos (x). Isto é possivel
porque a avaliacdo das subexpressdes sin (x) e cos (x) ird produzir dois
valores que podem entdo ser usados para fazer a divisao.

Jano caso de expressdes envolvendo as funcgdes geométricas, a sua com-
bina¢do tem de ser realizada de forma diferente pois, como vimos, a sua
avaliacdo também produz efeitos secunddrios. Como é precisamente a re-
alizagdo desses efeitos que nos interessa, o Julia providencia uma forma
de os realizarmos sequencialmente, i.e., uns a seguir aos outros. A titulo
de exemplo, consideremos uma func¢do que desenha um circulo de raio r
centrado em P com um quadrado inscrito ou circunscrito, dependendo de
uma escolha do utilizador, tal como apresentamos na Figura 2.11.

A defini¢do desta fungdo podera comegar por algo do género:

circulo_quadrado(p, r, inscrito) =

O desenho produzido pela func¢do depende, naturalmente, do valor 16-
gico do parametro inscrito, ou seja, a defini¢do da fungdo deverd ser algo
da forma:
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circulo_quadrado(p, r, inscrito) =
if inscrito
cria um circulo e um quadrado inscrito no circulo
else
cria um circulo e um quadrado circunscrito ao circulo
end

Note-se que, em cada alternativa do if, a fungdo necessita de realizar
dois efeitos secundarios, nomeadamente, criar um circulo e criar um rec-
tangulo. Para este fim, o Julia disponibiliza a forma begin-end. Esta forma
recebe vdrias expressdes que avalia sequencialmente, i.e., uma a seguir a
outra, devolvendo o valor da dltima. Logicamente, se apenas o valor da
altima expressdo é utilizado, entdo os valores de todas as outras avaliagdes
dessa sequéncia sdo descartados e estas apenas sdo relevantes pelos efeitos
secunddrios que possam provocar, como seja a criagdo de formas geométri-
cas na aplicacdo de CAD que estiver a ser usada.

Usando a forma begin-end jd podemos detalhar um pouco mais a fun-
¢ao:

circulo_quadrado (p, r, inscrito) =
if inscrito
begin
cria um circulo
cria um quadrado inscrito no circulo
end
else
begin
cria um circulo
cria um quadrado circunscrito ao circulo
end

Felizmente, a forma if também permite ter varias expressdes em cada
alternativa, que serdo avaliadas sequencialmente, i.e., uma a seguir a outra.
Usando esta capacidade da forma if podemos simplificar a fungao:

circulo_guadrado(p, r, inscrito) =

if inscrito

cria um circulo

cria um quadrado inscrito no circulo
else

cria um circulo

cria um quadrado circunscrito ao circulo
end

Basta-nos agora traduzir cada um dos desenhos elementares em invo-
cagdes das fungdes correspondentes. No caso do quadrado inscrito, vamos
utilizar coordenadas polares pois sabemos que os vértices terdo de ficar
sobre o circulo, um a /4 e ou outro a ™ + /4 = 57 /4. Assim, temos:
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circulo_quadrado(p, r, inscrito) =
if inscrito
circle(p, r)
rectangle (p + vpol(r, 5/4xpi), p + vpol(r, 1/4xpi))
else
circle(p, r)
rectangle(p + vxy(-r, -r), p + vxy(r, r))
end

Uma observagdo atenta da fungdo circulo_quadrado mostra que ha
alguma repeti¢do, uma vez que a criagdo do circulo é sempre feita, indepen-
dentemente do rectangulo ser inscrito ou circunscrito. Isto sugere reescre-
ver a defini¢do da fungdo de modo a que a criagdo do circulo seja realizada
forado if:

circulo_gquadrado(p, r, inscrito) =
begin
circle(p, r)
if inscrito
rectangle(p + vpol(r, 5/4%pi), p + vpol(r, 1/4xpi))
else
rectangle(p + vxy(-r, -r), p + vxy(r, r))
end
end

Reparemos que, mais uma vez, estamos a empregar sequenciacgdo, agora
da criagdo do circulo, a que se segue a forma if para decidir o que fazer a
seguir.
Exercicio 2.8.1 Defina uma fun¢do denominada circulo_e_raio que, da-
das as coordenadas do centro do circulo e o raio desse circulo, cria o circulo
especificado e, a semelhanga do que se vé na Figura 2.6, coloca o texto a
descrever o raio do circulo a direita do circulo. O texto deverd ter um ta-
manho proporcional ao raio do circulo. Sugestdo: empregue a funcao Julia
string, que transforma os seus argumentos numa string, e a fungdo Khepri
text que desenha um texto, a partir de uma string a descrever o texto, da
posicdo do texto e do tamanho da letra a empregar.
Exercicio 2.8.2 Utilize a fun¢do circulo_e_raio definida na pergunta
anterior para reconstituir a imagem apresentada na Figura 2.6.

2.9 A Ordem Dérica

Na Figura 2.12 apresentamos uma imagem do templo grego de Segesta.
Este templo, que nunca chegou a ser acabado, foi construido no século
quinto antes de Cristo e representa um excelente exemplo da Ordem Dé-
rica, a mais antiga das trés ordens da arquitectura Grega cldssica. Nesta
ordem, uma coluna caracteriza-se por ter um fuste, um coxim e um 4baco.
O 4baco tem a forma de uma placa quadrada que assenta sobre o coxim, o
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Figura 2.12: O Templo Grego de Segesta, exemplificando alguns aspectos
da Ordem Dérica. Este templo nunca chegou a ser terminado, sendo visi-
vel, por exemplo, a falta das caneluras nas colunas. Fotografia de Enzo De
Martino.

coxim assemelha-se a um tronco de cone invertido e assenta sobre o fuste,
e o fuste assemelha-se a um tronco de cone com vinte caneluras em seu
redor. Estas caneluras assemelham-se a uns canais semi-circulares escava-
dos ao longo da coluna.® Quando os Romanos copiaram a Ordem Dérica
introduziram-lhe um conjunto de altera¢des, em particular, nas caneluras
que, muitas vezes, sdo simplesmente eliminadas.

Embora estejamos particularmente interessados na modelagao tridimen-
sional, por motivos pedagégicos vamos comegar por esquematizar o alcado
de uma coluna Dérica (sem caneluras). Nas sec¢des seguintes iremos esten-
der este processo para a criagdo de um modelo tridimensional.

Do mesmo modo que uma coluna Dérica se pode decompor nos seus
componentes fundamentais — fuste, coxim e dbaco — também o desenho da
coluna se poderd decompor no desenho dos seus componentes. Assim, va-
mos definir fun¢des para desenhar o fuste, o coxim e o dbaco. A Figura 2.13
apresenta um modelo de referéncia. Comecemos por definir uma fungdo
para o desenho do fuste:

SEstas colunas apresentam ainda uma deformagio intencional denominada entasis. A
entasis consiste em dar uma ligeira curvatura a coluna e, segundo alguns autores, destina-
se a corrigir uma ilusdo de optica que faz as colunas direitas parecerem encurvadas.
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Figura 2.13: Uma coluna Dérica de referéncia.

fuste () =
line(xy(-0.8, 10),
xy (-1, 0),
xy (1, 0),
xy (0.8, 10),
xy (-0.8, 10))

Neste exemplo, usamos a fun¢do 1ine que, dada uma sequéncia de po-
si¢des, constréi uma linha com vértices nesses pontos. Uma outra possibili-
dade, eventualmente mais correcta, seria a criagdo de uma linha poligonal
fechada, algo que podemos fazer com a fun¢do polygon, omitindo a posigdo
repetida, i.e.:

fuste () =
polygon (xy (-0.8, 10),
xy (-1, 0),
xy (1, 0),
xy (0.8, 10))

Para completar a figura, é ainda necessario definir uma funcao para o
coxim e outra para o dbaco. No caso do coxim, o raciocinio é semelhante:

coxim() =
polygon(xy (-0.8, 10),
xy (-1, 10.5),
xy (1, 10.5),
xy (0.8, 10))

No caso do abaco, podemos empregar uma abordagem idéntica ou po-



2.10. PARAMETRIZACAO DE FIGURAS GEOMETRICAS 51

Figura 2.14: Uma coluna dérica.

demos explorar uma fungdo do Khepri destinada a construcdo de rectan-
gulos. Esta fun¢do apenas necessita de dois pontos para definir completa-
mente o rectangulo:

abaco () =
rectangle (xy (-1, 10.5), xy(1, 11))

Finalmente, vamos definir uma fun¢do que desenha as trés partes da
coluna:

coluna () =
begin
fuste ()
coxim ()
abaco ()
end

Repare-se, na fun¢do coluna, que ela invoca sequencialmente as fun-
¢Oes fuste, coxim e, finalmente, abaco.
A Figura 2.14 mostra o resultado da invocag¢do da fungdo coluna.

210 Parametrizacao de Figuras Geométricas

Infelizmente, a coluna que cridmos na secgdo anterior tem a sua posigdo
e dimensé&o fixas, pelo que sera dificil reutilizar a func¢do noutros contex-
tos. Naturalmente, esta funcdo seria mais ttil se a criacdo da coluna fosse
parametrizdvel, i.e., se a criacdo dependesse dos varios parametros que ca-
racterizam a coluna como, por exemplo, as coordenadas da base da coluna,
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Figura 2.15: Esquema do desenho do fuste de uma coluna.

a altura do fuste, do coxim e do dbaco, os raios da base e do topo do fuste,
etc.

Para se compreender a parametrizagdo destas fungdes vamos comegar
por considerar o fuste representado esquematicamente na Figura 2.15.

O primeiro passo para parametrizarmos um desenho geométrico con-
siste na identificagdo dos parametros relevantes. No caso do fuste, um dos
parametros obvios é a localizacdo espacial desse fuste, i.e., as coordenadas
de um ponto de referéncia em relagdo ao qual fazemos o desenho do fuste.
Assim, comecemos por imaginar que o fuste ird ser colocado com o centro
da base num imaginario ponto P de coordenadas arbitrdrias (z,y). Para
além deste parametro, temos ainda de conhecer a altura do fuste a e os
raios da base r;, e do topo 7; do fuste.

Para mais facilmente idealizarmos um processo de desenho, é conveni-
ente assinalarmos no esquema alguns pontos de referéncia adicionais. No
caso do fuste, uma vez que o seu desenho é, essencialmente, um trapézio,
basta-nos idealizar o desenho deste trapézio através de uma sucessdo de
linhas rectas dispostas ao longo de uma sequéncia de pontos Pi, P», P e
Py, pontos esses que conseguimos calcular facilmente a partir do ponto P.

Desta forma, estamos em condi¢des de definir a fungdo que desenha
o fuste. Para tornar mais claro o programa, vamos empregar os nomes
a_fuste, r_base e r_topo para caracterizar a altura a, o raio da base r;, e
o raio do topo r;, respectivamente. A definigdo fica entao:
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sz(x—rt,y+a)- ‘%sz(:v—i—rt,y—i—a)
1
P = (x,yz///P a
Py = (z —1p,y) T Py = (2 + 7, y)

Figura 2.16: Esquema do desenho do coxim de uma coluna.

Py=(z+%,y+a)

P = (z,y) a

~ o —|

Figura 2.17: Esquema do desenho do dbaco de uma coluna.

fuste(p, a_fuste, r_base, r_topo) =
polygon(p + vxy(-r_topo, a_fuste),
-r_base, 0),
r_base, 0),
r_topo, a_fuste))

+ vxy
+ vxy
+ vxy

'O T 'O 'O |

Em seguida, temos de especificar o desenho do coxim. Mais uma vez,
convém pensarmos num esquema geométrico, tal como apresentamos na
Figura 2.16.

Tal como no caso do fuste, a partir de um ponto P correspondente ao
centro da base do coxim, podemos computar as coordenadas dos pontos
que estdo nas extremidades dos segmentos de recta que delimitam o de-
senho do coxim. Usando estes pontos, a defini¢do da fungdo fica com a
seguinte forma:

coxim(p, a_coxim, r_base, r_topo) =
polygon(p + vxy(-r_base, 0),
p + vxy(-r_topo, a_coxim),
p + vxy(r_topo, a_coxim),
p + vxy(r_base, 0))

Terminado o fuste e o coxim, é preciso definir o desenho do dbaco. Para
isso, fazemos um novo esquema que apresentamos na Figura 2.17.

Mais uma vez, vamos considerar como ponto de partida o ponto P no
centro da base do dbaco. A partir deste ponto, podemos facilmente calcu-
lar os pontos P e P, que constituem os dois extremos do rectingulo que
representa o alcado do dbaco. Assim, temos:

abaco (p, a_abaco, 1l_abaco) =
rectangle (p + vxy(l_abaco/-2, 0),
p + vxy(l_abaco/2, a_abaco))

Finalmente, para desenhar a coluna completa, temos de combinar os
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Figura 2.18: A composicdo do fuste, coxim e dbaco.

desenhos do fuste, do coxim e do dbaco. Apenas precisamos de ter em
conta que, tal como a Figura 2.18 demonstra, o raio do topo do fuste coin-
cide com o raio da base do coxim e o raio do topo do coxim é metade da
largura do dbaco. A mesma figura mostra também que o centro da base do
coxim corresponde a uma translagdo do centro da base do fuste até a altura
do fuste e o centro da base do dbaco corresponde a uma translagdo da base
do fuste até a altura do fuste mais a altura do coxim.

Tal como fizemos anteriormente, vamos dar nomes mais claros aos pa-
rametros da Figura 2.18. Usando os nomes p, a_fuste, r_base_fuste,
a_coxim, r_base_coxim, a_abaco e 1l_abacono lugar de, respectivamente,
P,ag, rpt, ac) Toe, Gq € lg, temos:
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—

Figura 2.19: Variag¢des de colunas doéricas.

coluna (p,
a_fuste, r_base_fuste,
a_coxim, r_base_coxim,
a_abaco, 1l_abaco) =
begin
fuste(p, a_fuste, r_base_fuste, r_base_coxim)
coxim(p + vxy (0, a_fuste), a_coxim, r_base_coxim, 1_abaco/2)
abaco(p + vxy (0, a_fuste + a_coxim), a_abaco, 1_abaco)
end

Com base nestas fung¢des, podemos agora facilmente experimentar va-
riagdes de colunas. As seguintes invocagdes produzem o desenho apresen-
tado na Figura 2.19.

coluna(xy (0, 0), 9, 0.5, 0.4, 0.3, 0.3, 1.0)
coluna (xy (3, 0), 7, 0.5, 0.4, 0.6, 0.6, 1.6)
coluna (xy(6, 0), 9, 0.7, 0.5, 0.3, 0.2, 1.2)
coluna(xy (9, 0), 8, 0.4, 0.3, 0.2, 0.3, 1.0)
coluna(xy (12, 0), 5, 0.5, 0.4, 0.3, 0.1, 1.0)
coluna (xy (15, 0), 6, 0.8, 0.3, 0.2, 0.4, 1.4)

Como é 6bvio pela anédlise desta figura, nem todas as colunas desenha-
das obedecem aos cdnones da ordem Dérica. Mais a frente iremos ver que
modificacdes serdo necessdrias para evitar este problema.

211 Documentacao

Na funcgdo coluna, a_fuste € a altura do fuste, r_base_fuste é 0 raio
da base do fuste, r_topo_fuste é o raio do topo do fuste, a_coxim é a
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altura do coxim, a_abaco é a altura do 4baco e, finalmente, r_abaco é o
raio do dbaco. Uma vez que a funcdo ja tem vérios parametros e o seu
significado poderd ndo ser 6bvio para quem lé a defini¢do da fungdo pela
primeira vez, é conveniente documentar a func¢do. Para isso, a linguagem
Julia providencia uma sintaxe especial: sempre que surge o cardcter #, o
Julia ignora tudo o que vem a seguir até ao fim da linha. Isto permite-nos
escrever texto nos nossos programas sem correr o risco de o Julia tentar
perceber o que 14 esta escrito.

Usando documentagdo, o nosso programa completo para desenhar co-
lunas déricas fica com o aspecto ilustrado na Figura 2.20. Note-se que o
exemplo destina-se a mostrar as diferentes formas de documentacado usa-
das em Julia e ndo a mostrar um exemplo tipico de programa documen-
tado.”

Quando um programa estd documentado, a sua leitura permite ficar
com uma ideia muito mais clara do que cada fungdo faz sem obrigar ao es-
tudo do corpo das fungdes. Como se vé pelo exemplo, é pragmatica usual
em Julia usar um diferente namero de caracteres “#” para indicar a rele-
vancia do comentario.

E importante que nos habituemos a documentar as nossas definigoes,
mas convém salientar que a documentagdo em excesso também tem des-
vantagens:

* O programa Julia deve ser suficientemente claro para que um ser hu-
mano o consiga perceber. E sempre preferivel perder mais tempo a
tornar o programa claro do que a escrever documentacdo que o expli-
que.

* Documentagdo que ndo estd de acordo com o programa é pior que
ndo ter documentacao.

e T frequente termos de modificar os nossos programas para os adaptar
a novos fins. Quanto mais documentagao existir, mais documentagao
é necessdrio alterar para a por de acordo com as alteragdes que tiver-
mos feito ao programa.

Por estes motivos, devemos esforgar-nos por escrever programas da
forma mais clara que nos for possivel e, ao mesmo tempo, providenciar
documentagdo sucinta e ttil: a documentagdo ndo deve dizer aquilo que é
6bvio a partir da leitura do programa.

Exercicio 2.11.1 Considere o desenho de uma seta com origem no ponto
P, comprimento p, inclinacdo «, angulo de abertura 3 e comprimento da
“farpa” o, tal como se representa em seguida:

’Na verdade, o programa é tdo simples que nao deveria necessitar de tanta
documentacdo.
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#### Desenho de colunas doricas

### O desenho de uma coluna dorica divide-se no desenho do
### fuste, do coxim e do abaco. A cada uma destas partes
### corresponde uma funcao independente.

Desenha o fuste de uma coluna dorica.

p: coordenadas do centro da base da coluna,

a_fuste: altura do fuste,
r_base: raio da base do fuste,
r_topo: raio do topo do fuste.
n
fuste(p, a_fuste, r_base, r_topo) =
polygon(p + vxy(-r_topo, a_fuste),
p + vxy(-r_base, 0),
p + vxy(r_base, 0),
p + vxy(r_topo, a_fuste))

Desenha o coxim de uma coluna dorica.
p: coordenadas do centro da base do coxim,
a_coxim: altura do coxim,
r_base: raio da base do coxim,
r_topo: raio do topo do coxim.

"

a_coxim, r_base,

vxy (-r_base,

vxy (-r_topo,
(
(

r_topo) =
0),

a_coxim),
a_coxim),

0))

coxim(p,
polygon (p +
p +

p +

p +

vxy (r_topo,

vxy (r_base,

Desenha o abaco de uma coluna dorica.

p: coordenadas do centro da base da coluna,

a_abaco: altura do abaco,
1_abaco: largura do abaco.
n
abaco (p, a_abaco, 1_abaco) =
rectangle (p + vxy(l_abaco/-2, 0),
p + vxy(l_abaco/2, a_abaco))

Desenha uma coluna dorica composta por fuste, coxim e abaco.

p: coordenadas do centro da base da coluna,

a_fuste: altura do fuste,
r_base_fuste: raio da base do fuste,
r_base_coxim: raio da base do coxim = raio do topo do fuste,
a_coxim: altura do coxim,
a_abaco: altura do abaco,
1_abaco: largura do abaco = 2xraio do topo do coxim.
"
coluna(p, a_fuste, r_base_fuste, a_coxim, r_base_coxim, a_abaco,
begin
fuste (p, a_fuste, r_base_fuste, r_base_coxim)
coxim(p + vxy (0, a_fuste), a_coxim, r_base_coxim, 1_abaco/2)
abaco(p + vxy (0, a_fuste + a_coxim), a_abaco, 1_abaco)

end

Figura 2.20: Um programa Julia documentado.

57

1_abaco) =
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Defina uma fungdo denominada seta que, a partir dos pardmetros P,
p, o, o e 3, constrdi a seta correspondente.
Exercicio 2.11.2 Considere o desenho de uma habitacdo composta apenas
por divisdes rectangulares. Pretende-se que defina a fun¢do divisao_rectangular
que recebe como parametros a posi¢do do canto inferior esquerdo da divi-
sdo, o comprimento e a largura da divisdo e um texto a descrever a fungao
dessa divisdo na habita¢do. Com esses valores a fun¢do deverd construir o
rectangulo correspondente e deve colocar no interior desse rectingulo duas
linhas de texto, a primeira com a fung¢do da divisdo e a segunda com a area
da divisdo. Por exemplo, a sequéncia de invocagdes

divisao_rectangular (xy (0, 0), 4, 3, "cozinha")
divisao_rectangular(xy (4, 0), 2, 3, "despensa")
divisao_rectangular (xy (6, 0), 5, 3, "quarto")
divisao_rectangular (xy (0, 5), 5, 4, "sala")
divisao_rectangular(xy (5, 5), 3, 4, "i.s.")
divisao_rectangular (xy(8, 3), 3, 6, "quarto")

produz, como resultado, a habitagdo que se apresenta de seguida:

sala i.s.

Area:20.00 | Area:12.00

quarto

Area:18.00

cozinha w= QUArto

Area:12.00 |aeas00| Area:15.00

2.12 Depuracao

Como sabemos, errare humanum est. O erro faz parte do nosso dia-a-dia e,
por isso, em geral, sabemos lidar com ele. J& o mesmo nado se passa com
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as linguagens de programacdo. Qualquer erro num programa tem como
consequéncia que o programa tem um comportamento diferente daquele
que era esperado.

Uma vez que é facil cometer erros, deve também ser fécil detecta-los
e corrigi-los. A actividade de detec¢do e correccdo de erros denomina-se
depuragdo e diferentes linguagens de programacao providenciam diferen-
tes mecanismos para a realizagdo dessa actividade. Neste dominio, como
iremos ver, o Julia esta particularmente bem apetrechado.

Em termos gerais, os erros num programa podem classificar-se em erros
sintdticos e erros semanticos.

2.12.1 Erros Sintaticos

Os erros sintaticos ocorrem quando escrevemos frases que nao obedecem a
gramatica da linguagem. Como exemplo pratico, imaginemos que preten-
diamos definir uma fung¢do que criava uma tinica coluna dérica, que iremos
designar de coluna standard e que tem sempre as mesmas dimensdes, ndo
necessitando de quaisquer outros parametros. Uma possibilidade para a
defini¢do desta funcao sera:

coluna_standard()
coluna (xy (0, 0), 9, 0.5, 0.4, 0.3, 0.3, 0.5)

No entanto, se avaliarmos aquela defini¢do, o Julia ird apresentar um
erro, avisando-nos de que algo esta errado. O erro de que o Julia nos esta a
avisar é de que a forma que lhe demos para avaliar ndo obedece a sintaxe
esperada e, de facto, uma observacdo atenta da forma anterior mostra que
ndo seguimos a sintaxe exigida para uma defini¢do que, tal como discuti-
mos na secgdo 1.4, era a seguinte:

nome (pardmetroi, ..., pardmetroy) =
corpo

Como podemos verificar, esquecemo-nos de terminar a primeira linha
com o carécter = e é desse erro que o Julia se estd a queixar.

H4 vérios outros tipos de erros sintaticos que o Julia é capaz de detectar
e que serdo apresentados a medida que os formos discutindo. O impor-
tante, no entanto, ndo é saber quais sdo os erros sintdticos detectdveis pelo
Julia, mas antes saber que o Julia é capaz de verificar o que escrevemos e
fazer a detecg¢do de erros sintéticos.

2.12.2 Erros Semanticos

Os erros semanticos sdo muito diferentes dos sintaticos. Um erro seman-
tico ndo é um erro na escrita de uma “frase” da linguagem, mas sim um
erro no significado dessa frase. Dito de outra forma, um erro semantico
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ocorre quando escrevemos uma frase que julgamos ter um significado e, na
verdade, ela tem outro.

Em geral, os erros semanticos apenas sdo detectdveis durante a invo-
cacdo das fungdes que os contém. Parte dos erros semanticos é detectdvel
pelo avaliador de Julia, mas hd inimeros erros cuja deteccdo s6 pode ser
feita pelo préprio programador.

Como exemplo de erro semantico consideremos uma operacao sem sig-
nificado, como seja a soma de um nimero com uma string:

julia> 1 + "dois"
ERROR: MethodError: no method matching +(::Int64, ::String)

Como se pode ver, o erro é explicado na mensagem que indica que o
segundo argumento é do tipo string, quando devia ser um ntimero. Neste
exemplo, o erro é suficientemente 6bvio para o conseguirmos detectar ime-
diatamente. No entanto, no caso de programas mais complexos, convém
ter presente que o processo de identificagdo de erros pode ser moroso e
frustrante. E também um facto que quanto mais experiéncia temos na de-
teccdo de erros, mais rapidamente o conseguimos fazer.

2.13 Modelag¢ao Tridimensional

Como vimos na secgdo anterior, o Khepri disponibiliza um conjunto de
operagdes de desenho (linhas, rectangulos, circulos, etc) que nos permi-
tem facilmente criar representagdes bidimensionais de objectos, como se-
jam plantas, algados e cortes.

Embora até este momento apenas tenhamos utilizado essencialmente
as capacidades de desenho bi-dimensional do Khepri , é possivel irmos
mais longe, entrando no que se denomina por modelagio tridimensional. Esta
modelacdo visa a representagdo gréfica de linhas, superficies e volumes no
espago tridimensional.

Nesta secgdo iremos estudar as operacdes do Khepri que nos permitem
modelar directamente os objectos tridimensionais.

2.13.1 Soélidos Pré-Definidos

O Khepri disponibiliza um conjunto de operagdes pré-definidas que cons-
troem um sélido a partir das suas coordenadas tridimensionais. Embora
as operagdes pré-definidas apenas permitam construir um conjunto limi-
tado de sélidos, esse conjunto é suficiente para a elaboracdo de modelos
sofisticados.

As operagdes pré-definidas para criagdo de sélidos permitem construir
paralelipipedos (fungdo box), cilindros (fun¢do cylinder), cones (fungdo
cone), esferas (fun¢do sphere), toros (fungdo torus) e piramides (funcdo



2.13. MODELACAO TRIDIMENSIONAL 61

\/ ‘ v

Figura 2.21: Sélidos primitivos em Khepri.

regular_pyramid). Cada uma destas fun¢des aceita varios argumentos
opcionais que permitem construir sélidos de diferentes maneiras. A Fi-
gura 2.21 mostra um conjunto de sélidos construidos pela avaliagdo das
seguintes expressoes:

box (xyz (2, 1, 1), xyz (3, 4, 5))

cone (xyz (6, 0, 0), 1, xyz(8, 1, 5))
cone_frustum(xyz (11, 1, 0), 2, xyz(10, 0, 5), 1)
sphere (xyz (8, 4, 5), 2)

cylinder (xyz (8, 7, 0), 1, xyz(6, 8, 7))
regular_pyramid(5, xyz (-2, 1, 0), 1, 0, xyz(2, 7, 7))
torus(xyz (14, 6, 5), 2, 1)

E interessante vermos que algumas das obras mais importantes da his-
téria da Arquitectura podem ser modeladas por aplica¢des directas destas
operagdes. A Grande Piramide de Gizé, ilustrada na Figura 2.22, foi cons-
truida hd mais de quarenta e cinco séculos e é um exemplo quase perfeito
de uma pirdmide quadrangular. Na sua forma original a Grande Pirdmide
tinha uma base quadrada com 230 metros de lado e uma altura de 147 me-
tros e foi o edificio mais alto do mundo até a construcdo da torre FEiffel.
Muitas outras piramides Egipcias possuem propor¢des semelhantes, o que
nos permite modelar muitas destas construgdes através da seguinte funcao:

piramide_egipcia(p, lado, altura) =
regular_pyramid(4, p, lado/2, 0, altura, false)

O caso particular da Grande Piramide serd entdo:
piramide_egipcia(xyz (0, 0, 0), 230, 147)

Ao contrario do que acontece com a Grande Pirdmide, ndo ha muitas
obras que possam ser modeladas com uma s6 primitiva geométrica. No en-
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Figura 2.22: A Grande Piramide de Gizé. Fotografia de Nina Aldin Thune.

tanto, é possivel criar estruturas bastante mais complexas através da com-
binag¢do destas primitivas.

Como exemplo, consideremos a cruzeta representada na Figura 2.23,
constituida por seis troncos de cone idénticos, com a base centrada num
mesmo ponto e com os topos posicionados ao longo dos eixos coordenados.

Para a modelacdo deste s6lido vamos parametrizar o posicionamento
p da base dos troncos de cone, bem como as dimensoes de cada tronco de
cone em termos dos raios da base 7, e do topo 7; e ainda do comprimento
c. Assim, temos:

cruzeta(p, rb, rt, c) =
begin

cone_frustum(p, rb, p + vx(c), rt)
cone_frustum(p, rb, p + vy(c), rt)
cone_frustum(p, rb, p + vz (c), rt)
cone_frustum(p, rb, p - vx(c), rt)
cone_frustum(p, rb, p - vy(c), rt)
cone_frustum(p, rb, p - vz (c), rt)

end

Exercicio 2.13.1 Empregando a funcdo cruzeta responsavel pela criagdo
do modelo apresentado na Figura 2.23, determine valores aproximados
para os parametros de modo a conseguir reproduzir os seguintes modelos:
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N

Figura 2.23: Uma sobreposic¢do ortogonal de troncos de cone.

Exercicio 2.13.2 Usando a fungdo cone_frustum, defina a fun¢do ampulheta
que, a partir do centro da base da ampulheta, do raio da base da ampu-
lheta, do raio do estrangulamento da ampulheta e da altura da ampulheta,
constréi um modelo de uma ampulheta semelhante ao que se apresenta em
seguida:
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Figura 2.24: Trés troncos de piramide construidos com diferentes angulos

de rotagdo da base. Da esquerda para a direita o 4ngulo de rotagdo € 0, 7 e
™

5"

Semelhante ao tronco de cone, mas com uma base poligonal, temos o
tronco de pirdmide. O tronco de piramide pode ser criado usando a fungao
regular_pyramid_frustum. Para isso, temos de especificar o nimero de
lados, o centro da base, o raio da circunferéncia que circunscreve a base, o
angulo de rotagdo da base, o centro do topo e o raio da circunferéncia que
circunscreve o topo:

A Figura 2.24 apresenta o efeito do angulo de rotagdo e foi gerada pela
avaliagdo das seguintes expressdes:

regular_pyramid_frustum(3, xyz (0, O,
regular_pyramid_frustum(3, xyz (8, 0,
regular_pyramid_frustum(3, xyz(l6, O,

0), 2, 0, xyz(0, 0, 1), 1)
0), 2, pi/4, xyz(8, 0, 1), 1)
0), 2, pi/2, xyz(le6, 0, 1), 1)
Para vermos um exemplo mais arquitectonico, consideremos a pira-
mide romboidal de Dashur, ilustrada na Figura 2.25, que se caracteriza por
as suas faces terem um angulo de inclinagdo que varia abruptamente de 55°
para 43°, presumindo-se que tal tenha acontecido para evitar o desmoro-
namento da mesma devido a elevada inclinacdo inicial. Esta pirdmide tem
uma base com 188.6 metros de largura e uma altura de 101.1 metros e é
decomponivel em dois sélidos geométricos, o primeiro um tronco de pira-
mide quadrangular, em cima do qual assenta uma piramide quadrangular.
Para generalizarmos a modelagdo deste tipo de constru¢des podemos
considerar o esquema ilustrado na Figura 2.26, onde mostramos a piramide
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Figura 2.25: A piramide romboidal de Dashur. Fotografia de Ivrienen.

em corte. A partir deste esquema é facil vermos que hg + h1 = h e que
lo + {1 = I. Por outro lado, temos as defini¢des trigonométricas

h
tanag = -0 tanay = e
lo I
Substituindo, obtemos

; h —ltanag

O pu—
tan g — tan a
Transcrevendo estes calculos para Julia, temos:

piramide_romboide(p, 1, h, a0, al) =
let 10 = (h - lxtan(al))/(tan(a0) - tan(al)),
11 =1 - 10,
ho 10*tan (al),
hl = h - hO
regular_pyramid_frustum(4, p, 1, 0, hO, 11)
regular_pyramid(4, p + vz (h0), 11, 0, hl)
end

A Figura 2.27 mostra, a direita, um modelo da piramide de Dashur,
criada através da expressao:

piramide_romboide (xyz (0, 0, 0), 186.6/2, 101.1, radianos(55), radianos(43))

Nessa imagem, as piramides mais a esquerda foram criadas com as se-
guintes variagdes:
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Figura 2.26: Esquematizacao da piramide romboidal.

Figura 2.27: Trés piramides rombdéides usando diferentes parametros.

piramide_romboide (xyz (300, 0, 0), 186.6/2, 101.1, radianos(75), radianos (40))
piramide_romboide (xyz (600, 0, 0), 186.6/2, 101.1, radianos(95), radianos(37))

Exercicio 2.13.3 Um obelisco é um monumento caracterizado por ter a
forma de uma pirdmide rombédide. O Monumento a Washington, ilustrado
na Figura 2.28, ¢ um exemplo moderno de um obelisco de enormes di-
mensdes, cujos parametros definidores (relativamente ao esquema repre-
sentado na Figura 2.26) sdo um tronco de pirdmide com uma largura de
2]l = 16.8 metros na base e 2/; = 10.5 metros no topo, uma altura total
h = 169.3 metros e uma altura da pirdmide superior de h; = 16.9 metros.
Defina a fung¢do obelisco que, a partir do centro da base do obelisco, da
largura da base, da altura total, da largura do topo e da altura da piramide,
cria um obelisco.
Exercicio 2.13.4 Um obelisco perfeito obedece a um conjunto de propor-
¢des em que a altura da piramide é igual a largura da base que, por sua
vez, é um décimo da altura total. Finalmente, a largura do topo tem de ser
dois tergos da largura da base. Tendo estas propor¢des em conta, defina
a fungdo obelisco_perfeito que, a partir apenas do centro da base e da
altura total do obelisco, cria um obelisco perfeito.
Exercicio 2.13.5 Usando a fungdo regular_pyramid_frustum, defina uma
fungdo denominada prisma que cria um sélido prismatico regular. A fun-
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Figura 2.28: O Monumento a Washington. Fotografia de David Iliff.

67
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¢do devera receber o ndmero de lados do prisma, as coordenadas tridimen-
sionais do centro da base do prisma, a distancia do centro da base a cada
vértice, o angulo de rotacdo da base do prisma e as coordenadas tridimen-
sionais do centro do topo do prisma.

A titulo de exemplo, considere as expressdes

prisma(3, xyz (0, 0, 0), 0.4, 0, xyz(0, 0, 5))
prisma(5, xyz(-2, 0, 0), 0.4, 0, xyz(-1, 1, 5))
prisma(4, xyz (0, 2, 0), 0.4, 0, xyz(l, 1, 5))
prisma(6, xyz(2, 0, 0), 0.4, 0, xyz(l1, -1, 5))
prisma(7, xyz(0, -2, 0), 0.4, 0, xyz (-1, -1, 5))

cuja avaliagdo produz a imagem seguinte:

Exercicio 2.13.6 A Sears Tower (actualmente denominada Willis Tower) apre-
sentada na Figura 2.29 foi, durante muitos anos, o mais alto edificio do
mundo. Esta torre é constituida por nove prismas de base quadrada de di-
ferentes alturas h; ; interligados entre si. Em planta, estes nove blocos defi-
nem um quadrado de lado /, tal como se apresenta no esquema seguinte:
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Figura 2.29: A Sears Tower, em Chicago.

69
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h h h
v 02 | hi2 | hop
hoi | h11 | hoj
hoo | hio | h2o
P I
X

Usando a funcdo prisma definida no exercicio anterior, defina uma
funcdo denominada torre_sears capaz de criar edificios semelhantes a
Sears Tower. A fungdo deverd receber as coordenadas tridimensionais do
canto P da base da torre, a largura da base [ e ainda os nove parametros
ho,0, 0,1, -, h22 que definem a altura de cada prisma.

A Sears Tower real possui, como pardmetros, | = 68.7m, ho1 = h11 =
442m, hl,O = h2’1 = h1’2 = 368m, ho’o = h2’2 = 270m, e h0,2 = h270 = 205m,
tal como se apresenta na seguinte imagem:

Para além das primitivas geométricas ja discutidas, existe ainda uma
outra que permite criar cubdides, i.e., sélidos constituidos por seis faces mas
cuja forma ndo é necessariamente ctibica. Um cubdide define-se pelos seus
oito vértices, divididos em dois grupos de quatro, para as faces da base e
do topo do cubdide (descritos no sentido anti-horario). As seguintes ex-
pressdes criam os trés cubdides apresentados na Figura 2.30:
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Figura 2.30: Trés cubdides criados a partir de diferentes vértices.

cuboid(xyz (0, 0, 0), xyz(2, 0, 0), xyz(2, 2, 0), xyz(0, 2, 0),
xyz (0, 0, 2), xyz(2, 0, 2), xyz(2, 2, 2), xyz(0, 2, 2))

cuboid(xyz (4, 0, 0), xyz(5, 0, 0), xyz(5, 2, 0), xyz(4, 2, 0),
xyz (3, 1, 2), xyz(5, 1, 2), xyz(5, 2, 2), xyz(3, 2, 2))

cuboid (xyz (7, 2, 0), xyz(8, 0, 0), xyz(8, 3, 0), xyz(6, 3, 0),
xyz (7, 2, 2), xyz(8, 0, 2), xyz(8, 3, 2), xyz(6, 3, 2))

O John Hancock Center, ilustrado na Figura 2.31 é um bom exemplo
de um edificio cuja geometria se pode definir usando um cubdide. De
facto, este edificio tem a forma de um tronco, com uma base e topo rec-
tangulares. Para o modelarmos, podemos comegar por definir a fungdo
tronco_rectangular, parameterizada pelo centro da base do edificio P,
pelo comprimento ¢, e largura [, da base, pelo comprimento ¢; e largura
Iy do topo, e, finalmente, pela altura h. Para a criacdo do sélido propria-
mente dito, a operacdo cuboid torna-se particularmente ttil, bastando-nos
determinar as posi¢des dos vértices de sélido relativamente & posicao P.

tronco_rectangular(p, cb, 1lb, ct, 1lt, h) =
cuboid(p + vxyz(-cb/2, -1b/2, 0),

vxyz (+cb/2, -1b/2, 0),

vxyz (+cb/2, +1b/2, 0),

vxyz (-cb/2, +1b/2, 0),

vxyz (-ct/2, -1t/2, h),

vxyz (+ct/2, -1t/2, h),

vxyz (+ct/2, +1t/2, h),

vxyz(-ct/2, +1t/2, h))

oL BN B el e i o Tt
+ o+ + + o+ o+ o+

Usando esta fun¢ao podemos criar edificios inspirados na forma do John
Hancock Center, tal como ilustramos na Figura 2.32.
Exercicio 2.13.7 O pilone é um elemento caracteristico da arquitectura egip-
cia, de que podemos ver uma ilustra¢do na Figura 2.33. Trata-se de um po6r-
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Figura 2.31: O John Hancock Center, em Chicaco.

i

Figura 2.32: Edificios cubéides inspirados na forma do John Hancock Center.
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Figura 2.33: Pilones do templo de Karnak. Ilustracdo de Albert Henry
Payne.

tico monumental ladeado por duas torres idénticas. Cada torre é de forma
cubdide, com a base e o topo rectangulares e as restantes quatro faces tra-
pezoidais. Defina uma fung¢do convenientemente parametrizada capaz de
criar uma representacdo simplificada de um pilone, semelhante ao que se
apresenta na seguinte imagem:

i

2.14 Coordenadas Cilindricas

Vimos nas secgdes anteriores alguns exemplos da utilizagdo dos sistemas de
coordenadas rectangulares e polares. Ficou também claro que uma escolha
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Figura 2.34: Coordenadas cilindricas.

judiciosa do sistema de coordenadas pode simplificar bastante a solugdo de
um problema geométrico.

Para a modelacédo tridimensional, para além das coordenadas rectan-
gulares e polares, é ainda usual empregarem-se dois outros sistemas de
coordenadas que iremos ver de seguida: as coordenadas cilindricas e as coor-
denadas esféricas.

Tal como podemos verificar na Figura 2.34, um ponto, em coordenadas
cilindricas, caracteriza-se por um raio p assente no plano z = 0, um angulo
¢ que esse raio faz com o eixo X, e por uma cota z. E facil de ver que o raio
e o angulo correspondem as coordenadas polares da projec¢do do ponto no
plano z = 0.

A partir da Figura 2.34 é facil vermos que, dado um ponto (p, ¢, z) em
coordenadas cilindricas, o mesmo ponto em coordenadas rectangulares é

(pcos ¢, psin 6, 2)

De igual modo, dado um ponto (z, y, z) em coordenadas rectangulares,
o mesmo ponto em coordenadas cilindricas é

(Vv x? 4+ y?, atan Q, 2)
x

Estas equivaléncias sdo asseguradas pelo constructor de coordenadas
cilindricas cyl. Embora esta fungdo esteja pré-definida em Khepri, ndo é
dificil imaginar que esteja definida como

cyl(ro, fi, z) =
xyz (roxcos (fi), roxsin(fi), z)

No caso de pretendermos simplesmente somar a um ponto um deslo-



2.14. COORDENADAS CILINDRICAS 75

camento em coordenadas cilindricas, podemos definir a fun¢do vcyl para
criar o vector de deslocamento:

veyl (ro, fi, z) =
vxyz (roxcos (fi), roxsin(fi), =z)

Exercicio 2.14.1 Defina os selectores cyl_rho, cyl_phi e cyl_z que de-
volvem, respectivamente, os componentes p, ¢ e z de uma posicdo cons-
truida pelo construtor cy1.

Exercicio 2.14.2 Defina uma func¢do escadas capaz de construir uma es-
cada em hélice. A imagem seguinte mostra trés exemplos destas escadas.

l

|

T

Como se pode ver pela imagem anterior, a escada é constituida por um
cilindro central no qual se apoiam 10 degraus cilindricos. Para facilitar a
experimentac¢do considere que o cilindro central é de raio r. Os degraus
sdo iguais ao cilindro central, possuem 10 raios de comprimento e estdo
dispostos a alturas progressivamente crescentes. Cada degrau estd a uma
altura h em relacdo ao degrau anterior e, visto em planta, faz um angulo «
com o degrau anterior.

A func¢do escada deverd receber as coordenadas do centro da base do
cilindro central, o raio 7, a altura h e o dngulo «. A titulo de exemplo,
considere que as trés escadas anteriores foram construidas pelas seguintes
invocagoes:

escada (xyz (0, 0, 0), 1.0, 3, pi/6)
escada (xyz (0, 40, 0), 1.5, 5, pi/9)
escada (xyz (0, 80, 0), 0.5, 6, pi/8)
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Figura 2.35: Coordenadas Esféricas

2.15 Coordenadas Esféricas

Tal como podemos ver na Figura 2.35, um ponto, em coordenadas esfé-
ricas, caracteriza-se pelo comprimento p do raio vector, por um angulo ¢
(denominado longitude ou azimute) que a projeccdo desse vector no plano
z = 0 faz com o eixo X e por um angulo ¥ (denominado colatitude®, zénite
ou dngulo polar) que o vector faz com o eixo Z.

Dado um ponto (p, ¢, 1) em coordenadas esféricas, o mesmo ponto em
coordenadas rectangulares é

(psin cos ¢, psin 1 sin ¢, p cos 1))

De igual modo, dado um ponto (z, y, z) em coordenadas rectangulares,
o mesmo ponto em coordenadas esféricas é

/o2 2
(Va2 +y?+ z2,atany,atanx7w)
x z

Tal como acontece com as coordenadas cilindricas, os construtores de
coordenadas esféricas sph e vsph encontram-se pré-definidos mas nao é
dificil imaginar que essas fun¢des tenham as seguintes defini¢des:

8 A colatitude é o angulo complementar a latitude, i.e., a diferenca entre o pélo (3) e a
latitude.
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sph(ro, fi, psi) =
xyz (roxsin(psi) xcos(fi), roxsin(psi)xsin(fi), roxcos(psi))

vsph(ro, fi, psi) =
vxyz (roxsin (psi) rcos (fi), roxsin(psi)=*sin(fi), roxcos(psi))

Exercicio 2.15.1 Defina os selectores sph_rho, sph_phi e sph_psi que
devolvem, respectivamente, os componentes p, ¢ e 1) de uma posicdo cons-
truida pelo construtor sph.

Exercicio 2.15.2 O corte de cabelo de estilo Moicano foi muito utilizado no
periodo punk. Ele consiste em fixar os cabelos em bicos que se dispoem em
forma de leque ou crista, tal como se esquematiza na seguinte imagem.

Defina a fung¢do moicano, de parametros P, r, ¢, ¢ e Ay, que constréi 9
cones de comprimento c e raio da base r, todos com a base centrada num
mesmo ponto P e com os eixos inclinados uns em relacdo aos outros por
um angulo A, e dispostos ao longo de um plano que faz um angulo ¢ com
o plano X Z.

A titulo de exemplo, considere que a figura anterior foi produzida pelas
seguintes invocacoes:

moicano (xyz (30, 0, 0), 1.5, 10, pi/2, pi/6)
moicano (xyz (30, 15, 0), 1.0, 15, pi/3, pi/9)
moicano (xyz (30, 30, 0), 0.5, 6, pi/4, pi/8)

2.16 Modelacao de Colunas Déricas

A modelagao tri-dimensional tem a virtude de nos permitir criar entidades
geométricas muito mais realistas do que meros aglomerados de linhas a
representarem vistas dessas entidades. A titulo de exemplo, reconsidere-
mos a coluna Dérica que apresentdmos na secgdo 2.9. Nessa seccdo desen-
volvemos um conjunto de fungdes cuja invocagdo criava uma vista frontal
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dos componentes da coluna Dérica. Apesar dessas vistas serem tteis, é
ainda mais util poder modelar directamente a coluna como uma entidade
tri-dimensional.

Nesta seccdo vamos empregar algumas das operagdes mais relevantes
para a modelacdo tri-dimensional de colunas, em particular, a criacdo de
troncos de cone para modelar o fuste e o coxim e a criagdo de paralelipipe-
dos para modelar o dbaco.

Anteriormente, as nossas “colunas” estavam dispostas no plano XY,
com as colunas a “crescer” ao longo do eixo Y. Agora, serd apenas a
base das colunas que ficara assente no plano XY: o corpo das colunas ird
desenvolver-se ao longo do eixo Z. Embora fosse possivel empregar ou-
tro arranjo dos eixos do sistema de coordenadas, este é aquele que é mais
préximo da realidade.

A semelhanga de intimeras outras operacdes do Khepri, cada uma das
operacdes de modelagdo de sélidos do Khepri permite alguns modos di-
ferentes de invocagdo. No caso da operagdo de modelagdo de troncos de
cone—cone_frustum—o modo que nos é mais conveniente é aquele em
que a operagdo recebe as coordenadas do centro da base e o raio dessa base,
a altura e, finalmente, o raio do topo.

Tendo isto em conta, podemos redefinir a operagdo que constréi o fuste
tal como se segue:

fuste (p, a_fuste, r_base, r_topo) =
cone_frustum(p, r_base, a_fuste, r_topo)

Do mesmo modo, a operagdo que constrdi o coxim ficard com a forma:

coxim(p, a_coxim, r_base, r_topo) =
cone_frustum(p, r_base, a_coxim, r_topo)

Finalmente, no que diz respeito ao dbaco—o paralelipipedo que é colo-
cado no topo da coluna—temos vérias maneiras de o especificarmos. Uma,
consiste em indicar os dois cantos do paralelipipedo. Outra, consiste em
indicar apenas um dos cantos, seguido das dimensdes do paralelipipedo.
Para este exemplo, vamos seguir segunda alternativa:

abaco (p, a_abaco, 1l_abaco) =
box (p + vxyz(-1_abaco/2, -1_abaco/2, 0), 1l_abaco, 1l_abaco, a_abaco)

Exercicio 2.16.1 Implemente a fun¢do abaco mas empregando a criagdo
de um paralelipipedo baseada nos dois cantos.

Finalmente, falta-nos implementar a fun¢do coluna que, a semelhanca
do que fazia no caso bi-dimensional, invoca sucessivamente as fung¢oes
fuste, coxim e abaco mas, agora, elevando progressivamente a coorde-
nada z:
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Figura 2.36: Modelacdo tri-dimensional das variagdes de colunas doéricas.

coluna (p,
a_fuste, r_base_fuste,
a_coxim, r_base_coxim,
a_abaco, 1l_abaco) =
begin

fuste (p, a_fuste, r_base_fuste, r_base_coxim)

coxim(p + vz (a_fuste), a_coxim, r_base_coxim, 1_abaco/2)

abaco(p + vz (a_fuste + a_coxim), a_abaco, 1_abaco)

end

Com estas redefini¢des, podemos agora repetir as colunas que desenha-
mos na seccdo 2.10 e que apresentamos na Figura 2.19, mas, agora, gerando
uma imagem tridimensional dessas mesmas colunas, tal como apresenta-
mos na Figura 2.36:

coluna (xyz (0, 0, 0), 9, 0.5, 0.4, 0.3, 0.3, 1.0)
coluna (xyz (3, 0, 0), 7, 0.5, 0.4, 0.6, 0.6, 1.6)
coluna (xyz (6, 0, 0), 9, 0.7, 0.5, 0.3, 0.2, 1.2)
coluna (xyz (9, 0, 0), 8, 0.4, 0.3, 0.2, 0.3, 1.0)
coluna (xyz (12, 0, 0), 5, 0.5, 0.4, 0.3, 0.1, 1.0)
coluna (xyz (15, 0, 0), 6, 0.8, 0.3, 0.2, 0.4, 1.4)

2.17 Proporcdes de Vitriivio

A modelagao de colunas doéricas que desenvolvemos na sec¢do 2.16 permite-
nos facilmente construir colunas, bastando para isso indicarmos os valores
dos parametros relevantes, como a altura e o raio da base do fuste, a al-
tura e raio da base do coxim e a altura e largura do dbaco. Cada um destes
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Figura 2.37: Perspectiva da modelagéo tri-dimensional de colunas cujos pa-
rametros foram escolhidos aleatoriamente. Apenas uma das colunas obe-

dece aos cdnones da Ordem Dorica.

paradmetros constitui um grau de liberdade que podemos fazer variar livre-
mente.

Embora seja 16gico pensar que quantos mais graus de liberdade tiver-
mos mais flexivel é a modelagdo, a verdade é que um ntmero excessivo
de parametros pode conduzir a modelos pouco realistas. Esse fenémeno é
evidente na Figura 2.37 onde mostramos uma perspectiva de um conjunto
de colunas cujos parametros foram escolhidos aleatoriamente.

Na verdade, de acordo com os cdnones da Ordem Dorica, os diversos
parametros que regulam a forma de uma coluna devem relacionar-se entre
si segundo um conjunto de proporcdes bem definidas. Vitrtvio,” no seu
famoso tratado de arquitectura, considera que essas proporg¢des derivam

das proporgdes do préprio ser humano:

Uma vez que pretendiam erguer um templo com colunas
mas ndo tinham conhecimento das propor¢oes adequadas, [... ]
mediram o comprimento dum pé de um homem e viram que
era um sexto da sua altura e deram a coluna uma proporcdo
semelhante, i.e., fizeram a sua altura, incluindo o capitel, seis
vezes a largura da coluna medida na base. Assim, a ordem D6-
rica obteve a sua proporgdo e a sua beleza, da figura masculina.

Mais concretamente, Vitravio caracteriza as colunas da Ordem Ddrica

em termos do conceito de mddulo:

Vitravio foi um escritor, arquitecto e engenheiro romano que viveu no século um antes
de Cristo e autor do tinico tratado de arquitectura que sobreviveu a antiguidade.
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* Alarqura das colunas, na base, serd de dois modulos e a sua altura, incluindo
os capitéis, serd de catorze.

Daqui se deduz que um médulo iguala o raio da base da coluna e que
a altura da coluna devera ser 14 vezes esse raio. Dito de outra forma,
o raio da base da coluna dever4 ser ﬁ da altura da coluna.

* A altura do capitel serd de um mddulo e a sua largura de dois médulos e um
sexto.

Isto implica que a altura do coxim somada a do dbaco serd um mo-
dulo, ou seja, igual ao raio da base da coluna e a largura do dbaco sera
de 2% moddulos ou %3 do raio. Juntamente com o facto de a altura da
coluna ser de 14 médulos, implica ainda que a altura do fuste serd de
13 vezes o raio.

* Seja a altura do capitel dividida em trés partes, das quais uma formard o
dbaco com o seu cimdteo, o segundo o équino (coxim) com o0s seus aneis e o
terceiro o pescogo.

Isto quer dizer que o dbaco tem uma altura de um ter¢o de um mo-
dulo, ou seja % do raio da base, e 0 coxim terd os restantes dois tercos,
ou seja, % do raio da base.

Estas consideragdes levam-nos a poder determinar o valor de alguns
dos pardmetros de desenho das colunas déricas em termos do raio da base
do fuste. Em termos de implementacao, isso quer dizer que os parame-
tros da fun¢do passam a ser nomes locais cuja defini¢do é feita aplicando
as proporgdes estabelecidas por Vitrivio ao pardmetro r_base_fuste. A
definicao da fungédo fica entdo:

coluna_dorica(p, r_base_fuste, r_base_coxim) =

let a_fuste = 13xr_base_fuste,
a_coxim = 2/3xr_base_fuste,
a_abaco = 1/3xr_base_fuste,

1_abaco = 13/6xr_base_fuste
fuste (p, a_fuste, r_base_fuste, r_base_coxim)
coxim(p + vz (a_fuste), a_coxim, r_base_coxim, 1_abaco/2)
abaco(p + vz (a_fuste + a_coxim), a_abaco, 1l_abaco)
end

Usando esta funcdo ja é possivel desenhar colunas que se aproximam
mais do padrao dérico (tal como estabelecido por Vitravio). A Figura 2.38
apresenta as colunas desenhadas pelas seguintes invocagdes:

coluna_dorica(xyz (0, 0, 0), 0.3, 0.2)
coluna_dorica(xyz (3, 0, 0), 0.5, 0.3)
coluna_dorica(xyz (6, 0, 0), 0.4, 0.2)
coluna_dorica(xyz (9, 0, 0), 0.5, 0.4)
coluna_dorica(xyz (12, 0, 0), 0.5, 0.5)
coluna_dorica(xyz (15, 0, 0), 0.4, 0.7)
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Figura 2.38: Variagdes de colunas ddricas segundo as proporg¢des de Vitri-
vio.

As proporgdes de Vitrtavio permitiram-nos reduzir o nimero de para-
metros independentes de uma coluna Dérica a apenas dois: o raio da base
do fuste e o raio da base do coxim. Contudo, ndo parece correcto que es-
tes parametros sejam totalmente independentes pois isso permite construir
colunas aberrantes, em que o topo do fuste é mais largo do que a base, tal
como acontece com a coluna mais a direita na Figura 2.38.

Na verdade, a caracterizagdo da Ordem Dérica que apresentdmos en-
contra-se incompleta pois, acerca das propor¢des das colunas, Vitravio afir-
mou ainda que:

A diminui¢do no topo de uma coluna parece ser regulada
segundo os seguintes principios: se uma coluna tem menos de
quinze pés, divida-se a largura na base em seis partes e usem-se
cinco dessas partes para formar a largura no topo. Se a coluna
tem entre quinze e vinte pés, divida-se a largura na base em
seis partes e meio e usem-se cinco e meio dessas partes para a
largura no topo da coluna. Se a coluna tem entre vinte e trinta
pés, divida-se a largura na base em sete partes e faga-se o topo
diminuido medir seis delas. Uma coluna de trinta a quarenta
pés deve ser dividida na base em sete partes e meia e, no prin-
cipio da diminuicdo, deve ter seis partes e meia no topo. Co-
lunas de quarenta a cinquenta pés devem ser divididas em oito
partes e diminuidas para sete delas no topo da coluna debaixo
do capitel. No caso de colunas mais altas, determine-se pro-
porcionalmente a diminuicdo com base nos mesmos principios.
[Vitravio, Os Dez Livros da Arquitectura, Livro III, Cap. 3.1]

Estas consideragdes de Vitrivio permitem-nos determinar a razao entre
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o topo e a base de uma coluna em fungéo da sua altura em pés.!”

Consideremos entdo a defini¢do de uma funcéo, que iremos denominar
de raio_topo_fuste, que recebe como parametros a largura da base da
coluna e a altura da coluna e devolve como resultado a largura do topo da
coluna.

Uma tradugdo literal das considera¢des de Vitravio para Julia permite-
Nnos comegar por escrever:

raio_topo_fuste(raio_base, altura) =
if altura < 15
5.0/6.0xraio_base
else

end

O fragmento anterior corresponde, obviamente, a afirmacao: se uma co-
luna tem menos de quinze pés, divida-se a largura na base em seis partes e usem-se
cinco dessas partes para formar a largura no topo. No caso de a coluna néao ter
menos de quinze pés, entdo passamos ao caso seguinte: se a coluna tem entre
quinze e vinte pés, divida-se a largura na base em seis partes e meio e usem-se cinco
e meio dessas partes para a largura no topo da coluna. A tradugdo deste segundo
caso permite-nos escrever:

raio_topo_fuste (raio_base, altura) =
if altura < 15
5.0/6.0*raio_base
elseif altura >= 15 && altura < 20
5.5/6.5+xraio_base
else

end

Uma andlise cuidadosa das duas cldusulas anteriores mostra que, na
realidade, estamos a fazer testes a mais na segunda cldusula. De facto, se
conseguimos chegar a segunda cldusula é porque a primeira é falsa, i.e., a
altura ndo é menor que 15 e, portanto, é maior ou igual a 15. Nesse caso,
é inutil estar a testar novamente se a altura é maior ou igual a 15. Assim,
podemos simplificar a fungdo e escrever:

00 pé¢ foi a unidade fundamental de medida durante intimeros séculos, mas a sua real
dimensdo variou ao longo do tempo. O comprimento do pé internacional é de 304.8 mili-
metros e foi estabelecido, por acordo, em 1958. Antes disso, varios outros comprimentos
foram usados, como o pé Dérico de 324 milimetros, os pés Jénico e Romano de 296 milime-
tros, o pé Ateniense de 315 milimetros, os pés Egipcio e Fenicio de 300 milimetros, etc.
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raio_topo_fuste(raio_base, altura) =
if altura < 15
5.0/6.0xraio_base
elseif altura < 20
5.5/6.5xraio_base
else

end

A continuacdo da traducgédo levar-nos-4, entdo, a:

raio_topo_fuste(raio_base, altura) =
if altura < 15
5.0/6.0xraio_base
elseif altura < 20
5.5/6.5xraio_base
elseif altura < 30
6.0/7.0xraio_base
elseif altura < 40
6.5/7.5xraio_base
elseif altura < 50
7.0/8.0xraio_base
else

end

O problema agora é que Vitravio deixou a porta aberta para colunas
arbitrariamente altas, dizendo simplesmente que, 1o caso de colunas mais al-
tas, determine-se proporcionalmente a diminuigdo com base nos mesmos principios.
Para percebermos claramente de que principios estamos a falar, considere-
mos a evolugdo da relagdo entre o topo e a base das colunas que é visivel
na imagem lateral.

A razdo entre o raio do topo da coluna e o raio da base da coluna
é, tal como se pode ver na margem (e ja era possivel deduzir da fungao
raio_topo_fuste), uma sucessio da forma

5 55 6 65 7
fY Ll ) sl Q)
6 61" 7 718

Torna-se agora 6bvio que, para colunas mais altas, “os mesmos princi-
pios” de que Vitravio fala se resumem a, para cada 10 pés adicionais, somar
% quer ao numerador, quer ao denominador. No entanto, ¢ importante re-
parar que este principio s6 pode ser aplicado a partir dos 15 pés de altura,
pois o primeiro intervalo é maior que os restantes. Assim, temos de tra-
tar de forma diferente as colunas até aos 15 pés e, dai para a frente, basta
subtrair 20 pés a altura e determinar a divisdo inteira por 10 para saber o
ntimero de vezes que precisamos de somar § quer ao numerador quer ao
denominador de g.
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E este “tratar de forma diferente” um caso e outro que, mais uma vez,
sugere a necessidade de um mecanismo de selecgdo: é necessario distinguir
dois casos e reagir em conformidade para cada um. No caso da coluna de
Vitravio, se a coluna tem uma altura a até 15 pés, a razdo entre o topo e a

base é r = % ; se a altura a ndo é inferior a 15 pés, a razdo r entre o topo e a
base sera: w0 1
s L
+ 1 0 4°2

A titulo de exemplo, consideremos uma coluna com 43 pés de altura. A
divisdo inteira de 43 — 20 por 10 é 2 portanto temos de somar 2 - 3 = 1 ao
numerador e denominador de g, obtendo % = 0.875.

Para um segundo exemplo, consideremos a proposta de Adolf Loos
para a sede do jornal americano Chicago Tribune, um edificio de 122 metros
com a forma de coluna doérica assente numa base. A coluna propriamente
dita teria cerca de 85 metros de altura. Tendo em conta que um pé, na or-
dem Doérica, media 324 milimetros, em 85 metros existem 85/0.324 ~ 262
pés. A divisado inteira de 262 — 20 por 10 é 24. A razdo entre o topo e a base
desta coluna serd entdo de % = 18 = 0.95. Este valor, por ser proximo
da unidade, mostra que a coluna seria praticamente cilindrica.

Com base nestas consideragdes, podemos agora definir uma funcao
que, dado um ntmero inteiro representando a altura da coluna em pés,
calcula a razdo entre o topo e a base da coluna. Antes, contudo, convém
simplificar a férmula para as colunas com altura nao inferior a 15 pés. As-

sim,

T:6+La;§0 3 _ 124 [fF0] 124 [f) -2 10+ |5
TH SRS A (52 W) 12 )

A defini¢ao da fungéo fica entéo:

raio_topo_fuste(raio_base, altura) =
if altura < 15
5/6xraio_base

else
let divisoes = floor (altura/10)
(10 + divisoes)/ (12 + divisoes) *raio_base
end
end

Esta é a tiltima relagdo que nos falta para especificarmos completamente
o desenho de uma coluna dérica de acordo com as proporgdes referidas
por Vitravio no seu tratado de arquitectura. Vamos considerar, para este
desenho, que vamos fornecer as coordenadas do centro da base da coluna
e a sua altura. Todos os restantes parametros serdo calculados em termos
destes. Eis a defini¢do da fungéo:
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Figura 2.39: Variagdes de colunas déricas segundo as propor¢des de Vitra-
vio.

coluna_dorica(p, altura) =
let r_base_fuste = altura/l4,
r_base_coxim = raio_topo_fuste (r_base_fuste, altura),

a_fuste = 13*r_base_fuste,
a_coxim = 2/3*xr_base_fuste,
a_abaco = 1/3*r_base_fuste,

1_abaco = 13/6*r_base_fuste
fuste(p, a_fuste, r_base_fuste, r_base_coxim)

coxim(p + vz (a_fuste), a_coxim, r_base_coxim, 1_abaco/2)
abaco(p + vz (a_fuste + a_coxim), a_abaco, 1_abaco)
end

O seguinte exemplo de utilizacdo da fungdo produz a sequéncia de co-
lunas apresentadas na Figura 2.39:!1

coluna_dorica(xy (0, 0), 10)
coluna_dorica(xy (10, 0), 15)
coluna_dorica(xy (20, 0), 20)
coluna_dorica (xy (30, 0), 25)
coluna_dorica (xy (40, 0), 30)
coluna_dorica(xy (50, 0), 35)

Finalmente, vale a pena referir que as fun¢des coluna e coluna_dorica
representam dois extremos: a primeira modela colunas com um grande
numero de graus de liberdade, desde a localizacdo as medidas do fuste,

UNote-se que, agora, a altura da coluna tem de ser especificada em pés doéricos.
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coxim, e dbaco, enquanto a segunda apenas admite varia¢des na localiza-
¢do e altura da coluna. A fungdo coluna_dorica é, na realidade, um caso
particular da fung¢do coluna e, por isso, pode ser definida a custa dela:

coluna_dorica(p, altura) =
let r_base_fuste = altura/l4,
r_base_coxim = raio_topo_fuste (r_base_fuste, altura),

a_fuste = 13xr_base_fuste,
a_coxim = 2/3xr_base_fuste,
a_abaco = 1/3*r_base_fuste,

1 _abaco = 13/6*xr_base_fuste
coluna (p, a_fuste, r_base_fuste, a_coxim, r_base_coxim, a_abaco, 1l_abaco)
end

As fungdes coluna e coluna_dorica sdo também um bom exemplo
de uma estratégia de modelagdo. Sempre que possivel, devemos comecar
por modelar de forma genérica, contemplando o maior nimero de graus
de liberdade que for razodvel, e s6 entdo consideramos os casos particula-
res dessa modelacdo, que definiremos com fungdes préprias que, natural-
mente, poderdo recorrer a defini¢do do caso geral.
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Capitulo 3

Recursao

3.1 Introducao

Vimos que as nossas fung¢des, para fazerem algo ttil, precisam de invocar
outras fun¢des. Por exemplo, se ja tivermos a fungdo que calcula o qua-
drado de um ntimero e pretendermos definir a fun¢do que calcula o cubo
de um ntimero, podemos facilmente fazé-lo a custa do quadrado e de uma
multiplica¢do adicional, i.e.:

cubo (x) = quadrado(x) * x

Do mesmo modo, podemos definir a fungdo quarta_potencia a custa
do cubo e de uma multiplicagdo adicional, i.e.:

quarta_potencia (x) = cubo(x) * x

Como é 6bvio, podemos continuar a definir sucessivamente novas fun-
¢Oes para calcular poténcias crescentes, mas isso ndo s6 € moroso como sera
sempre limitado. Seria muito mais ttil podermos generalizar o processo e
definir simplesmente a fun¢do poténcia que, a partir de dois nimeros (a
base e o expoente), calcula o primeiro elevado ao segundo.

No entanto, aquilo que fizemos para a quarta_potencia, 0 cubo e 0
quadrado ddo-nos uma pista muito importante: se tivermos uma fungio que
calcula a poténcia de expoente imediatamente inferior, entdo basta-nos uma multi-
plicagdo adicional para calcular a poténcia seguinte.

Dito de outra forma, temos:

potencia(x, n) = potencia_inferior(x, n) % x

Embora tenhamos conseguido simplificar o problema do calculo de po-
téncia, sobrou uma questdo por responder: como podemos calcular a po-
téncia imediatamente inferior? A resposta poderd ndo ser 6bvia mas, uma
vez percebida, é trivial: a poténcia imediatamente inferior a poténcia de expoente

89
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n é a poténcia de expoente (n—1). Isto implica que potencia_inferior (x, n)
é exactamente o0 mesmo que potencia(x, n - 1). Com base nesta ideia,
podemos reescrever a defini¢do anterior:

potencia(x, n) = potencia(x, n - 1) * x

Apesar da nossa solugdo engenhosa, esta definicdo tem um problema:
qualquer que seja a poténcia que tentemos calcular, nunca conseguiremos
obter o resultado final. Para percebermos este problema, é mais simples
usar um caso real: tentemos calcular a terceira poténcia do namero 4, i.e.,
potencia (4, 3).

Para isso, de acordo com a defini¢do da func¢do potencia, serd preciso
avaliar a expressao
potencia (4, 2) 4
que, por sua vez, implica avaliar
potencia (4, 1)x4x4
que, por sua vez, implica avaliar
potencia (4, 0)x4x4x4
que, por sua vez, implica avaliar
potencia (4, —1)*4x4x4x4
que, por sua vez, implica avaliar
potencia (4, —2)*x4*4x4x4x4
que, por sua vez, implica avaliar
potencia (4, —3)*4%x4x4x4x4x4
que, por sua vez, implica avaliar ...

E facil vermos que este processo nunca termina. O problema estd no
facto de termos reduzido o calculo da poténcia de um ntimero elevado a um
expoente ao calculo da poténcia desse ntiimero elevado ao expoente imedi-
atamente inferior, mas ndo dissemos em que situa¢do é que ja temos um
expoente suficientemente simples cuja solucao seja imediata. Quais sdo as
situagdes em que isso acontece? J4 vimos que quando o expoente é 2, a fun-
¢do quadrado devolve o resultado correcto, pelo que o caso n = 2 é ja sufici-
entemente simples. No entanto, é possivel ter um caso ainda mais simples:
quando o expoente é 1, o resultado é simplesmente a base. Finalmente,
o caso mais simples de todos: quando o expoente é zero, o resultado é 1,
independentemente da base. Este tltimo caso é facil de perceber quando
vemos que a avaliagdo de potencia (4, 2) (i.e.,, do quadrado de quatro)
se reduz, em ultima andlise, a potencia (4, 0) x4«4. Para que esta expres-
sdo seja equivalente a 4«4 é necessdrio que a avaliagdo de potencia (4, 0)
produza 1.

Estamos entdo em condig¢oes de definir correctamente a fun¢do potencia:

1. Quando o expoente é zero, o resultado é um.

2. Caso contrério, calculamos a poténcia de expoente imediatamente in-
ferior e multiplicamo-la pela base.
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potencia(x, n) =
if n ==
1
else
potencia(x, n - 1) * x
end

A fungdo anterior é um exemplo de uma fungao recursiva, i.e., uma fun-
¢do que estd definida em termos de si prépria. Dito de outra forma, uma
fungdo recursiva é uma fungdo que se usa a si prépria na sua defini¢ado.
Esse uso é 6bvio quando “desenrolamos” a avaliacdo de potencia (4, 3):

potencia (4, 3)

1
potencia (4, 2) x4
1
potencia (4, 1)x4%4
1
potencia (4, 0)x4x4x4
1
1x4dx4x4
!
dx4%4
!
16+4

{

64

A recursdo é o mecanismo que permite que uma fungado se possa invocar
a si propria durante a sua prépria avaliacdo. A recursdo é uma das mais
importantes ferramentas de programagdo, pelo que é fundamental que a
percebamos bem. Muitos problemas aparentemente complexos possuem
solugdes recursivas surpreendentemente simples.

Existem intimeros exemplos de fungdes recursivas. Uma das mais sim-
ples é a fungdo factorial que se define matematicamente como:

1, sen =20
n! =
n-(n—1)!, caso contrério.

A tradugao desta formula para Julia é directa:

factorial (n) =
if n ==
1
else
n = factorial(n - 1)
end

E importante repararmos que em todas as fungdes recursivas existe:
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* Um caso bésico (também chamado caso de paragem) cujo resultado é
imediatamente conhecido.

* Um caso ndo bésico (também chamado caso recursivo) em que se trans-
forma o problema original num sub-problema mais simples.

Se analisarmos a fungédo factorial, o caso bésico é o teste de igualdade
a zero n == 0, o resultado imediato é 1, e o caso recursivo é, obviamente,
nxfactorial(n — 1).

Geralmente, uma fungéo recursiva sé estd correcta se tiver uma expres-
sdo condicional que identifique o caso bésico, mas ndo é obrigatério que
assim seja. A invocag¢do de uma fungdo recursiva consiste em ir resolvendo
subproblemas sucessivamente mais simples até se atingir o caso mais sim-
ples de todos, cujo resultado é imediato. Desta forma, o padrdo mais co-
mum para escrever uma fungado recursiva é:

¢ Comegar por testar os casos basicos.

¢ Fazer uma invocagdo recursiva com um subproblema cada vez mais
préximo de um caso bésico.

¢ Usar o resultado da invocagdo recursiva para produzir o resultado da
invocagdo original.

Dado este padrao, os erros mais comuns associados as fung¢des recursi-
vas sdo, naturalmente:

e Nio detectar um caso bésico.

* A recursdo ndo diminuir a complexidade do problema, i.e., ndo pas-
sar para um problema mais simples.

* Nao usar correctamente o resultado da recursdo para produzir o re-
sultado originalmente pretendido.

Repare-se que uma fungdo recursiva que funciona perfeitamente para
0s casos para que foi prevista pode estar completamente errada para outros
casos. A fungdo factorial é um exemplo: quando o argumento é nega-
tivo, o problema torna-se cada vez mais complexo, cada vez mais longe do
caso simples:

factorial (-1)

!

—lxfactorial (-2)

!

—-1lx-2+xfactorial (-3)
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I

—1x-2x—3+«factorial (-4)

1
—1x—2+-3x—4xfactorial (-5))
1
—1x—2%—-3x—4x—5+«factorial (-6)

l

O caso mais frequente de erro numa funcao recursiva é a recursdo nunca
parar, ou porque ndo se detecta correctamente o caso bdsico, ou por a re-
cursdo ndo diminuir a complexidade do problema. Neste caso, o niimero
de invocagdes recursivas cresce indefinidamente até esgotar a memoria do
computador, altura em que o programa gera um erro. Eis um exemplo:

julia> factorial (3)

6

julia> factorial(-1)

RuntimeError: maximum recursion depth exceeded

E muito importante compreendermos bem o conceito de recursio. Em-
bora a principio possa ser dificil abarcar por completo as implicagdes deste
conceito, a recursao permite resolver, com enorme simplicidade, problemas
aparentemente muito complexos.

Exercicio 3.1.1 A fungdo de Ackermann é definida para ntimeros néo ne-
gativos da seguinte forma:

n+1 sem =0
A(m,n) = A(m —1,1) sem>0en=0
Am —1,A(m,n—1)) sem>0en>0

Defina, em Julia, a funcdo de Ackermann.
Exercicio 3.1.2 Indique o valor de

1. ackermann (0, 8)
2. ackermann (1, 8)
3. ackermann (2, 8)
4. ackermann (3, 8)

5. ackermann (4, 8)
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P

Figura 3.1: Perfil de uma escada com n degraus cujo primeiro degrau co-
meca no ponto P e cujos degraus possuem um cobertor ¢ e um espelho
e.

3.2 Recursdao em Arquitectura

Como iremos ver, também em arquitectura a recursdo é um conceito funda-
mental. A titulo de exemplo, consideremos o perfil de uma escada, tal como
esquematizado na Figura 3.1 e suponhamos que pretendemos definir uma
fungdo denominada escada que, dado o ponto P, dados o comprimento
do cobertor ¢ e o comprimento do espelho e de cada degrau e, finalmente,
dado o ntiimero n de degraus, desenha a escada com o primeiro espelho a
comecar a partir do ponto P. Dados estes parametros, a defini¢do da fun-
¢do deverd comegar por:

escada(p, ¢, e, n) =

Para implementarmos esta fungdo temos de ser capazes de decompor o
problema em subproblemas menos complexos e é aqui que a recursao da
uma enorme ajuda: ela permite-nos decompor o desenho de uma escada
com n degraus no desenho de um degrau seguido do desenho de uma es-
cada com n — 1 degraus, tal como se apresenta no esquema da Figura 3.2.

Isto quer dizer que a fungdo ficara com a forma:

escada(p, ¢, e, n) =

degrau(p, c, e)
escada(p + vxy(c, e), ¢, €, n — 1)

Para desenharmos um degrau, podemos definir a seguinte fun¢do que
cria os segmentos do espelho e do cobertor:

degrau(p, c, e) =
line(p, p + vy(e), p + vxy(c, e))

O problema que se coloca agora é que a fun¢do escada precisa de pa-
rar de desenhar degraus num determinado momento. E facil vermos que
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Pr n—1

P n

Figura 3.2: Decomposi¢do do desenho de uma escada de n degraus no de-
senho de um degrau seguido do desenho de uma escada de n — 1 degraus.

esse momento chega quando, ao reduzirmos sucessivamente o nimeros de
degraus, atingimos um ponto em que esse ntiimero é zero. Assim, quando
pedimos para desenhar uma escada com zero degraus, a fungdo escada ja
ndo precisa de fazer nada. Ora o Julia disponibiliza uma expressdo preci-
samente para indicarmos que ndo é preciso fazer nada: nothing. Isso quer
dizer que a fungdo tem de ter a seguinte forma:

escada(p, c, e, n) =

if n ==

nothing
else

degrau(p, c, e)

escada(p + vxy(c, e), ¢, e, n — 1)
end

Para vermos um exemplo mais interessante de recursdo em Arquitec-
tura, consideremos a piramide de Saqqara ilustrada na Figura 3.3, cons-
truida pelo arquitecto Imhotep durante o século XXVII a.C. Esta pirdmide
de degraus é considerada a primeira pirdimide do Egito e a mais antiga
constru¢do monumental em pedra do mundo, sendo composta por seis
mastabas progressivamente mais pequenas, empilhadas umas sobre as ou-
tras. Curiosamente, a construcdo destas mastabas foi, ela prépria, feita re-
cursivamente. Reza a histéria que o fara¢ Djoser encomendou a Imhotep
um timulo monumental para guardar os seus restos mortais, tendo Imho-
tep construido uma mastaba, que ndo agradou ao faraé por ser insufici-
entemente monumental. Em resposta, Imhotep alargou a base e construiu
outra mastaba por cima. Como o fara6 continuava insatisfeito, Imhotep
alargou as duas primeiras mastabas e construiu uma terceira em cima, de-
pois alargou essas trés e construiu uma quarta, repetindo este processo até
o fara¢ ficar satisfeito, o que s6 aconteceu a sexta mastaba.

Se Imhotep soubesse desde o inicio qual era a forma final da piramide,
poderia empregar uma abordagem, também recursiva, mas que consistia
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Figura 3.3: A piramide de degraus de Saqqara. Fotografia de Charles J.
Sharp.

em pensar a piramide de degraus como uma mastaba em cima da qual
assenta outra piramide de degraus mais pequena. E esta abordagem que
iremos agora empregar.

Formalmente, podemos definir uma piramide de n degraus como uma
mastaba em cima da qual assenta uma piramide de n—1 degraus. Para com-
pletar a defini¢cdo temos de referir que quando criamos a tltima mastaba, a
piramide de 0 degraus que lhe estd em cima é, na realidade, inexistente.

Assim, considerando a ilustracdo da Figura 3.4, se admitirmos que o
centro da base da pirdmide estd na posi¢do p e que as varias mastabas sdo
troncos de piramides, podemos escrever:

piramide_degraus(p, b, t, h, d, n) =
if n ==
nothing
else
regular_pyramid_frustum(4, p, b, 0, h, t)
piramide_degraus(p + vz (h), b - d, t - d, h, d, n - 1)
end

Um exemplo aproximado da pirdmide de Saqqara sera entao:
piramide_degraus(xyz (0, 0, 0), 120, 115, 20, 15, 6)

Exercicio 3.2.1 A defini¢do anterior ndo reflecte rigorosamente a geome-
tria da piramide de degraus de Saqqgara pois esta possui umas rampas de
ligacdo entre as mastabas, tal como é visivel no seguinte esquema onde
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Figura 3.4: Esquema de uma pirdmide de degraus.

comparamos as sec¢des da piramide que definimos (a esquerda) e a da ver-
dadeira piramide de Saqqara (a direita):

Defina uma versdo mais rigorosa da fun¢do piramide_degraus, que
receba, para além dos parametros anteriores, a altura das rampas de liga-
¢do. Experimente valores para os pardmetros que lhe permitem gerar um
modelo semelhante ao seguinte:

Exercicio 3.2.2 O arco falso é a mais antiga forma de arco, sendo formado
por paralelipipedos dispostos horizontalmente em degraus formando uma
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abertura que se vai estreitando até ao topo, terminando com uma viga ho-
rizontal, tal como se apresenta no seguinte esquema:

Partindo do pressuposto que os paralelipipedos possuem seccdo qua-
drada delado [, que a redugdo de abertura A, é igual para todos os degraus
e, finalmente, que a posic¢do P estd no centro da base do arco, defina a fun-
¢do arco_falso que, a partir dos parametros P, ¢, e, A, e [, constréi um
arco falso.

Exercicio 3.2.3 Defina uma fungdo equilibrio_circulos capaz de criar
qualquer uma das figuras apresentadas em seguida:

58

Note que os circulos possuem raios que estdo em progressao geométrica
de razdo f, com 0 < f < 1. Assim, cada circulo (excepto o primeiro)
tem um raio que é o produto de f pelo raio do circulo maior em que esta
apoiado. O circulo mais pequeno de todos tem raio maior ou igual a 1. A
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sua funcdo deverd ter como parametros o centro e o raio do circulo maior
e, ainda, o factor de reducéo f.

Exercicio 3.2.4 Considere o desenho de circulos tal como apresentado na
seguinte imagem:

™

Escreva uma fungdo denominada circulos_radiais que, a partir das
coordenadas p do centro de rota¢do, do nimero de circulos n, do raio de
translagao 79, do raio de circunferéncia 71, do angulo inicial ¢ e do incre-
mento de angulo A¢, desenha os circulos tal como apresentados na figura
anterior.

Teste a sua fun¢do com os seguintes expressoes:

circulos_radiais(xy (0, 0), 10, 10, 2, 0, pi/5)
circulos_radiais (xy (25, 0), 20, 10, 2, 0, pi/10)
circulos_radiais (xy (50, 0), 40, 10, 2, 0, pi/20)

cuja avaliacdo devera gerar a imagem seguinte:

0”0

O O

QQQQ

Exercicio 3.2.5 Considere o desenho de flores simbdlicas compostas por
um circulo interior em torno da qual estdo dispostos circulos radiais cor-
respondentes a pétalas. Estes circulos deverdo ser tangentes uns aos outros
e ao circulo interior, tal como se apresenta na seguinte imagem:
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Defina a fungdo f£1or que recebe apenas o ponto correspondente ao cen-
tro da flor, o raio do circulo interior e o ntimero de pétalas.

Teste a sua fungdo com as expressdes

flor(xy (0, 0), 5, 12)
flor(xy (18, 0), 2, 10)
flor (xy (40, 0), 10, 20)

que deverdo gerar a imagem seguinte:

Exercicio 3.2.6 Defina uma fung¢do circulos capaz de criar a figura apre-
sentada em seguida:
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Note que os circulos possuem raios que estdo em progressao geométrica
de razao % Dito de outra forma, os circulos mais pequenos tém metade do
raio do circulo maior que lhes é adjacente. Os circulos mais pequenos de to-
dos tém raio maior ou igual a 1. A sua fungdo deverd ter como parametros
apenas o centro e o raio do circulo maior.

Exercicio 3.2.7 Defina uma fun¢do denominada serra que, dado um ponto
P, um ntmero de dentes, 0 comprimento ¢ de cada dente e a altura a de
cada dente, desenha uma serra com o primeiro dente a comegar a partir do
ponto P, tal como se vé na imagem seguinte:

Exercicio 3.2.8 Defina uma fun¢do losangos capaz de criar a figura apre-
sentada em seguida:

3
>
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Note que os losangos possuem dimensdes que estdo em progressao ge-
ométrica de razdo 3. Dito de outra forma, os losangos mais pequenos tém
metade do tamanho do losango maior em cujas extremidades estdo centra-
dos. Os losangos mais pequenos de todos tém largura maior ou igual a 1.
A sua fungdo devera ter como pardmetros apenas o centro e a largura do
losango maior.

Exercicio 3.2.9 Considere a escada esquematizada na seguinte figura e
destinada a vencer uma rampa de inclinagéo .

P

Defina a fun¢do escada_rampa que recebe o ponto P, o angulo «, o
cobertor c e o niimero de degraus n e constréi a escada descrita no esquema
anterior.

Exercicio 3.2.10 Considere a escada esquematizada na seguinte figura e
destinada a vencer uma rampa de inclinagéo a.

P

Note que os degraus da escada possuem dimensdes que estdo em pro-
gressdo geométrica de razdo f, i.e.,, dado um degrau cujo cobertor é de
dimenséo ¢, o degrau imediatamente acima tem um cobertor de dimensao
f-c. Defina a fungdo escada_progressao_geometrica que recebe o ponto
P, o angulo «, o cobertor ¢, o nimero de degraus n e o factor f e constréi a
escada descrita no esquema anterior.

3.3 Templos Déricos

Vimos, pelas descri¢des de Vitravio, que os Gregos criaram um elaborado
sistema de propor¢des para colunas. Estas colunas eram usadas para a
criagdo de pdrticos, em que uma sucessdo de colunas encimadas por um
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Figura 3.5: Planta de um templo com uma orientacdo arbitraria.

telhado servia de entrada para os edificios e, em particular, para os tem-
plos. Quando esse arranjo de colunas era avancado em relacdo ao edificio,
denominava-se o mesmo de prostilo, classificando-se este pelo ntiimero de
colunas que possuem em Distilo, Tristilo, Tetrastilo, Pentastilo, Hexastilo,
etc. Quando o préstilo se alargava a todo o edificio, colocando colunas a
toda a sua volta, denominava-se de peristilo.

Para além de descrever as propor¢des das colunas, Vitravio também ex-
plicou no seu famoso tratado as regras a que devia obedecer a construgao
dos templos, em particular, no que diz respeito a sua orientacdo, que de-
via ser de este para oeste, e no que diz respeito a separagdo entre colunas,
distinguindo varios casos de templos, desde aqueles em que o espago entre
colunas era muito reduzido (picnostilo) até aos templos com espagamento
excessivamente alargado (araeostilo), passando pelo seu favorito (eustilo) em
que o espago entre colunas é varidvel, sendo maior nas colunas centrais.

Para simplificar a nossa implementacdo, vamos ignorar estes detalhes e,
ao invés de distinguir varios stilo, vamos simplesmente considerar o posici-
onamento de colunas distribuidas linearmente segundo uma determinada
orientagdo, tal como esquematizamos na Figura 3.5.

Para procedermos ao posicionamento das colunas no templo, ilustrado
na Figura 3.5, dado o vector ¢’ de orientagado e separacdo de colunas, a par-
tir da posicdo de qualquer coluna P, determinamos a posi¢do da coluna
seguinte através de P + . Este raciocinio permite-nos definir uma pri-
meira fungdo capaz de criar uma fileira de colunas. Esta fungdo ird usar,
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[ 111

Figura 3.6: Uma perspectiva de um conjunto de oito colunas déricas com
10 unidades de altura e 5 unidades de separagdo entre os eixos da colunas
ao longo do eixo X.

como parametros, as coordenadas P da base do eixo da primeira coluna,
a altura h da coluna, o vector ¢’ de separacdo entre os eixos das colunas e,
finalmente, o niimero n de colunas que pretendemos colocar. O raciocinio
para a defini¢do desta fungdo é, mais uma vez, recursivo:

* Se o ntimero de colunas a colocar for zero, entdo ndo é preciso fazer
nada.

¢ Caso contrdrio, colocamos uma coluna no ponto P e, recursivamente,
colocamos as restantes colunas a partir do ponto que resulta de so-
marmos o vector de separagdo v ao ponto P.

Traduzindo este raciocinio para Julia, temos:

colunas_doricas(p, h, v, n) =
if n ==
nothing
else
coluna_dorica(p, h)
colunas_doricas(p + v, h, v, n - 1)
end

Podemos testar a criagdo das colunas usando, por exemplo:
colunas_doricas (xy (0, 0), 10, vxy(5, 0), 8)

cujo resultado esta apresentado na Figura 3.6:
Exercicio 3.3.1 Embora a utilizacdo do vector de separacdo entre colu-
nas seja relativamente simples, é possivel simplificar ainda mais através
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do calculo desse vector a partir dos pontos inicial e final da fileira de colu-
nas. Usando a func¢do colunas_doricas, defina uma fun¢do denominada
colunas_doricas_entre que, dados os centros P e () da base das colunas
inicial e final, a altura h das colunas e, finalmente, o ntimero de colunas,
cria a fileira de colunas entre aqueles dois centros.

A titulo de exemplo, aimagem seguinte mostra o resultado da avaliagao
das seguintes expressoes:

colunas_doricas_entre (pol (10, 0.0), pol(50, 0.0), 8, 6)
colunas_doricas_entre (pol (10, 0.4), pol (50, 0.4), 8, 6)
colunas_doricas_entre(pol (10, 0.8), pol (50, 0.8), 8, 6)
colunas_doricas_entre(pol (10, 1.2), pol(50, 1.2), 8, 6)
colunas_doricas_entre (pol (10, 1.6), pol (50, 1.6), 8, 6)
| = | L Vih y § |
) ¥ & b 2 | |
¥ T ) 1 - | | \“’ \“ | /‘ |

A partir do momento em que sabemos construir fileiras de colunas,
torna-se relativamente facil a construgdo das quatro fileiras necessarias para
os templos em peristilo. Normalmente, a descri¢do destes templos faz-se
em termos do ndmero de colunas da fronte e do ntimero de colunas do
lado, mas assumindo que as colunas dos cantos contam para ambas as me-
didas. Isto quer dizer que num templo de, por exemplo, 6 x 12 colunas
existem, na realidade, apenas 4 x 2 + 10 x 2 + 4 = 32 colunas. Para a
construcdo do peristilo, para além do nimero de colunas das frontes e la-
dos, serd necessario conhecer a posi¢do das colunas extremas do templo e,
claro, a altura das colunas.

Em termos de algoritmo, vamos comecar por construir um dos cantos
do peristilo, i.e., uma fronte e um lado:

canto_peristilo_dorico(p, altura, v0, n0, vl, nl) =

begin
colunas_doricas (p, altura, v0, n0)
colunas_doricas(p + vl1, altura, vl, nl - 1)
end

Note-se que, para evitar repetir colunas, a segunda fileira comega na
segunda coluna e, logicamente, coloca menos uma coluna.

Para construirmos o peristilo completo, basta-nos construir um canto e,
de seguida, construir o outro canto mas com menos uma coluna em cada
lado e progredindo nas direc¢des opostas.
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Figura 3.7: Uma perspectiva do peristilo do templo de Segesta. As colunas
foram geradas pela fungdo peristilo_dorico usando, como parametros,
6 colunas na fronte e 14 no lado, com distancia intercolunar de 4.8 metros
na fronte e 4.6 metros no lado, e colunas de 9 metros de altura.

peristilo_dorico(p, altura, v0, n0O, vl, nl) =

begin
canto_peristilo_dorico(p, altura, v0, nO, vl, nl)
canto_peristilo_dorico(p + vOx(n0 - 1) + vlisx(nl - 1),
altura, vOx-1, nO - 1, vlix=1, nl - 1)
end

Para um exemplo realista podemos considerar o templo de Segesta que
se encontra representado na Figura 2.12. Este templo é do tipo peristilo,
composto por 6 colunas (i.e., Hexastilo) em cada fronte e 14 colunas nos
lados, num total de 36 colunas de 9 metros de altura. A distiancia entre os
eixos das colunas é de aproximadamente 4.8 metros nas frontes e de 4.6 nos
lados. A expressdo que cria o peristilo deste templo é, entdo:

peristilo_dorico(xy (0, 0), 9, vxy(4.8, 0), 6, vxy(0, 4.6), 14)

O resultado da avaliagdo da expressdo anterior estd representado na
Figura 3.7.

Embora a grande maioria dos templos Gregos fosse de formato rectan-
gular, também foram construidos templos de formato circular, a que cha-
maram Tholos. O Santudrio de Atenas Pronaia, em Delfos, contém um bom
exemplo de um destes edificios. Embora pouco reste deste templo, ndo
é dificil imaginar a sua forma original a partir do que ainda é visivel na
Figura 3.8.

Para simplificar a construgdo do Tholos, vamos dividi-lo em duas partes.
Numa, iremos desenhar a base e, na outra, iremos posicionar as colunas.
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Figura 3.8: O Templo de Atenas Pronaia em Delfos, construido no século
quarto antes de Cristo. Fotografia de Michelle Kelley.

Para o desenho da base, podemos considerar um conjunto de cilindros
achatados, sobrepostos de modo a formar degraus circulares, tal como se
apresenta na Figura 3.9. Desta forma, a altura total da base a;, serd dividida
em passos de Aa;, e o raio da base também serd reduzido em passos de Ary,.

Para cada cilindro teremos de considerar o seu raio e a altura do espe-
lho do degrau d_altura. Para passarmos ao cilindro seguinte temos ainda
de ter em conta 0 aumento do raio d_raio devido ao comprimento do co-
bertor do degrau. Estes degraus serdo construidos segundo um processo
recursivo:

* Se o ntimero de degraus a colocar é zero, ndo é preciso fazer nada.

* Caso contrario, colocamos um degrau (modelado por um cilindro)
com o raio e a altura do degrau e, recursivamente, colocamos os res-
tantes degraus em cima deste, i.e., numa cota igual a altura do degrau
agora colocado e com um raio reduzido do comprimento do cobertor
do degrau agora colocado.

Este processo é implementado pela seguinte fungao:
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Figura 3.9: Corte da base de um Tholos. A base é composta por uma sequén-
cia de cilindros sobrepostos cujo raio de base r, encolhe de Ary, a cada de-
grau e cuja altura incrementa Aa; a cada degrau.

base_tholos (p, n_degraus, raio, d_altura, d_raio) =

if n_degraus ==

nothing
else

cylinder (p, raio, d_altura)

base_tholos(p + vxyz (0, 0, d_altura),

n_degraus - 1, raio - d_raio, d_altura, d_raio)

end

Para o posicionamento das colunas, vamos também considerar um pro-
cesso em que em cada passo apenas posicionamos uma coluna numa dada
posicdo e, recursivamente, colocamos as restantes colunas a partir da posi-
¢do circular seguinte.

Dada a sua estrutura circular, a construgdo deste género de edificios é
simplificada pelo uso de coordenadas circulares. De facto, podemos conce-
ber um processo recursivo que, a partir do raio r, do peristilo e do angulo
inicial ¢, coloca uma coluna nessa posic¢do e que, de seguida, coloca as res-
tantes colunas usando o mesmo raio mas incrementando o angulo ¢ de
A¢, tal como se apresenta na Figura 3.10. O incremento angular A¢ obtém-
se pela divisdo da circunferéncia pelo nimero n de colunas a colocar, i.e.,
A¢ = 2*. Uma vez que as colunas se dispdem em torno de um circulo,
o calculo das coordenadas de cada coluna fica facilitado pelo uso de coor-
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Figura 3.10: Esquema da construgdo de um Tholos: ry, é o raio da base, r, é a
distancia do centro das colunas ao centro da base, a, é a altura das colunas,

ap € a altura da base, ¢ é o dngulo inicial de posicionamento das colunas e
Ag é o angulo entre colunas.

denadas polares. Tendo este algoritmo em mente, a definicdo da funcdo
fica:

colunas_tholos (p, n_colunas, raio, fi, d_fi, altura) =
if n_colunas ==

nothing
else

coluna_dorica(p + vpol(raio, fi), altura)

colunas_tholos(p, n_colunas - 1, raio, fi + d_fi, d_fi, altura)
end

Finalmente, definimos a func¢do tholos que, dados os pardmetros ne-
cessdrios as duas anteriores, as invoca em sequéncia:

tholos (p, n_degraus, rb, dab, drb, n_colunas, rp, ap) =
begin
base_tholos (p, n_degraus, rb, dab, drb)
colunas_tholos (p + vz (n_degrausxdab),

n_colunas, rp, 0, 2+xpi/ n_colunas, ap)
end

A Figura 3.11 mostra a imagem gerada pela avaliagdo da seguinte ex-
pressao:
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Figura 3.11: Perspectiva do Tholos de Atenas em Delfos, constituido por 20

colunas de estilo Dérico, de 4 metros de altura e colocadas num circulo com
7 metros de raio.

tholos (xyz (0, 0, 0), 3, 7.9, 0.2, 0.2, 20, 7, 4)

Exercicio 3.3.2 Uma observacao atenta do Tholos apresentado na Figura 3.11
mostra que existe um erro: os dbacos das vdrias colunas sdo paralelos uns
aos outros (e aos eixos das abcissas e ordenadas) quando, na realidade,
deveriam ter uma orienta¢do radial. Essa diferenca é evidente quando se
compara uma vista de topo do desenho actual (a esquerda) com a mesma
vista daquele que seria o desenho correcto (a direita):

Redefina a fungdo colunas_tholos de modo a que cada coluna esteja
orientada correctamente relativamente ao centro do Tholos.

Exercicio 3.3.3 Considere a construgdo de uma torre composta por vérios
modulos em que cada médulo tem exactamente as mesmas caracteristicas
de um Tholos, tal como se apresenta na figura abaixo, a esquerda:
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O topo da torre tem uma forma semelhante a da base de um Tholos,
embora com mais degraus.

Defina a fun¢do torre_tholos que, a partir do centro da base da torre,
do ndmero de médulos, do ntimero de degraus a considerar para o topo
e dos restantes parametros necessarios para definir um médulo idéntico a
um Tholos, constréi a torre apresentada anteriormente.

Experimente a sua fungdo criando uma torre composta por 6 médulos,
com 10 degraus no topo, 3 degraus por médulo, qualquer deles com com-
primento de espelho e de cobertor de 0.2, raio da base de 7.9 e 20 colunas
por médulo, com raio de peristilo de 7 e altura de coluna de 4.

Exercicio 3.3.4 Com base na resposta ao exercicio anterior, redefina a cons-
trugdo da torre de forma a que a dimensdo radial dos médulos se v redu-
zindo a medida que se ganha altura, tal como acontece na torre apresentada
no centro da imagem anterior.

Exercicio 3.3.5 Com base na resposta ao exercicio anterior, redefina a cons-
trugdo da torre de forma a que o ntimero de colunas se va também redu-
zindo a medida que se ganha altura, tal como acontece na torre da direita
da imagem anterior.

Exercicio 3.3.6 Considere a criacdo de uma cidade no espago, composta
apenas por cilindros com dimensdes progressivamente mais pequenas, uni-
dos uns aos outros por intermédio de esferas, tal como se apresenta (em
perspectiva) na seguinte imagem estereoscépica:!

!Para visualizar a imagem estereoscépica, foque a atencdo no meio das duas imagens e
cruze os olhos, como se quisesse focar um objecto muito préximo. Ira reparar que as duas
imagens passaram a ser quatro, embora ligeiramente desfocadas. Tente entao alterar o cru-
zar dos olhos de modo a s6 ver trés imagens, i.e., até que as duas imagens centrais fiquem
sobrepostas. Concentre-se nessa sobreposicdo e deixe os olhos relaxarem até a imagem ficar
focada.
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Defina uma funcdo que, a partir do centro da cidade e do raio dos cilin-
dros centrais constréi uma cidade semelhante a representada.

3.4 A Ordem Jénica

A voluta foi um dos elementos arquitecténicos introduzidos na transi¢do da
Ordem Dérica para a Ordem Jénica. Uma voluta é um ornamento em forma
de espiral colocado em cada extremo de um capitel Jonico. A Figura 3.12
mostra um exemplo de um capitel Jénico contendo duas volutas. Embora
tenham sobrevivido intimeros exemplos de volutas desde a antiguidade,
nunca foi claro o processo do seu desenho.

Vitravio, no seu tratado de arquitectura, descreve a voluta Jénica: uma
curva em forma de espiral que se inicia na base do dbaco, desenrola-se
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numa série de voltas e junta-se a um elemento circular denominado o olho.

Vitravio descreve o processo de desenho da espiral através da compo-
sicdo de quartos de circunferéncia, comegando pelo ponto mais exterior e
diminuindo o raio a cada quarto de circunferéncia, até se dar a conjuncdo
com o olho. Nesta descricdo hd ainda alguns detalhes por explicar, em par-
ticular, o posicionamento dos centros dos quartos de circunferéncia, mas
Vitravio refere que serd incluida uma figura e um calculo no final do livro.

Infelizmente, nunca se encontrou essa figura ou esse calculo, ficando
assim por esclarecer um elemento fundamental do processo de desenho de
volutas descrito por Vitravio. As duvidas sobre esse detalhe tornaram-se
ainda mais evidentes quando a andlise de muitas das volutas que sobrevi-
veram a antiguidade revelou diferencas em relacdo as propor¢des descritas
por Vitravio.

Durante a Renascenga, estas duvidas levaram os investigadores a re-
pensar o método de Vitrivio e a sugerir interpretagdes pessoais ou novos
métodos para o desenho da voluta. De particular relevancia foram os méto-
dos propostos no século XVI por Sebastiano Serlio, baseado na composicao
de semi-circunferéncias, por Giuseppe Salviati, baseado na composigdo de
quartos-de-circunferéncia e por Guillaume Philandrier, baseado na compo-
sicdo de oitavos-de-circunferéncia.

Todos estes métodos diferem em varios detalhes mas, de forma gené-
rica, todos se baseiam em empregar arcos de circunferéncia de abertura
constante mas raio decrescente. Obviamente, para que haja continuidade
nos arcos, os centros dos arcos vao mudando a medida que estes vdo sendo
desenhados. A Figura 3.13 esquematiza o processo para espirais feitas em-
pregando quartos de circunferéncia.

Como se vé pela figura, para se desenhar a espiral temos de ir dese-
nhando sucessivos quartos de circunferéncia. O primeiro quarto de circun-
feréncia sera centrado no ponto P e terd raio r. Este primeiro arco vai desde
o angulo 7/2 até ao angulo 7. O segundo quarto de circunferéncia serd cen-
trado no ponto P; e terd raio r - f, sendo f um coeficiente de “redugdo” da
espiral. Este segundo arco vai desde o angulo 7 até ao angulo 7. Um deta-
lhe importante é a relagdo entre as coordenadas P e P: para que o segundo
arco tenha uma extremidade coincidente com o primeiro arco, o seu centro
tem de estar na extremidade do vector 7, de origem em P, comprimento
r(1 — f) e angulo igual ao angulo final do primeiro arco.

Este processo deverd ser seguido para todos os restantes arcos de cir-
cunferéncia, i.e., teremos de calcular as coordenadas P, I3, etc., bem como
osraiosr - f- f,r-f-f-f,etc, necessarios para tracar os sucessivos arcos
de circunferéncia.

Dito desta forma, o processo de desenho parece ser complicado. No
entanto, é possivel reformuld-lo de modo a ficar muito mais simples. De
facto, podemos pensar no desenho da espiral completa como sendo o de-
senho de um quarto de circunferéncia seguido do desenho de uma espiral
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Figura 3.13: O desenho de uma espiral com arcos de circunferéncia.
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mais pequena. Mais concretamente, podemos especificar o desenho da es-
piral de centro no ponto P, raio 7 e dangulo inicial & como sendo o desenho
de um arco de circunferéncia de raio r centrado em P com angulo inicial o
e final a + 7, seguido de uma espiral de centro em P + ¥, raio r - f e dangulo
inicial o + 5. O vector ¢ terd origem em P, médulo (1 — f) e angulo a + 7.

Obviamente, sendo este um processo recursivo, é necessario definir o
caso de paragem, havendo (pelo menos) trés possibilidades:

¢ Terminar quando o ndmero de quartos de circulo é zero.
¢ Terminar quando o raio r é inferior a um determinado limite.

¢ Terminar quando o angulo « é superior a um determinado limite.

Por agora, vamos considerar a primeira possibilidade. De acordo com
0 nosso raciocinio, vamos definir a fungdo que desenha a espiral de modo a
receber, como parametros, o ponto inicial p, o raio inicial r, o angulo inicial
a, o nimero de quartos de circulo n, e o factor de redugéo £:

espiral(p, r, a, n, f) =
if n ==
nothing
else
quarto_circunferencia(p, r, a)
espiral(p + vpol(rx(1 - f), a + pi/2), rxf, a + pi/2, n - 1, f)
end

Reparemos que a fungdo espiral é recursiva, pois estd definida em ter-
mos de si prépria. Obviamente, o caso recursivo é mais simples que o caso
original, pois o nimero de quartos de circulo é mais pequeno, aproximando-
se progressivamente do caso de paragem.

Para desenhar o quarto de circunferéncia vamos empregar a operagao
arc do Julia que recebe o centro e o raio da circunferéncia, e o angulo ini-
cial e final do arco. Para melhor percebermos o processo de desenho da
espiral vamos também tracar duas linhas com origem no centro a delimitar
cada quarto de circunferéncia. Mais tarde, quando tivermos terminado o
desenvolvimento destas fun¢des, removeremos essas linhas.

quarto_circunferencia(p, r, a) =
begin
arc(p, r, a, pi/2)
line(p, p + vpol(r, a))
line(p, p + vpol(r, a + pi/2))
end

Podemos agora experimentar um exemplo:
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N

Figura 3.14: O desenho da espiral.

espiral (xy (0, 0), 10, pi/2, 12, 0.8)

A espiral tragada pela expressdo anterior estd representada na Figura 3.14.

A fungdo espiral permite-nos definir um sem-ntimero de espirais, mas
tem uma restri¢do: cada arco de circulo corresponde a um incremento de
angulo de 7. Logicamente, a fun¢do tornar-se-a mais util se também este
incremento de angulo for um parametro.

Tal como se pode deduzir da observacdo da Figura 3.15, as modifica-
¢Oes a fazer sdo relativamente triviais, bastando acrescentar um parametro
da, representando o incremento de angulo A, de cada arco e substituir as
ocorréncias de 3 por este parametro. Naturalmente, em vez de desenhar-
mos um quarto de circunferéncia, temos agora de desenhar um arco de
circunferéncia de amplitude angular A,. Uma vez que a utilizagdo deste
parametro afecta também o significado do pardmetro n, que agora repre-
sentard o nimero de arcos com aquela amplitude, é preferivel explorarmos
uma condicdo de paragem diferente, baseada no angulo final af que pre-
tendemos atingir. Temos, contudo, que ter atencdo a um detalhe: o dltimo
arco pode ndo ser completo se a diferenga entre o angulo final e o inicial ex-
ceder o incremento de angulo. Neste caso, o arco terd apenas essa diferenca
de angulo. A nova definigdo é, entdo:
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Figura 3.15: Espiral com incremento de angulo como parametro.

espiral(p, r, a, da, af, f) =
if af - a < da
arco_espiral(p, r, a, af - a)
else
arco_espiral(p, r, a, da)
espiral (p + vpol(rx(l1 - f), a + da), r+xf, a + da, da, af, f)
end

A funcdo que desenha o arco é uma generalizacdo da que desenha o
quarto de circunferéncia:
arco_espiral(p, r, a, da) =
begin
arc(p, r, a, da)
line(p, p + vpol(r, a))
line(p, p + vpol(r, a + da))
end

Agora, para desenhar a mesma espiral representada na Figura 3.14, te-
mos de avaliar a expressao:

espiral (xy (0, 0), 10, pi/2, pi/2, pix6, 0.8)
E claro que agora podemos facilmente construir outras espirais. As se-
guintes expressdes produzem as espirais representadas na Figura 3.16:

espiral (xy (0, 0), 10, pi/2, pi/2, pi*x6, 0.9)
espiral (xy (20, 0), 10, pi/2, pi/2, pi*x6, 0.7)
espiral (xy (40, 0), 10, pi/2, pi/2, pi*x6, 0.5)

Outra possibilidade de variagdo estd no angulo de incremento. As se-
guintes expressdes experimentam aproximagdes aos processos de Sebasti-
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Figura 3.16: Vdrias espirais com razdes de redugdo de 0.9, 0.7 e 0.5, respec-

tivamente.
D)) %

Figura 3.17: Vérias espirais com razdo de redugdo de 0.8 e incremento de
angulo de 7, § e 7, respectivamente.

=)

ano Serlio (semi-circunferéncias), Giuseppe Salviati (quartos-de-circunferéncia)
e Guillaume Philandrier (oitavos-de-circunferéncia):?

espiral (xy (0, 0), 10, pi/2, pi, pi*x6, 0.8)
espiral (xy (20, 0), 10, pi/2, pi/2, pi*6, 0.8)
espiral (xy (40, 0), 10, pi/2, pi/4, pix6, 0.8)

Os resultados estdo representados na Figura 3.17.

Finalmente, para podermos comparar os diferentes processos de cons-
trucdo de espirais, convém ajustarmos o factor de redugdo ao incremento
de angulo, de modo a que a redugdo se aplique a uma volta completa e
ndo apenas ao incremento de angulo usado. Assim, tempos as seguintes
expressoes:

*Note-se que se trata, tdo somente, de aproximagdes. Os processos originais eram bas-
tante mais complexos.



3.4. A ORDEM JONICA 119

R
% &J/

Figura 3.18: Varias espirais com razdo de reducédo de 0.8 por volta e incre-
mento de angulo de 7, § e 7, respectivamente.

espiral (xy (0, 0), 10, pi/2, pi, pix6, 0.8)
espiral (xy (20, 0), 10, pi/2, pi/2, pi*6, O.
0.

~(1/2))
espiral (xy (40, 0), 10, pi/2, pi/4, pix6, 1

8
87 (1/4))

Os resultados estdo visiveis na Figura 3.18.
Exercicio 3.4.1 A espiral de ouro é uma espiral cuja razdo de crescimento
é p, sendo ¢ = 1+T\/5 a proporgio de ouro, popularizada por Luca Pacioli na
sua obra Divina Proportione de 1509, embora haja intimeros registos da sua
utilizacdo em datas muito anterioes.

O seguinte desenho ilustra uma espiral de ouro realizada com arcos de
circulo e contida no correspondente rectdngulo de ouro, um rectangulo cujo
lado maior é ¢ vezes o lado menor.

/DJ
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Como podemos observar no desenho anterior, o rectingulo de ouro tem
a extraordindria propriedade de ser recursivamente (e infinitamente) de-
componivel num quadrado e noutro rectangulo de ouro.

Redefina a fun¢do arco_espiral de modo a que, para além de criar o

arco, a fungdo crie também um quadrado envolvente. De seguida, escreva
a expressao Julia que cria a espiral de ouro anterior.
Exercicio 3.4.2 Um doulo é uma figura geomética que corresponde ao con-
torno dos ovos das aves. Dada a variedade de formas de ovos na Natureza,
é natural considerar que também existe uma grande variedade de 6vulos
geométricos. A figura seguinte apresenta alguns exemplos em que se va-
riam sistematicamente alguns dos parametros que caracterizam o 6évulo:

OO
OO
OO
O OCs
OO
OO
OO

Um 6vulo é composto por quatro arcos de circunferéncia concordantes,
tal como se apresenta na imagem seguinte:

)



3.4. A ORDEM JONICA 121

Os arcos de circulos necessdrios para a construgdo do ovo sdo caracte-
rizados pelos raios 7o, r1 e r2. Note que o arco de circunferéncia de raio ry
cobre um angulo de 7 e o arco de circunferéncia de raio 7, cobre um angulo
de a.

Defina uma fung¢do ovo que desenha um ovo. A funcdo devera receber,
apenas, as coordenadas do ponto P, os raios 7 e r; e, finalmente, a altura
h do ovo.

Exercicio 3.4.3 Defina a fungdo piramide_cilindros capaz de construir
uma piramide de cilindros empilhados uns sobre os outros, tal como se
aresenta na imagem seguinte. Note que os cilindros vdo diminuindo de
tamanho (quer no comprimento, quer no raio) e vao sofrendo uma rotagao
a medida que vao sendo empilhados
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3.5 Recursao na Natureza

A recursdo estd presente em intimeros fenémenos naturais. As montanhas,
por exemplo, apresentam irregularidades que, quando observadas numa
escala apropriada, sdo em tudo idénticas a ... montanhas. Um rio pos-
sui afluentes e cada afluente é idéntico a ... um rio. Uma vaso sanguineo
possui ramificagdes e cada ramificagdo é idéntica a ... um vaso sanguineo.
Todas estas entidades naturais constituem exemplos de estruturas recursi-
vas.

Uma arvore é outro bom exemplo de uma estrutura recursiva, pois os
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Figura 3.19: A estrutura recursiva das arvores. Fotografia de Michael Bez-
zina.

ramos de uma drvore sdo como pequenas drvores que emanam do tronco.
Como se pode ver da Figura 3.19, de cada ramo de uma &rvore emanam
outras pequenas arvores, num processo que se repete até se atingir uma
dimensao suficientemente pequena para que aparecam outras estruturas,
como folhas, flores, frutos, pinhas, etc.

Se, de facto, uma &rvore possui uma estrutura recursiva, entdo devera
ser possivel “construir” arvores através de funcdes recursivas. Para tes-
tarmos esta teoria, vamos comegar por considerar uma versdo muito sim-
plista de uma arvore, em que temos um tronco que, a partir de uma certa
altura, se divide em dois. Cada um destes subtroncos cresce fazendo um
certo angulo com o tronco de onde emanou e atinge um comprimento que
devera ser uma fraccdo do comprimento desse tronco, tal como se apre-
senta na Figura 3.20. O caso de paragem ocorre quando o comprimento do
tronco se tornou tdo pequeno que, em vez de se continuar a divisdo, apa-
rece simplesmente uma outra estrutura. Para simplificar, vamos designar a
extremidade de um ramo por folha e iremos representa-la com um pequeno
circulo.

Para darmos dimensdes a drvore, vamos considerar que a fungdo arvore
recebe, como argumento, as coordenadas P da base da &rvore, o compri-
mento ¢ do tronco e o dngulo a do tronco. Para a fase recursiva, teremos
como parametros a diferenga de dngulo de abertura A, que o novo tronco
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P

Figura 3.20: Parametros de desenho de uma arvore.

devera fazer com o anterior e o factor de reducdo f do comprimento do
tronco. O primeiro passo é a computagdo do topo do tronco. Em seguida,
desenhamos o tronco desde a base até ao topo. Finalmente, testamos se
o tronco desenhado é suficientemente pequeno. Se for, terminamos com
o desenho de um circulo centrado no topo. Caso contrario fazemos uma
dupla recursdo para desenhar uma sub-drvore para a direita e outra para a
esquerda. A definicdo da fungdo fica:

arvore(p, ¢, a, da, f) =
let topo = p + vpol(c, a)
ramo (p, topo)

if ¢ < 2
folha (topo)
else
arvore (topo, cxf, a + da, da, f)
arvore (topo, cxf, a - da, da, f)
end
end

ramo (p, topo) =
line (p, topo)

folha (topo) =

circle(topo, 0.2)

Um primeiro exemplo de drvore gerado com a expressao

arvore (xy (0, 0), 20, pi/2, pi/8, 0.7)

estd representado na Figura 3.21.

A Figura 3.22 apresenta outros exemplos em que se fez variar o angulo
de abertura e o factor de reducdo. A sequéncia de expressdes que as gerou
foi a seguinte:
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Figura 3.21: Uma “arvore” de comprimento 20, angulo inicial 7, abertura
g e factor de redugéo 0.7.

Figura 3.22: Varias “arvores” geradas com diferentes angulos de abertura
e factores de redugdo do comprimento dos ramos.
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P

Figura 3.23: Parametros de desenho de uma arvore com crescimento assi-
métrico.

arvore (xy (0, 0), 20, pi/2, pi/8, 0.6)

arvore (xy (100, 0), 20, pi/2, pi/8, 0.8)
arvore (xy (200, 0), 20, pi/2, pi/6, 0.7)
arvore (xy (300, 0), 20, pi/2, pi/12, 0.7)

Infelizmente, as drvores apresentadas sdo “excessivamente” simétricas:
no mundo natural é literalmente impossivel encontrar simetrias perfeitas.
Por este motivo, convém tornar o modelo um pouco mais sofisticado atra-
vés da introducdo de parametros diferentes para o crescimento dos troncos
a direita e a esquerda. Para isso, em vez de termos um s6 angulo de aber-
tura e um so6 factor de reducdo de comprimento, vamos empregar dois, tal
como se apresenta na Figura 3.23.

A adaptagdo da func¢do arvore para lidar com os pardmetros adicionais
é simples:
arvore(p, ¢, a, da0O, f0, dal, f1l) =

let topo = p + vpol(c, a)
ramo (p, topo)
if ¢ <2
folha (topo)
else
arvore (topo, cxf0, a + da0O, daO, £f0, dal, f1)
arvore (topo, cxfl, a - dal, daO, £f0, dal, f1)
end
end

A Figura 3.24 apresenta novos exemplos de arvores com diferentes an-
gulos de abertura e factores de reducdo dos ramos esquerdo e direito, ge-
radas pelas seguintes expressoes:

arvore (xy (0, 0), 20, pi/2, pi/8, 0.6, pi/8, 0.7)
arvore (xy (100, 0), 20, pi/2, pi/4, 0.7, pi/l6, 0.7)
arvore (xy (200, 0), 20, pi/2, pi/6, 0.6, pi/l6, 0.8)

As éarvores geradas pela fungdo arvore sdo apenas um modelo muito
grosseiro da realidade. Embora existam sinais evidentes de que varios fe-
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Figura 3.24: Vérias arvores geradas com diferentes angulos de abertura e
factores de reducdo do comprimento para os ramos esquerdo e direito.

némenos naturais se podem modelar através de fungdes recursivas, a na-
tureza ndo é tdo determinista quanto as nossas fung¢des e, para que a mo-
delacédo se aproxime mais da realidade, é fundamental incorporar também
alguma aleatoriedade. Esse serd o tema da préxima seccgéo.
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Capitulo 4

Estado

4.1 Introdugao

Como vimos, a linguagem Julia permite-nos estabelecer uma associagao
entre um nome e uma entidade através do operador =. Nesta secgdo, iremos
ver que o Julia permite-nos também usar esse operador para alterar essa
associagdo, fazendo com que o nome passe a estar associado a uma outra
entidade. Esta operacdo denomina-se atribuigdo.

Nesta sec¢do vamos discutir mais em profundidade o conceito de atri-
buigdo. Para motivar vamos comegar por introduzir um tépico importante
onde a atribuigdo tem um papel primordial: a aleatoriedade.

4.2 Aleatoriedade

Desenhar implica tomar decisdes conscientes que conduzam a um objec-
tivo pretendido. Neste sentido, desenhar aparenta ser um processo racional
onde ndo ha lugar para a aleatoriedade, a sorte ou a incerteza. De facto, nos
desenhos que temos feito até agora a racionalidade tem sido crucial, pois o
computador exige uma especificagdo rigorosa do que se pretende, ndo per-
mitindo quaisquer ambiguidades. No entanto, é sabido que um problema
de desenho frequentemente exige que o arquitecto experimente diferentes
solugdes antes de encontrar aquela que o satisfaz. Essa experimentacdo
passa por empregar alguma aleatoriedade no processo de escolha dos “pa-
rametros” do desenho. Assim, embora um desenho final possa apresentar
uma estrutura que espelha uma intengao racional do arquitecto, o processo
que conduziu a esse desenho final ndo é necessariamente racional e pode
ter passado por fases de ambiguidade e incerteza.

Quando a arquitectura se inspira na natureza surge um factor adicional
de aleatoriedade: em intimeros casos, a natureza é intrinsecamente alea-
téria. Essa aleatoriedade, contudo, ndo é total e estd sujeita a restri¢des.
Este facto é facilmente compreendido quando pensamos que, embora néo

129
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Figura 4.1: Duas obras de Oscar Niemeyer. A esquerda, o Palcio Itamaraty,
projectado em 1962. A direita, o Paldcio Mondadori, projectado em 1968.
Fotografias de Bruno Kussler Marques e Tristan Nitot, respectivamente.

existam dois pinheiros iguais, todos somos capazes de reconhecer o padrao
que caracteriza um pinheiro. Em todas as suas obras, a natureza combina
regularidade e aleatoriedade. Nalguns casos, como o crescimento de cris-
tais, por exemplo, ha mais regularidade que aleatoriedade. Noutros casos,
como no comportamento de particulas subatémicas, ha mais aleatoriedade
que regularidade.

A semelhanca do que acontece na natureza, esta combinacéo de ale-
atoriedade e regularidade é claramente visivel em intimeras obras arqui-
tecturais modernas. A titulo de exemplo, consideremos duas importantes
obras do arquitecto Oscar Niemeyer: o Paldcio Itamaraty e o Palacio Mon-
dadori, visiveis na Figura 4.1. Apesar das notérias semelhanga entre estas
duas obras, a primeira prima pela regularidade das arcadas, em oposicdo a
aleatoriedade evidente que Niemeyer empregou na segunda.

Se pretendemos empregar computadores para o desenho e este dese-
nho pressupde aleatoriedade, entdo teremos de ser capazes de a incorporar
nos nossos algoritmos. A aleatoriedade pode ser incorporada de iniimeras
formas, como, por exemplo:

¢ A cor de um artefacto pode ser escolhida aleatoriamente.

* O comprimento de uma parede pode ser um valor aleatério entre de-
terminados limites.

* A decisdo de dividir uma 4rea ou manté-la integra pode ser tomada
aleatoriamente.

* A forma geométrica a empregar para um determinado elemento ar-
quitecténico pode ser escolhida aleatoriamente.
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4.2.1 Numeros Aleatdrios

Em qualquer dos casos anteriores, podemos reduzir a aleatoriedade a es-
colha de ntiimeros dentro de certos limites. Para uma cor aleatéria, pode-
mos gerar aleatoriamente trés nliimeros que representem os valores RGB!
da cor. Para um comprimento aleatério, podemos gerar aleatoriamente um
nimero dentro dos limites desse comprimento. Para uma decisdo l6gica,
podemos gerar aleatoriamente um ndmero inteiro entre zero e um, deci-
dindo de um modo se o niimero for zero, e de outro modo se o niimero for
um. Para uma escolha aleatéria de entre um conjunto de alternativas po-
demos simplesmente gerar um ntmero aleatério entre um e o nimero de
elementos do conjunto e escolher a alternativa correspondente ao niimero
aleatorio gerado.

Estes exemplos mostram-nos que o fundamental é conseguirmos gerar
um nuimero aleatério dentro de um certo intervalo. A partir dessa operagdo
podemos implementar todas as outras.

Ha dois processos fundamentais para se gerarem nimeros aleatdrios.
O primeiro processo baseia-se na medicdo de processos fisicos intrinseca-
mente aleatérios, como seja o ruido electrénico ou o decaimento radioac-
tivo. O segundo processo baseia-se na utilizagdo de fung¢des aritméticas
que, a partir de um valor inicial (denominado a semente), produzem uma
sequéncia de ntimeros aparentemente aleatérios, sendo cada ntimero da
sequéncia gerado a partir do ntimero anterior. Neste caso dizemos que
estamos perante um gerador de niimeros pseudo-aleatérios. O termo pseudo
justifica-se, pois, se repetirmos o valor da semente original, repetiremos
também a sequéncia de ntimeros de gerados.

Muito embora um gerador de ntimeros pseudo-aleatérios gere uma sequén-
cia de niimeros que, na verdade, ndo sdo aleatdrios, ele possui duas impor-
tantes vantagens:

¢ Pode ser facilmente implementado usando uma qualquer linguagem
de programacao, ndo necessitando de outros mecanismos adicionais
para se obter a fonte de aleatoriedade.

e E frequente os nossos programas conterem erros. Para identificar-
mos a causa do erro pode ser necessdrio reproduzirmos exactamente
as mesmas condi¢des que deram origem ao erro. Para além disso,
depois da correccdo do erro é necessdrio repetirmos novamente a
execucdo do programa para nos certificarmos que o erro ndo ocorre
de novo. Infelizmente, quando o comportamento de um programa
depende de uma sequéncia de ntiimeros verdadeiramente aleatdrios
torna-se impossivel reproduzir as condi¢des de execugdo: da proxima

'RGB é a abreviatura de Red-Green-Blue, um modelo de cores em que qualquer cor é vista
como uma combinagéo das trés cores primdrias vermelho, verde e azul.
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vez que executarmos o programa, a sequéncia de nimeros aleatorios
serd quase de certeza diferente.

Por estes motivos, de agora em diante vamos apenas considerar gera-
dores de ntiimeros pseudo-aleatérios, que iremos abusivamente designar
por geradores de niimeros aleatérios. Um gerador deste tipo caracteriza-se
por uma fungdo f que, a partir de um argumento x;, produz um ndmero
xit1 = f(x;) aparentemente ndo relacionado com z;. A semente do gerador
é o elemento x( da sequéncia.

Falta agora encontramos uma fungao f apropriada. Para isso, entre ou-
tras qualidades, exige-se que os nimeros gerados por f sejam equiprovdveis,
i.e., todos os nimeros dentro de um determinado intervalo tém igual pro-
babilidade de serem gerados e que a sequéncia de ntiimeros gerados tenha
um periodo tdo grande quanto possivel, i.e., que a sequéncia dos niimeros
gerados sO se comece a repetir ao fim de muito tempo.

Tém sido estudadas intimeras fungdes com estas caracteristicas. A mais
utilizada é denominada fungio geradora congruencial linear que é da forma

xiy1 = (az; +b) mod m

Por exemplo, se tivermos a = 25173,b = 13849, m = 65536 e come-
¢armos com uma semente qualquer, por exemplo, zy = 12345, obtemos a
sequéncia de ntiimeros pseudo—alea’c(’)rios2 2822, 11031, 21180, 42629, 27202,
49667, 50968, 33041, 37566, 43823, 2740, 43997, 57466, 29339, 39312, 21225,
61302, 58439, 12204, 57909, 39858, 3123, 51464, 1473, 302, 13919, 41380,
43405, 31722, 61131, 13696, 63897, 42982, 375, 16540, 25061, 24866, 31331,
48888, 36465, . ..

Podemos facilmente confirmar estes resultados usando o Julia:

proximo_aleatorio(ultimo_aleatorio) =
(25173xultimo_aleatorio + 13849)%65536

julia> proximo_aleatorio (12345)
2822

julia> proximo_aleatorio(2822)
11031

julia> proximo_aleatorio(11031)
21180

Esta abordagem, contudo, implica que s6 podemos gerar um nimero
“aleat6rio” x14; se nos recordarmos do ntimero z; gerado imediatamente
antes para o podermos dar como argumento a fun¢do proximo_aleatorio.
Infelizmente, 0 momento e o ponto do programa em que podemos preci-
sar de um novo ntimero aleatério pode ocorrer muito mais tarde e muito

’Na verdade, esta sequéncia nao é suficientemente aleatéria pois existe um padrao que
se repete continuamente. Consegue descobri-lo?
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mais longe do que o momento e o ponto do programa em que foi gerado o
altimo niimero aleatério, o que complica substancialmente a escrita do pro-
grama. Seria preferivel que, ao invés da fungdo proximo_aleatorio, que
depende do tdltimo valor gerado x;, tivéssemos uma funcdo aleatorio que
ndo precisasse de receber o tltimo niimero gerado para conseguir gerar o
préximo nimero. Assim, em qualquer ponto do programa em que preci-
sdssemos de gerar um novo nimero aleatdrio, limitivamo-nos a invocar a
fungdo aleatorio sem termos de nos recordar do dltimo ndmero gerado.
Partindo do mesmo valor da semente, teriamos:

julia> aleatorio()

2822

julia> aleatorio()
11031

julia> aleatorio()
21180

4.3 Estado

A fungdo aleatorio apresenta um comportamento diferente do das fun-
¢Oes que vimos até agora. Até este momento, todas as fungdes que tinha-
mos definido comportavam-se como as fun¢des matematicas tradicionais:
dados argumentos, a fungdo produz resultados e, mais importante, dados
0s mesmos argumentos, a fungdo produz sempre os mesmos resultados. Por
exemplo, independentemente do ntiimero de vezes que invocarmos a fun-
¢do factorial, para um dado argumento ela ird sempre produzir o facto-
rial desse argumento.

A fungdo aleatorio é diferente de todas as outras, pois, para além de
ndo precisar de argumentos, ela produz um resultado diferente de cada vez
que é invocada.

Do ponto de vista matemdtico, uma fungdo sem parametros ndo tem
nada de anormal: é precisamente aquilo que se designa por uma constante.
De facto, tal como escrevemos sin cos = para designar sin(cos(x)), também
escrevemos sin 7 para designar sin(7()), onde se vé que m pode ser inter-
pretado como uma fung¢do sem argumentos.

Do ponto de vista matemético, uma funcdo que produz resultados di-
ferentes a cada invoca¢do ndo tem nada de normal: é uma aberracao, pois,
de acordo com a definicdo matemaética de fungdo, esse comportamento ndo
é possivel. E, no entanto, é precisamente este o comportamento que gosta-
riamos de ter na fun¢do aleatorio.

Para se obter o pretendido comportamento é necessario introduzir o
conceito de estado. Dizemos que uma fungdo tem estado quando o seu com-
portamento depende da sua histéria, i.e., das suas invocagdes anteriores. A
fungdo aleatorio é um exemplo de uma fun¢do com estado, mas ha int-
meros outros exemplos no mundo real. Uma conta bancédria também tem
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um estado que depende de todas as transac¢des anteriores que lhe tiverem
sido feitas. O depoésito de combustivel de um carro também tem um estado
que depende dos enchimentos e dos trajectos realizados.

Para que uma fungédo possa ter histéria é necessario que tenha memdria,
i.e., que se possa recordar de acontecimentos passados para assim poder
influenciar os resultados futuros. Até agora vimos que o operador = nos
permitia definir associagdes entre nomes e valores, mas o que ainda ndo
tinhamos discutido é a possibilidade de modificar essas associagdes, i.e., al-
terar o valor que estava associado a um determinado nome. E esta possibi-
lidade que nos permite incluir meméria nas nossas fungdes.

No caso da fungdo aleatorio vimos que a memdria que nos interessa
é saber qual foi o tltimo nimero aleatdrio gerado. Imaginemos entdo que
tinhamos uma associa¢do entre o nome numero_aleatorio e esse nimero.
No momento inicial, naturalmente, esse nome deveré estar associado a se-
mente da sequéncia de nameros aleatérios. Para isso, definimos:

numero_aleatorio = 12345

De seguida, j4 podemos definir a “funcdo” aleatorio que ndo s6 usa o
ultimo valor associado aquele nome como actualiza essa associacdo com o
novo valor gerado, i.e.:

aleatorio() =
numero_aleatorio = proximo_aleatorio (numero_aleatorio)

No entanto, quando testamos a fungéo, ela ndo aparenta ter o compor-
tamento desejado:

julia> aleatorio()
ERROR: UndefVarError: numero_aleatorio not defined

O problema surge porque o Julia considera que sempre que aparece
uma atribuigdo no corpo de uma fung¢do entdo o nome que estd a ser atri-
buido é local a fungdo, i.e., s6 é visivel dentro da fungdo e s6 existe a partir
do momento em que a funcdo estd a ser invocada. Esta regra fazia sen-
tido em todas as fung¢des que tinhamos definido mas agora, em que neces-
sitamos de alterar o nome a cada invocagado da fun¢do aleatorio, a regra
torna-se um obstaculo pois a mera presenca da atribui¢do a numero_aleatorio
faz com que esse nome seja local e sem qualquer relagdo com o nome global
que definimos previamente. Para além disso, por ser local, precisa de uma
atribuicdo que lhe dé o valor inicial mas como se pode ver no caso da fun-
¢d0 aleatorio esse valor inicial depende precisamente do préprio nome
que queremos definir e que, por isso, ainda est4 indefinido. E isso que é
explicitamente referido na mensagem de erro apresentada pelo Julia.

Para resolver este problema, o Julia disponibiliza uma declaracio que
permite indicar que um determinado nome que vai ser atribuido numa fun-
cdo corresponde a definigao global feita previamente. E essa declaragdo que
empregamos na seguinte defini¢do:
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aleatorio() =
global numero_aleatorio = proximo_aleatorio (numero_aleatorio)

Com esta definigdo, j4 a fungdo tem o comportamento pretendido.

julia> aleatorio()

2822

julia> aleatorio()
11031

julia> numero_aleatorio
11031

Como se vé, de cada vez que a fungdo aleatorio é invocada, o valor as-
sociado a numero_aleatorio € actualizado, permitindo assim influenciar
o futuro comportamento da fungdo. Obviamente, em qualquer momento,
podemos re-iniciar a sequéncia de ntiimeros aleatérios simplesmente re-
pondo o valor da semente:

julia> aleatorio()
21180

julia> aleatorio()
42629

julia> numero_aleatorio = 12345
julia> aleatorio()
2822

julia> aleatorio()
11031

julia> aleatorio()
21180

4.4 Escolhas Aleatodrias

Se observarmos a defini¢ao da fungdo proximo_aleatorio constatamos
que a sua ultima operagdo é computar o resto da divisdo por 65536, o
que implica que a fungdo produz sempre valores entre 0 e 65535. Em-
bora (pseudo) aleatérios, estes valores estdo contidos num intervalo que
s0 muito excepcionalmente serd ttil. Na realidade, é muito mais frequente
precisarmos de nimeros aleatérios contidos em intervalos muito mais pe-
quenos. Por exemplo, se pretendermos simular o langar de uma moeda
ao ar, estaremos interessados em ter apenas os ntimeros aleatdrios 0 ou 1,
representando “caras” ou “coroas.”

Tal como os ntimeros aleatérios que produzimos sdo limitados ao inter-
valo [0, 65536] pela obtengdo do resto da divisdo por 65536, também agora
podemos voltar aplicar a mesma operagao para produzir um intervalo mais
pequeno. Assim, no caso do langamento de uma moeda ao ar, podemos
simplesmente usar a fungdo aleatorio para gerar um ntimero aleatorio e,
de seguida, aplicamos-lhe o resto da divisao por dois. No caso geral, em
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que pretendemos nimeros aleatérios no intervalo [0, z[, aplicamos o resto
da divisdo por z. Assim, podemos definir uma nova fun¢do que gera um
numero aleatdrio entre zero e o seu pardmetro e que, por tradi¢do, iremos
baptizar de random

random (x) =
aleatorio() % x

Note-se que a fun¢do random nunca deve receber um argumento maior
que 65535 pois isso faria a fungdo perder a caracteristica da equiprobabilidade
dos ntimeros gerados: todos os niimeros superiores a 65535 terdo probabi-
lidade zero de ocorrerem.?

E agora possivel simularmos intimeros fenémenos aleatérios como, por
exemplo, o langar de uma moeda:

cara_ou_coroa ()
if random(2) == 0
"cara"
else
"coroa"
end

Infelizmente, quando testamos repetidamente a nossa fungdo, o seu
comportamento parece muito pouco aleatério:

julia> cara_ou_coroa ()
"cara"

julia> cara_ou_coroa ()
"coroa"

julia> cara_ou_coroaf()
"cara"

julia> cara_ou_coroa ()
"coroa"

julia> cara_ou_coroa ()
"cara"

julia> cara_ou_coroa()
"coroa"

Na realidade, os resultados que obtemos sdo uma repeticdo sistemdtica
do par cara/coroa, 0 que mostra que a expressdo random (2) se limita a
gerar a sequéncia:

0101010101010101010101010101010101010101010101010101010101

O mesmo fenémeno ocorre para outros limites do intervalo de geracéo.
Por exemplo, a expressdo random(4) deveria gerar um ndmero aleatério
no conjunto {0, 1,2, 3} mas a sua aplicagdo repetida gera a seguinte sequén-
cia de nimeros:

*Na verdade, o limite superior deve ser bastante inferior ao limite da fungdo aleatorio
para manter a equiprobabilidade dos resultados.
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0123012301230123012301230123012301230123012301230123012301

Embora a equiprobabilidade dos ntimeros seja perfeita, é evidente que
nao héd qualquer aleatoriedade.

O problema das duas sequéncias anteriores estd no facto de terem um
periodo muito pequeno. O periodo é o niimero de elementos que sdo ge-
rados antes de o gerador entrar em ciclo e voltar a repetir os mesmos ele-
mentos que gerou anteriormente. Obviamente, quanto maior for o periodo,
melhor é o gerador de niimeros aleatérios e, neste sentido, o gerador que
apresentdmos é de baixa qualidade.

Enormes quantidades de esfor¢o tém sido investidas na procura de bons
geradores de ntiimeros aleatérios e, embora os melhores sejam produzidos
usando métodos bastante mais sofisticados do que os que empregamos até
agora, também ¢é possivel encontrar um bom gerador congruencial linear
desde que se faga uma judiciosa escolha dos seus pardmetros. De facto, o
gerador congruencial linear

zi+1 = (az; + b) mod m

pode constituir um bom gerador pseudo-aleatério desde que tenhamos a =
16807,b = 0em = 23! —1 = 2147483647. Uma traducdo directa da definicao
matematica produz a seguinte fungéo Julia:

proximo_aleatorio(ultimo_aleatorio) =
16807+ultimo_aleatorio % 2147483647

Usando esta definicdo da fungdo, a repetida avaliagdo da expressao
random (2) produz a sequéncia:

01001010001011110100100011000111100110110101101111000011110

e, para a expressao random (4), produz:

21312020300221331333233301112313001012333020321123122330222

E razoavelmente evidente que qualquer das sequéncias geradas tem
agora um periodo demasiado grande para se conseguir detectar qualquer
padrdo de repeticdo pelo que, de ora em diante, serd esta a defini¢do de
proximo_aleatorio que iremos empregar.

4.4.1 Numeros Aleatérios Fraccionarios

O processo de geracdo de niimeros aleatérios que implementdmos apenas
é capaz de gerar ntimeros aleatérios do tipo inteiro. No entanto, é tam-
bém frequente precisarmos de gerar nimeros aleatérios fracciondrios, por
exemplo, no intervalo [0, 1].
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Para combinar estes dois requisitos, é usual que a fungdo random receba
o limite superior de geracdo z e o analise para determinar se ¢ inteiro ou
real, devolvendo um valor aleatério adequado em cada caso. Para isso, ndo
é preciso mais do que mapear o intervalo de geracdo de inteiros que, como
vimos, é [0,2147483647[, no intervalo [0,z[. A implementacdo assenta na
possibilidade de, em Julia, se especializar uma fungdo para diferentes tipos
de argumentos:

random (x) =
if x isa Int
random_number () $x
else
x*random_number () /2147483647.0
end

Dada a sua utilidade, a fungdo random j4 se encontra pré-definida em
Khepri.

4.4.2 Numeros Aleatérios num Intervalo

Se, ao invés de gerarmos ndmeros aleatdrios no intervalo [0, x|, preferir-
mos gerar nimeros aleatdrios no intervalo [zo, z1], entdo basta-nos gerar
um numero aleatério no intervalo [0,21 — zo[ e somar-lhe zy. A fungdo
random_range implementa esse comportamento:

random_range (x0, x1) =

if x0 == x1

x0
else

x0 + random(xl - x0)
end

Tal como a fungéo random, também random_range produz um valor
real no caso de algum dos limites ser real. Note-se que, a semelhanca da
fun¢do random, a fun¢do random_range ja se encontra pré-definida no mé-
dulo Khepri.

Para visualizarmos um exemplo de utilizacdo desta fun¢do, vamos re-
cuperar a fun¢do arvore que modelava uma arvore, cuja definigdo era:

arvore(p, ¢, a, da0O, f0, dal, f1l) =
let topo = p + vpol(c, a)
ramo (p, topo)
if ¢ < 2
folha (topo)
else
arvore (topo, cxf0, a + da0O, daO, £f0, dal, f1)
arvore (topo, cxfl, a - dal, daO, £f0, dal, f1)
end
end

Para incorporarmos alguma aleatoriedade neste modelo de arvore po-
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Figura 4.2: Vérias arvores geradas com angulos de abertura aleatérios no

intervalo [7, {5 [ e factores de redugdo do comprimento aleatérios no inter-
valo [0.6,0.9].

demos considerar que os angulos de abertura dos ramos e os factores de
reducdo de comprimento desses ramos ndo possuem valores constantes ao
longo da recursao, antes variando dentro de certos limites. Assim, em vez
de nos preocuparmos em ter diferentes aberturas e factores para o ramo
esquerdo e direito, teremos simplesmente variagdes aleatérias em ambos:

arvore(p, ¢, a, min_a, max_a, min_f, max_f) =
let topo = p + vpol(c, a)
ramo (p, topo)
if ¢ < 2
folha (topo)
else
arvore (topo,
cxrandom_range (min_f, max_f),
a + random_range (min_a, max_a),
min_a, max_a, min_f, max_f)
arvore (topo,
cxrandom_range (min_f, max_f),
a - random_range (min_a, max_a),
min_a, max_a, min_f, max_f)
end
end

Usando esta nova versdo, podemos gerar iniimeras arvores semelhan-
tes e, contudo, suficientemente diferentes para parecerem bastante mais na-
turais. As drvores apresentadas na Figura 4.2 foram geradas usando exac-
tamente os mesmos parametros de crescimento:
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arvore (xy (0, 0), 20, pi/2, pi/l6, pi/4, 0.6, 0.9)
arvore (xy ( 50 0), 20, pi/2, pi/l6, pi/4, 0.6, 0.9)
arvore (xy (300, 0), 20, pi/2, pi/l6, pi/4, 0.6, 0.9)
arvore (xy (0, 150), 20, pi/2, pi/l6, pi/4, 0.6, 0.9)
arvore (xy ( 50, 150), 20, pi/2, pi/l6, pi/4, 0.6, 0.9)
arvore (xy (300, 150), 20, pi/2, pi/l6, pi/4, 0.6, 0.9)

Exercicio 4.4.1 As arvores produzidas pelas fungdo arvore sdo pouco re-
alista pois sdo totalmente bidimensionais, com troncos que sdo simples li-
nhas e folhas que sdo pequenas circunferéncias. O cdlculo das coordenadas
dos ramos e folhas é também bidimensional, assentando sobre coordena-
das polares que sdo dadas pelos pardmetros comprimento e angulo.

Pretende-se que redefina as fun¢des ramo, folha e arvore de modo a
aumentar o realismo das drvores geradas.

Para simplificar, considere que as folhas podem ser simuladas por pe-
quenas esferas e que os ramos podem ser simulados por troncos de cone,
cujo raio da base é 10% do comprimento do tronco e cujo raio do topo é
90% do raio da base.

Para que a geracdo de arvores passe a ser verdadeiramente tridimen-
sional, redefina também a fungdo arvore de modo a que o topo de cada
ramo seja um ponto em coordenadas esféricas escolhidas aleatoriamente
a partir da base do ramo. Isto implica que a fungdo arvore, ao invés de
ter dois parametros para o comprimento e o dngulo das coordenadas pola-
res, precisard de ter trés, para o comprimento, a longitude e a co-latitude.
Do mesmo modo, ao invés de receber os quatro limites para a geracao de
comprimentos e angulos aleatérios, precisard de seis limites para os trés
parametros.

Experimente diferentes argumentos para a sua redefini¢do da fungdo
arvore de modo a gerar imagens como a seguinte:
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Exercicio 4.4.2 Defina uma fungdo denominada cilindros_aleatorios
que recebe como argumento um niimero de cilindros n e que gera n cilin-
dros colocados em posi¢des aleatdrias, com raios aleatdrios e comprimentos
aleatdrios, tal como se apresenta na seguinte imagem:

_— —

—

‘ww =

Exercicio 4.4.3 Uma caminhada aleatéria é uma formaliza¢do do movimento
de uma particula que estd sujeita a impulsos de intensidade aleatéria vin-
dos de direccoes aleatérias. E este fenémeno que acontece, por exemplo,
a um grdo de poélen caido na dgua: a medida que as moléculas da dgua
chocam com ele, o grao move-se aleatoriamente.

A seguinte imagem mostra trés caminhadas aleatdrias:

Jad

Considere uma modelagdo da caminhada aleatéria num plano bi-dimensional.
Defina a fun¢do caminhada_aleatoria que recebe o ponto inicial P da ca-
minhada, a distdncia méxima d que a particula pode percorrer quando é
impulsionada e o nimero n de impulsos sucessivos que a particula vai
receber. Note que, a cada impulso, a particula desloca-se, numa direc-
¢do aleatdria, uma distancia aleatéria entre zero e a distdncia maxima. A
sua func¢do devera simular a caminhada aleatéria correspondente, tal como
se apresenta na figura anterior que foi criada por trés execugdes diferen-
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tes desta fungdo. Da esquerda para a direita, foram usados os parametros
d=5,n=100,d=2,n=200,ed=8,n =50,

Exercicio 4.4.4 Defina uma func¢do cara_ou_coroa viciada de tal forma
que, embora a fun¢do produza aleatoriamente a string "cara" ou a string
"coroa", a “cara” sai, em média, apenas 30% das vezes em que a fungdo é
invocada.

Exercicio 4.4.5 Defina a func¢do cilindros_esfera que, dado um ponto
P, um comprimento /, um raio 7 e um nimero n, cria n cilindros de com-
primento [ e raio r, cuja base estd centrada no ponto P e cujo topo é posici-
onado aleatoriamente, tal como se apresenta na seguinte imagem:

Exercicio 4.4.6 Defina uma fun¢do denominada blocos_conexos capaz
de contruir um aglomerado de blocos conexos, i.e., onde os blocos estdo
fisicamente ligados entre si, tal como se vé na seguinte imagem:
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Note que os blocos adjacentes possuem sempre orientagdes ortogonais.

4.5 Planeamento Urbano

As cidades constituem um bom exemplo de combinagdo entre estruturagdo
e aleatoriedade. Embora muitas das cidades mais antigas aparentem ter
uma forma cadtica resultante do seu desenvolvimento néo ter sido plane-
ado, a verdade é que desde muito cedo se sentiu a necessidade de estrutu-
rar a cidade de modo a facilitar a sua utilizagao e o seu crescimento, sendo
conhecidos exemplos de cidades planeadas desde 2600 antes de Cristo.

Embora haja bastantes varia¢oes, as duas formas mais usuais de planear
uma cidade sdo através do plano ortogonal ou através do plano circular. No
plano ortogonal, as avenidas sdo rectas e fazem angulos rectos entre si. No
plano circular as avenidas principais convergem numa praga central e as
avenidas secunddrias desenvolvem-se em circulos concéntricos em torno
deste ponto, acompanhando o crescimento da cidade. A Figura 4.3 apre-
senta um bom exemplo de uma cidade essencialmente desenvolvida a par-
tir de planos ortogonais. Nesta seccdo vamos explorar a aleatoriedade para
produzir varia¢cdes em torno destes planos.

Num plano ortogonal, a cidade organiza-se em termos de quarteirdes,
em que cada quarteirdo assume uma forma quadrada ou rectangular e
pode conter varios edificios. Para simplificar, vamos assumir que cada
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Figura 4.3: Vista aérea da cidade de New York nos Estados Unidos. Foto-
grafia de Art Siegel.

quarteirdo serd de forma quadrada e ird conter um tnico edificio. Cada
edificio terd uma largura determinada pela largura do quarteirdo e uma al-
tura maxima imposta. Os edificios serdo separados uns dos outros por ruas
com uma largura fixa. Este modelo de cidade encontra-se representado na
Figura 4.4.

Para estruturarmos a funcdo que constréi a cidade em plano ortogonal,
vamos decompor o processo na construgdo de sucessivas ruas. A cons-
trugdo de cada rua serd entdo decomposta na construgdo dos sucessivos
prédios. Assim, teremos de parametrizar a fungdo com o ntiimero de ruas
a construir na cidade e com o ntimero de prédios por rua. Para além disso
iremos necessitar de saber as coordenadas do ponto p onde se comega a
construir a cidade, a largura e a altura de cada prédio, respectivamente, [ e
h e, finalmente, a largura da rua s. A fungdo ird construir uma faixa de pré-
dios seguida de uma rua e, recursivamente, construira as restantes faixas de
prédios e ruas no ponto correspondente a faixa seguinte. Para simplificar,
vamos assumir que as ruas estardo alinhadas com os eixos X e Y, pelo que
cada nova rua corresponde a um deslocamento ao longo do eixo Y e cada
novo prédio corresponde a um deslocamento ao longo do eixo X. Assim,
temos:
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m

Figura 4.4: Modelo de uma cidade que segue um plano ortogonal.

malha_predios(p, n_ruas, m_predios, 1, h, s) =
if n_ruas ==

nothing
else

rua_predios (p, m_predios, 1, h, s)

malha_predios(p + vy(l + s), n_ruas - 1, m_predios, 1, h, s)
end

Para a construcdo das ruas com prédios, o raciocicio é idéntico: coloca-
mos um prédio nas coordenadas correctas e, recursivamente, colocamos os
restantes prédios apds o deslocamento correspondente. A seguinte fungao
implementa este processo:

rua_predios(p, m_predios, 1, h, s) =

if m _predios == 0

nothing
else

predio(p, 1, h)

rua_predios(p + vx(l + s), m_predios - 1, 1, h, s)
end

Finalmente, precisamos de definir a fun¢do que cria um prédio. Para
simplificar, vamos modeld-lo como um paralelipipedo:
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Figura 4.5: Uma urbaniza¢do em malha ortogonal com cem edificios todos
da mesma altura.

predio(p, 1, h) =
box(p, 1, 1, h)

Com estas trés fungdes ja podemos experimentar a construgdo de uma
nova urbanizagdo. Por exemplo, a seguinte expressdo cria um arranjo de
dez ruas com dez prédios por rua:

malha_predios(xyz (0, 0, 0), 10, 10, 100, 400, 40)

O resultado esta representado na Figura 4.5.

Como é 6bvio pela Figura 4.5, a urbanizagdo produzida é pouco ele-
gante pois falta-lhe alguma da aleatoriedade que caracteriza as cidades.

Para incorporarmos essa aleatoriedade vamos comecar por considerar
que a altura dos prédios pode variar aleatoriamente entre a altura maxima
dada e um décimo dessa altura. Para isso, redefinimos a fun¢ao predio:

predio(p, 1, h) =
box(p, 1, 1, random_range (0.1, 1.0)xh)

Usando exactamente os mesmos parametros anteriores em duas avali-
acOes sucessivas da mesma expressdo, conseguimos agora construir as ur-
banizagdes esteticamente mais apelativas representadas nas Figuras 4.6 e
4.7.

Exercicio 4.5.1 As urbanizag¢des produzidas pelas fun¢des anteriores ndo
apresentam variabilidade suficiente, pois os edificios tém todos a mesma
forma. Para melhorar a qualidade estética da urbanizagdo pretende-se em-
pregar diferentes funcdes para a construcdo de diferentes tipos de edificios:
a fungdo predio0 devera construir um paralelipipedo de altura aleatéria
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Figura 4.6: Uma urbanizacdo em malha ortogonal com cem edificios com
alturas aleatorias.

Figura 4.7: Uma urbanizacdo em malha ortogonal com cem edificios com
alturas aleatorias.
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Figura 4.8: Vista de alguns prédios de Manhattan. Fotografia de James K.
Poole.

tal como anteriormente e a fun¢do prediol devera construir uma torre ci-
lindrica de altura aleatéria e contida no espago de um quarteirdo. Defina
estas duas fungoes.

Exercicio 4.5.2 Pretende-se que use as duas fun¢des predio0 e prediol
definidas no exercicio anterior para a redefinicdo da fungdo predio de
modo a que esta, aleatoriamente, construa prédios diferentes. A urbani-
zagdo resultante deverd ser constituida aproximadamente por 20% de tor-
res circulares e 80% de prédios rectangulares, tal como é exemplificado na
imagem seguinte:

Exercicio 4.5.3 As cidades criadas nos exercicios anteriores apenas per-
mitem dois tipos de edificios: torres paralelipipédicas ou torres cilindricas.
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Contudo, quando observamos uma cidade real como a apresentada na Fi-
gura 4.8, verificamos que existem prédios com muitas outras formas pelo
que, para aumentarmos o realismo das nossas simulagdes, teremos de im-
plementar um vasto ntimero de fung¢des, cada uma capaz de construir um
edificio diferente.

Felizmente, uma observacdo atenta da Figura 4.8 mostra que, na ver-
dade, muitos dos prédios seguem um padrdo e podem ser modelado por
paralelipipedos sobrepostos com dimensdes aleatérias mas sempre sucessi-
vamente mais pequenos em fungdo da altura, algo que podemos facilmente
implementar com uma tnica fungéo.

Considere que este modelo de edificio é parametrizado pelo ntiimero de
“blocos” sobrepostos pretendidos, pelas coordenadas do primeiro bloco e
pelo comprimento, largura e altura do edificio. O bloco de base tem exacta-
mente o comprimento e largura especificados mas a sua altura deverd estar
entre 20% e 80% da altura total do edificio. Os blocos seguintes estao cen-
trados sobre o bloco imediatamente abaixo e possuem um comprimento
e largura que estao entre 70% e 100% dos parametros correspondentes no
bloco imediatamente abaixo. A altura destes blocos devera ser entre 20%
e 80% da altura restante do edificio. A imagem seguinte mostra alguns
exemplos deste modelo de edificios:

o

Com base nesta especificacdo, defina a fungdo predio_blocos e use-a
para redefinir a fun¢do predio0 de modo a que sejam gerados prédios com
um numero aleatério de blocos sobrepostos. Com esta redefini¢do, a fun-
¢do malha_predios deverd ser capaz de gerar urbaniza¢des semelhantes
a imagem seguinte, em que se empregou para cada prédio um nimero de
blocos entre 1 e 6:
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Exercicio 4.5.4 Em geral, as cidades possuem um nticleo de edificios rela-
tivamente altos no denominado centro financeiro (abreviado CBD, de central
business district) e, 8 medida que nos afastamos, a altura tende a diminuir,
sendo este fenémeno perfeitamente visivel na Figura 4.3.

A variagdo da altura dos edificios pode ser modelada por diversas fun-
¢Oes matemdticas mas, neste exercicio, pretende-se que empregue uma dis-
tribui¢do Gaussiana bi-dimensional dada por

flz,y) = o (CFEr 05

em que f é o factor de ponderagdo da altura, (zo,yo) sdo as coordenadas
do ponto mais alto da superficie Gaussiana e oy e o1 sdo os factores que
afectam o alargamento bi-dimensional dessa superficie. Para simplificar,
assuma que o centro financeiro fica nas coordenadas (0,0) e que 0, = 0, =
251, sendo [ a largura do edificio. A imagem seguinte mostra o aspecto de
uma destas urbanizagoes:
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Incorpore esta distribui¢do no processo de construgdo de cidades para
produzir cidades mais realistas.
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Exercicio 4.5.5 Frequentemente, as cidades possuem mais do que um nu-
cleo de edificios altos. Estes nicleos encontram-se separados uns dos ou-
tros por zonas de edificios menos altos. Tal como no exercicio anterior,
cada nucleo de edificios pode ser modelado por uma distribuicao Gaus-
siana. Admitindo a independéncia dos vérios ntcleos, a altura dos edifi-
cios pode ser modelada por distribui¢des Gaussianas sobrepostas, i.e., em
cada ponto, a altura do edificio serd o maximo das alturas das distribui¢des
Gaussianas dos varios ntcleos.

Utilize a abordagem anterior para exemplificar a modelagdo de uma
cidade com trés ntcleos de “arranha-céus”, a semelhanga do que se apre-
senta na imagem seguinte:

Exercicio 4.5.6 Pretende-se criar um conjunto de n esferas tangentes a
uma esfera virtual de centro em p e raio limite r;. As esferas possuem cen-
tros a uma distancia de p que é um valor aleatério compreendido entre um
raio interior r; e um raio exterior r., tal como se pode visualizar no seguinte
esquema:

Defina uma fungdo denominada esferas_na_esfera que, a partir do
centro p, dos raios r;, r., e r; e ainda do namero n, cria este conjunto de
esferas, permitindo produzir imagens como as que se seguem:
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Exercicio 4.5.7 Um dos aspectos mais fascinantes da aleatoriedade é a sua
capacidade para fazer emergir regularidades, no minimo, estranhas. Por
exemplo, dadas trés posi¢des arbitrdrias Py, P, e P>, escolhemos aleato-
riamente uma delas como posicdo inicial @)y e calculamos a posigdo inter-
média ); entre )y e uma das posi¢des P; escolhida aleatoriamente. O cal-
culo da posicdo intermédia é entdo repetido para a posicdo )1, gerando
a sequéncia Qo, Q1,Q2, ... de posi¢des posicionada aleatoriamente dentro
do triangulo formado pelas posi¢des P;. Qual é a imagem que resulta da
“nuvem” de posi¢des gerada por essa sequéncia?
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Estruturas

5.1 Introducgao

A grande maioria das fun¢des que definimos nas sec¢des anteriores visa a
produgdo de formas geométricas concretas. Nesta secgdo, iremos abordar
fung¢des cujo objectivo é a producdo de formas geométricas abstractas, no
sentido de serem formas geométricas representadas apenas por um aglo-
merado de posi¢des no espago. Por exemplo, uma linha poligonal pode
ser representada apenas pela sequéncia de posi¢des por onde a linha passa.
Essa sequéncia de posi¢des pode, no entanto, ser usada para varios outros
fins como, por exemplo, para criar uma sequéncia de esferas com os cen-
tros nessas posigdes ou para definir a trajectéria de um tubo que passa por
essas posigdes. Estes exemplos mostram que a manipulagdo destes aglo-
merados de posi¢des é independentemente do uso subsequente que lhes
pretendemos dar.

Para podermos tratar aglomerados de posi¢des como um todo é neces-
sdrio agrupar essas posi¢des no que se designa por estruturas de dados. Estas
estruturas sdo arranjos particulares de dados que permitem tratd-los como
um todo. Uma lista telefénica, por exemplo, pode ser vista como uma estru-
tura de dados que organiza associa¢des entre nomes e ntimeros de telefone.

Uma das estruturas de dados mais flexivel que mais iremos utilizar
existe em muitas linguagens de programagao e denomina-se lista.

5.2 Listas

Em termos genéricos, uma lista é apenas uma sequéncia de elementos. Di-
ferentes linguagens de programacdo implementam listas de diferentes ma-
neiras. Em Julia, as listas sdo um caso particular de uma estrutura de dados
mais sofisticada denominada array. Por uma questdo de simplicidade, va-
mos discutir apenas este caso particular, que vamos continuar a denominar
por lista.

153
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Julia, podemos construir uma lista de elementos “embrulhando” os ele-
mentos entre paréntesis rectos. Podemos aceder a cada um destes elemen-
tos utilizando o operador de indexagio, baseado em justapor a lista o indice
do elemento a que se pretende aceder, “embrulhado” em paréntesis rectos.
Eis um exemplo do uso destas operagdes:
julia> amigos = ["Filipa", "Pedro", "Carlos", "Maria"]
julia> amigos[1]

"Filipa"

julia> amigos[4]
"Maria"

julia> amigos[end]
"Maria"

Como podemos ver pela interaccdo anterior, a expressdo amigos [ 1]
retorna o elemento da lista na posi¢do i. O indice end representa a tiltima
posicdo da lista. Para além disso, a indexagdo pode também retornar listas
de elementos contiguos (denominadas slices) de uma lista através da indi-
cacdo de um indice inicial e um indice final (ambos inclusivos). Eis alguns
exemplos:
julia> amigos([2:3]

["Pedro", "Carlos"]

julia> amigos[2:end]
["Pedro", "Carlos", "Maria"]
julia> amigos[1l:3]

["Filipa", "Pedro", "Carlos"]
julia> amigos[2:end-1]
["Pedro", "Carlos"]

julia> amigos[2:end-2]
["Pedro"]

julia> amigos[2:end-3]

(1

Para além da possibilidade de criar listas e de aceder aos seus elemen-
tos, existem ainda muitas outras operagdes para a manipulagdo de listas.
Comecemos por introduzir a operacdo de concatenagio que nos permite
criar uma lista maior a partir de duas listas mais pequenas:
julia> conhecidos = ["Bernardo", "Paula"]
julia> novos_amigos = [conhecidos..., amigos...]
julia> novos_amigos
["Bernardo", "Paula", "Filipa", "Pedro", "Carlos", "Maria"]
julia> amigos
["Filipa", "Pedro", "Carlos", "Maria"]

Como podemos ver, ao concatenarmos listas, produzimos uma nova
lista com todos os elementos das listas concatenadas e pela mesma ordem.
Notemos também que a lista original fica inalterada pela concatenacéo.

E importante referir que as listas podem conter um ntimero arbitrario
de elementos, incluindo zero. A lista com zero elementos, também desig-
nada lista vazia, escreve-se [].
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5.3 Operacdes com Listas

A possibilidade de criar listas, produzir sublistas e concatenar listas abre a
porta para um conjunto muito vasto de operagdes adicionais que podemos
definir. Por exemplo, podemos definir uma funcdo que nos diz quantos
elementos existem numa lista. Para isso, podemos pensar recursivamente:

e Se a lista é vazia, entdo o nimero de elementos é, obviamente, zero.

e Caso contrario, o nimero de elementos serd um mais o nimero de
elementos da lista sem o primeiro elemento.

Para nos assegurarmos da correccdo do nosso raciocinio temos de ga-
rantir que se verificam os pressupostos a que todas as defini¢des recursivas
tém de obedecer, nomeadamente:

* Que ha uma redugdo da complexidade do problema a cada invocac¢ao
recursiva: de facto, a cada invocagdo recursiva a lista usada é mais
pequena.

* Que hd um caso mais simples de todos onde existe uma resposta ime-
diata: quando a lista é vazia, a resposta é zero.

* Que existe uma equivaléncia entre o problema original e o uso do
resultado da recursdo: é verdade que o niimero de elementos de uma
lista € 0 mesmo que somar 1 ao ntimero de elementos dessa lista sem
o primeiro elemento.

A verificagdo destes pressupostos € suficiente para garantirmos que a
fungdo esté correcta.
Traduzindo este raciocinio para Julia, obtemos:

numero_elementos (lista) =
if lista == []
0
else
1 4+ numero_elementos (lista[2:end])
end

Experimentando, temos:

julia> numero_elementos([1l, 2, 3, 4])
4

julia> numero_elementos ([])

0

E importante percebermos que a presenca de sublistas nao altera o nt-
mero de elementos de uma lista. De facto, os elementos das sublistas nio
sdo considerados elementos da lista. Por exemplo:
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julia> numero_elementos ([[1, 2], [3, 4, 5, 6]1)
2

Como se vé no exemplo anterior, a lista apenas contém dois elemen-
tos, embora cada um deles seja uma lista com mais elementos. Na ver-
dade, a fun¢do numero_elementos ja existe em Julia com o nome length e
encontra-se implementada de forma bastante mais eficiente.

Exercicio 5.3.1 Escreva uma funcdo que dada uma lista de elementos de-
volve um elemento dessa lista, escolhido aleatoriamente.

Exercicio 5.3.2 Defina a fun¢do um_de_cada que, dada uma lista de listas,
constréi uma lista contendo, por ordem, um elemento aleatério de cada
uma das listas. Por exemplo:

julia> um_de_cada([[O0, 1, 21, [3, 41, [5, 6, 7, 811)
[2 4 7]
julia> um_de_cada([[O0, 1, 21, [3, 41, [5, 6, 7, 811)
[1 3 5]
julia> um_de_cada ([[0, 1, 21, [3, 41, [5, 6, 7, 811)
[1 4 8]

Exercicio 5.3.3 Defina a funcdo elementos_aleatorios que, dado um
numero n e uma lista de elementos devolve n elementos dessa lista esco-
lhidos aleatoriamente. Por exemplo:

julia> elementos_aleatorios(3, [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6])
[1, 5, 2]

Exercicio 5.3.4 Defina uma fungdo inverte que recebe uma lista e de-
volve outra lista que possui os mesmos elementos da primeira s6 que por
ordem inversa.

5.3.1 Enumeracdes

Vamos agora considerar uma fungdo capaz de criar enumeragdes. Dados
os limites a e b de um intervalo [a, b] € um incremento i, a fun¢do devera
devolver uma lista com todos os nameros a, a+1i, a+2i, a+3i,a+4i,...,a+
ni que ndo sdo superiores a b.

Mais uma vez, a recursdo ajuda: a enumeragdo dos nimeros no inter-
valo [a, b] com um incremento i é exactamente 0 mesmo que o nimero a
seguido da enumeragdo dos nimeros no intervalo [a+i, b]. O caso mais sim-
ples de todos é uma enumeragdo num intervalo [a, b] em que a > b. Neste
caso o resultado é simplesmente uma lista vazia. Esta andlise permite-nos
definir a funcgéo:
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enumera(a, b, 1) =

if a > b

[]
else

[a, enumera(a+i, b, i)...]
end

Como exemplo, temos:

julia> enumera(l, 5, 1)
[1, 2, 3, 4, 5]

julia> enumera(l, 5, 2)
[1, 3, 5]

Para tornarmos a funcdo ainda mais genérica, podemos tratar também
0 caso em que o incremento d é negativo, caso em que a fun¢do deverd fazer
uma enumeragao regressiva.

Note-se que a defini¢do actual da fungdo enumera ndo permite esse
comportamento pois a utilizagdo de um incremento negativo provoca re-
cursao infinita. O problema estd no facto do teste de paragem ser feito com
a fungdo > que s6 é apropriada para o caso em que o incremento é positivo.
No caso de incremento negativo deveriamos usar <. Assim, para resolver-
mos o problema temos de identificar primeiro qual a enumeragdo correcta
a fazer:

enumera(a, b, 1) =

begin
enumera_crescente (a) =
if a > b
[]
else
[a, enumera_crescente(a+i)...]
end
enumera_decrescente (a) =
if a < b
[]
else
[a, enumera_decrescente (a+i)...]
end
if i > 0
enumera_crescente (a)
else
enumera_decrescente (a)
end
end

Agora ja podemos ter:
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julia> enumera(l, 5, 1)
(1, 2, 3, 4, 5]

julia> enumera(5, 1, -1)
[5, 4, 3, 2, 1]

julia> enumera(6, 0, -2)
[6, 4, 2, 0]

Exercicio 5.3.5 A funcdo ¢ (pronuncia-se “iota”) representa uma enume-
ragdo desde 0 até um limite superior n exclusive, com os elementos da enu-
meragao separados por um dado incremento, i.e.:

julia> iota (10, 1)

(o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
julia> iota (10, 2)

[0, 2, 4, 6, 8]

Defina a fungdo iota a custa da fungado enumera.

Vimos que a fungdo enumera permite a criagdo de progressoes aritmé-
ticas e, na verdade, a linguagem Julia disponibiliza sintaxe especifica pre-
cisamente para este propdsito. A expressdo a:b representa 0 mesmo que
enumera(a, b, 1), enquanto que a expressdo a:i:b representa o mesmo
que enumera (a, b, i).

Exercicio 5.3.6 Escreva uma fung¢do pertence que recebe um ntimero e
uma lista e verifica se aquele ntimero existe na lista. Eis dois exemplos do
uso da funcao:

julia> pertence (3, [5, 2, 1, 3, 4, 61])
true

julia> pertence(7, [5, 2, 1, 3, 4, 6])
false

Exercicio 5.3.7 Escreva uma fungdo eliminal que recebe, como argumen-
tos, um numero e uma lista e devolve, como resultado, outra lista onde a
primeira ocorréncia desse niimero foi eliminada. Eis um exemplo:

julia> eliminal (3, [1, 2, 3, 4, 3, 2, 11)
[, 2, 4, 3, 2, 1]

Exercicio 5.3.8 Escreva uma funcdo elimina que recebe, como argumen-
tos, um ntimero e uma lista e devolve, como resultado, outra lista onde esse
ntmero ndo aparece. Eis um exemplo:

julia> elimina (3, [1, 2, 3, 4, 3, 2, 11)
(L, 2, 4, 2, 11

Exercicio 5.3.9 Escreva uma funcdo substitui que recebe dois ntimeros
e uma lista como argumentos e devolve outra lista com todas as ocorrén-
cias do segundo argumento substituidas pelo primeiro. Como exemplo,
considere:
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julia> substitui(0, 1, [1, 2, 1, 3])

(0, 2, 0, 3]
julia> substitui(0, 1, [2, 3, 4, 5])
(2, 3, 4, 5]

Exercicio 5.3.10 Escreva uma fungdo remove_duplicados que recebe uma
lista de niimeros como argumento e devolve outra lista com todos os ele-
mentos da primeira mas sem duplicados, i.e.:

julia> remove_duplicados([1l, 2, 3, 3, 2, 4, 5, 4, 11)
(3, 2, 5, 4, 1]

Exercicio 5.3.11 Escreva uma fungdo ocorrencias que recebe um nu-
mero e uma lista como argumentos e devolve o ntiimero de ocorréncias
daquele niimero na lista. Por exemplo:

julia> ocorrencias (4, [1, 2, 3, 3, 2, 4, 5, 4, 1])
2

Exercicio 5.3.12 Escreva uma fung¢do posicao que recebe um ndamero e
uma lista como argumentos e devolve a posicdo da primeira ocorréncia
daquele ndmero na lista. Note que as posi¢des na lista comegam em zero.
Por exemplo:

julia> posicao (4, [1, 2, 3, 3, 2, 4, 5, 4, 11)
5

5.4 Poligonos

As listas sdo particularmente tteis para a representagdo de entidades ge-
ométricas abstractas, i.e., entidades para as quais apenas nos interessa sa-
ber algumas propriedades como, por exemplo, a sua posi¢do. Para isso,
podemos usar uma lista de posigdes, i.e., uma lista cujos elementos sdo o
resultado de invocagdes dos construtores de coordenadas.

Imaginemos, a titulo de exemplo, que pretendemos representar um po-
ligono. Por defini¢do, um poligono é uma figura plana limitada por um ca-
minho fechado composto por uma sequéncia de segmentos de recta. Cada
segmento de recta é uma aresta (ou lado) do poligono. Cada ponto onde se
encontram dois segmentos de recta é um vértice do poligono.

A partir da defini¢do de poligono é facil vermos que uma das formas
mais simples de representar um poligono sera através da sequéncia de po-
si¢des que indica qual a ordem pela qual devemos unir os vértices com uma
aresta e onde se admite que o Gltimo elemento serd unido ao primeiro. E
precisamente essa sequéncia de argumentos que fornecemos no seguinte
exemplo, onde usamos a fungdo pré-definida polygon:



160 CAPITULO 5. ESTRUTURAS

Figura 5.1: Dois poligonos sobrepostos.

N
~

polygon (xy (-2, -1), xy(0, 2), xy( -1))
polygon(xy (-2, 1), xy(0, -2), xy(2, 1))

Imaginemos agora que, ao invés de indicarmos explicitamente as posi-
¢Oes dos vértices, pretendemos que seja uma funcdo a computa-las. Natu-
ralmente, isso obrigaria a func¢do a computar uma sequéncia de posicdes.
Ora é precisamente aqui que as listas vém dar uma ajuda preciosa: elas
permitem facilmente representar sequéncias e, para simplificar ainda mais
a sua utilizagdo, muitas das fun¢des geométricas, como line e polygon,
aceitam também listas como argumento. Na verdade, a Figura 5.1 pode ser
também obtida pelas seguintes expressoes:

polygon([xy (-2, -1), xy(0, 2), xy(2, -1)1)
polygon ([xy (-2, 1), xy(0, -2), xy(2, 1)1])

Assim, uma lista com as posi¢des de quatro vértices pode representar
um quadrildtero, um octégono sera representado por uma lista de oito vér-
tices, um hentriacontagono serd representado por uma lista de trinta e um
vértices, etc. Agora, apenas é necessdrio concentrarmo-nos na criagao des-
tas listas de posigoes.

5.4.1 Estrelas Regulares

O poligono representado na Figura 5.1 foi gerado “manualmente” pela so-
breposicdo de dois triangulos. Um poligono mais interessante é o famoso
pentagrama, ou estrela de cinco pontas, que tem sido usado com conota-
¢Oes simbdlicas, magicas ou decorativas desde os tempos da Babilénia.! A

'O pentagrama foi simbolo de perfeicio matematica para os Pitagéricos, foi simbolo
do dominio do espirito sobre os quatro elementos da matéria pelos ocultistas, represen-
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Figura 5.2: Variagoes de Estrelas numa janela do Forte de Amber, localizado
no estado de Jaipur, na India. Fotografia de David Emmett Cooley.

Figura 5.2 demonstra o uso do pentagrama (bem como do octograma, do
octégono e do hexdgono) como elemento decorativo e estrutural numa ja-
nela de pedra.

A parte as conotagdes extra-geométricas, o pentagrama é, antes de tudo,
um poligono. Por este motivo, é desenhdvel pela fungdo polygon desde
que consigamos produzir uma lista com as posi¢des dos vértices. Para isso,
vamos reportar-nos a Figura 5.3 onde é visivel que os cinco vértices do
pentagrama dividem o circulo em 5 partes, com arcos de 2 cada. Dado
o centro do pentagrama, o seu vértice superior faz um angulo de 5 com o
eixo das abcissas. Esse vértice deve ser unido, ndo com o vértice seguinte,
mas sim com o imediatamente a seguir a esse, i.e., ap6s uma rotacdo de

2:2m

dois arcos ou =" = %w. Estamos agora em condi¢des de definir a funcdo

vertices_pentagrama que constréi a lista com os vértices do pentagrama:

tou as cinco chagas de Cristo crucificado para os Cristdos, foi associado as propor¢des do
corpo humano, foi usado como simbolo magénico e, quando invertido, até foi associado ao
satanismo.



162 CAPITULO 5. ESTRUTURAS

Figura 5.3: Construgdo do Pentagrama.

vertices_pentagrama (p, raio) =
[p+vpol (raio, pi/2+0%4/5xpi),
ptvpol (raio, pi/2+1%4/5xpi),
ptvpol (raio, pi/2+2%x4/5xpi),
ptvpol (raio, pi/2+3%4/5xpi)
( )

4
ptvpol (raio, pi/2+4%4/5xpi)]

polygon (vertices_pentagrama (xy (0, 0), 1))

Como é 6bvio, a fun¢do vertices_pentagrama é demasiado repetitiva,
pelo que seria preferivel encontrarmos uma forma mais estruturada de ge-
rarmos aqueles vértices. Para isso, vamos comegar por pensar na generali-
zacdo da fungéo.

O caso geral de um pentagrama € a estrela reqular, em que se faz variar o
numero de vértices e o nimero de arcos que separam um vértice do vértice
a que ele se une. O pentagrama é um caso particular da estrela regular em
que o namero de vértices é cinco e o nimero de arcos de separagao é dois.
Matematicamente falando, uma estrela regular representa-se pelo simbolo
de Schlifli? {2} em que v é o ntimero de vértices e a é 0 ntimero de arcos
de separacdo. Nesta notagdo, um pentagrama escreve-se como {%}

Para desenharmos estrelas regulares vamos idealizar uma func¢ao que,
dado o centro da estrela, o raio do circulo circunscrito, o nimero de vértices
v (a que chamaremos n_vertices) e o nimero de arcos de separagdo a (a
que chamaremos n_arcos), calcula o tamanho do arco A¢ que é preciso
avangar a partir de cada vértice. Esse arco é, obviamente, Ap = a%”. Tal
como no pentagrama, para primeiro vértice vamos considerar um angulo
inicial de ¢ = §. A partir desse primeiro vértice ndo € preciso mais do
que ir aumentando o angulo ¢ de A¢ de cada vez. As seguintes func¢oes

’Ludwig Schlifli foi um matematico e geémetra Suigo que fez importantes contribuicdes,
em particular, na geometria multidimensional.
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implementam este raciocinio:

vertices_estrela(p, raio, n_vertices, n_arcos) =
pontos_circulo(p, raio, pi/2, n_arcosx2*pi/n_vertices, n_vertices)

pontos_circulo(p, raio, fi, dfi, n) =
if n ==
[]
else
[ptvpol (raio, fi), pontos_circulo(p, raio, fi+dfi, dfi, n-1)...]
end

Quando o objectivo é gerar uma lista de n entidades mas em que ha
uma férmula para produzir cada uma dessas entidades, o Julia disponibi-
liza uma sintaxe prépria que simplifica essa computacado. Esta sintaxe é for-
temente inspirada na sintaxe empregue em Matematica para descrever con-
juntos em compreensdo. Usando como exemplo a fungdo vertices_pentagrama,
a sua definicdo pode ser simplificada para:

vertices_pentagrama (p, raio) =
[ptvpol (raio, pi/2+ix4/5xpi)
for i in [0, 1, 2, 3, 4]]

Notemos, na definicdo anterior, que a lista de posi¢des é produzida a
partir de um cdlculo envolvendo a varidvel i, em que i assume sucessi-
vamente cada um dos valores da lista [0, 1, 2, 3, 4]. Por sua vez, esta
altima lista pode produzida por uma enumeracéo, ficando a defini¢do com
a forma:

vertices_pentagrama (p, raio) =
[p + vpol (raio, pi/2 + i*4/5xpi)
for 1 in 0:4]

A partir daqui, podemos generalizar a fun¢do, introduzindo pardme-
tros no lugar das constantes:

pontos_circulo(p, raio, fi, dfi, n) =
[p + vpol(raio, fi + ixdfi)
for i in 0:n-1]

Esta defini¢do da fun¢do pontos_circulo é, naturalmente, equivalente
a definigdo recursiva que tinhamos anteriormente. No entanto, é substan-
cialmente mais simples, evitando por completo a necessidade de usar re-
cursdo. Convém ter presente, no entanto, que a utilizagdo desta forma de
producao de lista em compreensio nao consegue resolver todos os casos de
fungdes recursivas que produzem listas, mas apenas aqueles que tém uma
estrutura suficientemente regular.

Voltando a fungdo vertices_estrela é agora facil gerar os vértices
de qualquer estrela regular. A Figura 5.4 apresenta as estrelas regulares
desenhadas a partir das seguintes expressdes:
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Figura 5.4: Estrelas regulares. Da esquerda para a direita, temos um penta-
grama ({3}), dois heptagramas ({1} e {Z}) e um octograma ({$}).

Figura 5.5: Estrelas regulares {£} com p
querda) até 9 (a direita).

polygon (vertices_estrela(xy (0, 0), 1, 5, 2))
polygon (vertices_estrela(xy (2, 0), 1, 7, 2))
polygon (vertices_estrela(xy (4, 0), 1, 7, 3))

polygon (vertices_estrela(xy(6, 0), 1, 8, 3))

A Figura 5.5 mostra uma sequéncia de estrelas regulares {%} comr a
variar desde 1 até 9.

E muito importante percebermos que a construgao de estrelas estd sepa-
rada em duas partes distintas. De um lado, o da fun¢do vertices_estrela,
produzimos as coordenadas dos vértices das estrelas pela ordem em que
estes devem ser unidos. No outro lado, o da fungdo polygon, usamos essas
coordenadas para criar uma representacao grafica dessa estrela baseada em
linhas que ligam os seus vértices. A passagem das coordenadas de um lado
para o outro é realizada através de uma lista que é “produzida” num lado
e “consumida” no outro.

Esta utilizagdo de listas para separar diferentes processos é fundamental
e serd por nos repetidamente explorada para simplificar os nossos progra-
mas.

5.4.2 Poligonos Regulares

Um poligono regular é um poligono que tem todos os lados de igual compri-
mento e todos os angulos de igual amplitude. A Figura 5.6 ilustra exemplos
de poligonos regulares. Como é ébvio, um poligono regular é um caso par-
ticular de uma estrela regular em que o nimero de arcos de separacdo é
um.
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Figura 5.6: Poligonos regulares. Da esquerda para a direita temos um tri-
angulo equilédtero, um quadrado, um pentadgono regular, um hexagono re-
gular, um heptdgono regular, um octégono regular, um enedgono regular e
um decdgono regular.

Para criarmos poligonos regulares, vamos definir uma fun¢do denomi-
nada vertices_poligono_regular que gera uma lista de coordenadas
correspondente as posi¢des dos vértices de um poligono regular de n la-
dos, inscrito numa circunferéncia de raio r centrada em p, cujo “primeiro”
vértice faz um dngulo ¢ com o eixo X. Sendo um poligono regular um caso
particular de uma estrela regular, basta-nos invocar a fungao que computa
os vértices de uma estrela regular mas usando, para o parametro Ay, ape-
nas a divisdo da circunferéncia 27 pelo nimero de lados n, i.e.:

vertices_poligono_regular(p, r, fi, n) =
pontos_circulo(p, r, fi, 2xpi/n, n)

Finalmente, podemos encapsular a geracdo dos vértices com o seu uso
para criar o poligono correspondente:

poligono_regular(p, r, fi, n) =
polygon (vertices_poligono_regular(p, r, fi, n))

Exercicio 5.4.1 Considere um poligono representado pela lista dos seus

vértices (pg p1 ... pn), tal como apresentamos no seguinte esquema, a
esquerda:
Py p Py p
Ps Py — Py P
Py Py

Pretende-se dividir o poligono em dois sub-poligonos, tal como apre-
sentado no esquema anterior, a direita. Defina a fungdo divide_poligono
que, dada a lista de vértices do poligono e dados dois indices i e j onde se
deve fazer a divisdo (com i < j), calcula as listas de vértices de cada um
dos sub-poligonos resultantes e devolve-as numa lista.

Exercicio 5.4.2 Podemos considerar uma generalizagdo do exercicio ante-
rior baseada na bissecgio do poligono usando uma linha arbitréria, tal como
podemos ver no esquema seguinte:
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P, p P p

Fs Py — Fs P

P4 P4

Para simplificar o processo, considere que cada extremidade da linha de
bisseccdo estd localizada a uma determinada fracgdo f; € [0, 1] da distancia
que vai do vértice P; ao vértice sequinte P, (com P, = P). Por exem-
plo, no esquema anterior, os vértices em questdo sdo P; e P, e a fracgdes
sdo, respectivamente, de f; = 0.3 e f4 = 0.5.

Defina a fun¢do bisseccao_poligono que, dada a lista de vértices do
poligono e dados os dois indices ¢ e j imediatamente anteriores aos extre-
mos da linha de bisseccdo e dadas as frac¢des f; e f; da distancia, respec-
tivamente, entre os vértices (P;, Pi11) e entre (P}, Pj;1), calcula as listas de
vértices de cada um dos sub-poligonos resultantes e devolve-as numa lista
(i.e., devolve uma lista de listas de vértices).

Exercicio 5.4.3 Defina a fungdo bisseccao_aleatoria_poligono que,
dados os vértices de um poligono, devolve uma lista de listas de vértices
dos sub-poligonos correspondentes a uma divisdo aleatéria do poligono. A
seguinte imagem mostra exemplos de divisoes aleatérias de um octégono.
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Exercicio 5.4.4 Usando a fun¢do bisseccao_aleatoria_poligono defi-
nida no exercicio anterior, defina a fungdo divisao_aleatoria_poligono
que, de forma aleatéria, divide e subdivide recursivamente um poligono
até que se atinja um determinado nivel de recursdo. A seguinte imagem
mostra a divisdo aleatéria de um decdgono para sucessivos niveis de recur-
sdo desde 0 até 10.

SIS R L

5.5 Linhas Poligonais e Splines

Vimos que as listas permitem armazenar um ntmero varidvel de elementos
e vimos como ¢ possivel usar listas para separar os programas que definem
os vértices das figuras geométricas daqueles que usam esses vértices para
as representarem graficamente.

No caso da fung¢do polygon discutida na secgdo 5.4, as listas de vértices
sdo usadas para a criagdo de poligonos, i.e., figuras planas limitadas por
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um caminho fechado composto por uma sequéncia de segmentos de recta.
Acontece que nem sempre queremos que as nossas figuras sejam limitadas
por caminhos fechados, ou que esses caminhos sejam uma sequéncia de
segmentos de recta ou, sequer, que as figuras sejam planas. Para resolver
este problema, necessitamos de usar fungdes capazes de, a partir de listas
de posicdes, criarem outros tipos de figuras geométricas.

O caso mais simples é o de uma linha poligonal ndo necessariamente
planar que, se for aberta, pode ser criada pela funcédo 1ine e, se for fechada,
pela fungdo closed_line. Em qualquer destes casos, as fun¢des recebem
um numero varidvel de argumentos correspondentes aos vértices da linha
poligonal ou, alternativamente, uma lista com esses vértices.

No caso de ndo pretendermos linhas poligonais mas sim curvas “su-
aves” que passem por uma sequéncia de posi¢des, podemos empregar a
fungdo spline para curvas abertas e a funcdo closed_spline para curvas
fechadas. Tal como as fungdes line e closed_line, também estas podem
receber um ntmero varidvel de argumentos ou uma lista com esses argu-
mentos.

A diferenga entre uma linha poligonal e uma spline é visivel na Figura 5.7,
onde comparamos uma sequéncia de pontos unida com uma linha poligo-
nal com a mesma sequéncia unida com uma spline. A imagem foi produ-
zida pela avaliagdo das seguintes expressoes:

pontos = [xy (0, 2), xy(l, 4),
xy(2, 0), xy(3, 3),
xy (4, 0), xy(5, 4),
xy (6, 0), xy(7, 2),
xy (8, 1), xy(9, 4)]

line (pontos)
spline (pontos)

Naturalmente, a especificagdo “manual” das coordenadas dos pontos é
pouco conveniente, sendo preferivel que essas coordenadas sejam compu-
tadas automaticamente de acordo com uma especificagdo matemdtica da
curva pretendida. Imaginemos, por exemplo, que pretendemos tragar uma
curva sinuséide a partir de um ponto P. Infelizmente, da lista de figuras
geométricas disponibilizadas pelo Khepri—pontos, linhas rectas, rectangu-
los, poligonos, circulos, arcos de circulo, etc.—n&o consta a sinusoéide.

Para resolvermos este problema, podemos criar uma aproximagdo a
uma sinuséide. Para isso, podemos calcular uma sequéncia de pontos
pertencentes a curva da sinuséide e tragar rectas ou, ainda melhor, cur-
vas que passem por esses pontos. Para calcular o conjunto de valores da
fungéo seno no intervalo [z, 1] basta-nos considerar um incremento A,
e, comegando no ponto z( e passando do ponto z; para o ponto ;4 atra-
vés de x;11 = z; + A,, vamos sucessivamente calculando o valor da ex-
pressdo sin(z;) até que z; exceda x;. Para obtermos uma definigdo recur-
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Figura 5.7: Comparacdo entre uma linha poligonal e uma spline que unem
0 mesmo conjunto de pontos.

siva para este problema podemos pensar que quando zy > z; o resultado
serd uma lista vazia de coordenadas, caso contrario juntamos a coordenada
(x0,sin(zp)) a lista de coordenadas do seno para o intervalo [zg + A, z1].
Esta defini¢do é traduzida directamente para a seguinte fungéo:

pontos_seno (x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]
else
[xy (x0, sin(x0)), pontos_seno (x0+dx, x1, dx)...]
end

Para termos uma maior liberdade de posicionamento da curva sinu-
sdise no espaco, podemos modificar a fungdo anterior para incorporar um
ponto P em relagdo ao qual se calcula a curva:

pontos_seno (p, x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]
else
[p+vy (sin (x0)), pontos_seno (p+tvx(dx), x0+dx, x1, dx)...]
end

A Figura 5.8 mostra as curvas tracadas pelas seguintes expressdes que
unem os pontos por intermédio de linhas poligonais:

line (pontos_seno(xy (0.0, 1.0), 0.0, 6.0, 1.0))
line (pontos_seno(xy (0.0, 0.5), 0.0, 6.5, 0.5)
line (pontos_seno(xy (0.0, 0.0), 0.0, 6.4, 0.

Note-se, na Figura 5.8, que demos um deslocamento vertical as curvas
para melhor se perceber a diferenca de precisdo entre elas. Como é plena-
mente evidente, quantos mais pontos se usarem para calcular a curva, mais
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Figura 5.8: Senos desenhados usando linhas poligonais com um ntimero
crescente de pontos.

Figura 5.9: Senos desenhados usando splines com um ntmero crescente de
pontos.

préxima serd a linha poligonal da verdadeira curva. No entanto, ha tam-
bém que ter em conta que o aumento do nimero de pontos obriga o Khepri
(e a ferramenta de CAD) a maior esfor¢o computacional.

Para se obterem ainda melhores aproximagdes, embora a custa de ainda

maior esforgo computacional, podemos usar splines, simplesmente mudando
as expressdes anteriores para usarem a fun¢do spline no lugar de line. O
resultado esta visivel na Figura 5.9.
Exercicio 5.5.1 Defina a fungdo pontos_sinusoide_circular de para-
metros p, 74, re, ¢ € N que computa n pontos de uma curva fechada com a
forma de uma sinusoide com c ciclos que se desenvolve num anel circu-
lar centrado no ponto p e delimitado pelos raios interior r; e exterior .,
tal como se pode ver nos varios exemplos apresentados na seguinte figura
onde, da esquerda para a direita, o ntimero de ciclos c é 12, 6, e 3.
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L 83 O

Exercicio 5.5.2 Defina a fun¢do pontos_circulo_raio_aleatoriodepa-
rametros p, o, r1 € n que computa n pontos de uma curva fechada de forma
aleatéria contida num anel circular centrado no ponto p e delimitado pelos
raios interior r; e exterior 7, tal como se pode ver nos varios exemplos
apresentados na seguinte figura onde, da esquerda para a direita, fomos
aumentando progressivamente o nimero de pontos usados, assim aumen-
tando a irregularidade da curva.

Sugestao: para a computacao dos pontos, considere a utilizagao de co-
ordenadas polares para distribuir uniformemente os pontos em torno de
um circulo mas com a distancia ao centro desse circulo a variar aleatori-
amente entre r; e r.. A titulo de exemplo, considere que a curva mais a
esquerda na figura anterior foi gerada pela expressdo

4

ndl
S

closed_spline (pontos_circulo_raio_aleatorio(xy (0, 0), 1.0, 2.0, 6))

Solomon “Sol” LeWitt foi um dos grandes impulsionadores da Arte
Conceptual, um movimento que considera que a ideia artistica é, por si
s6, uma obra de arte e, portanto, independente da sua concretizacao. A
semelhanga da arquitectura, em que a concretizagdo da ideia arquiteténica
é relegada para as dreas da engenharia e construgdo, LeWitt acreditava que
a concretizagdo da ideia artistica podia ser realizada por outros, desde que
as instrugdes para o fazer fossem claras. Assim, empenhou-se em detalhar
essas instrugdes para muitas das suas criagoes.

5.6 Trelicas

Uma trelica é uma estrutura composta por barras rigidas que se unem em
nds, formando unidades triangulares. Sendo o tridngulo o tinico poligono



5.6. TRELICAS 171

Figura 5.10: A esfera geodésica de Buckminster Fiiller. Fotografia de Glen
Fraser.

intrinsecamente estdvel, a utilizacdo de tridngulos convenientemente in-
terligados permite que as treligas sejam estruturas indeforméveis. Apesar
da simplicidade dos elementos triangulares, diferentes arranjos destes ele-
mentos permitem diferentes tipos de treligas.

E conhecido o uso de trelicas desde a Grécia antiga, em que eram uti-
lizadas para o suporte dos telhados. No século dezasseis, nos seus Quatro
Livros de Arquitectura, Andrea Palladio ilustra pontes de treligas. No século
dezanove, com o uso extensivo de metal e a necessidade de ultrapassar
vaos cada vez maiores, inventaram-se varios tipos de trelicas que se distin-
guem pelos diferentes arranjos de barras verticais, horizontais e diagonais
e que, frequentemente, se denominam de acordo com os seus inventores.
Temos assim trelicas Pratt, trelicas Howe, trelicas Town, trelicas Warren,
etc. Nas dltimas décadas as trelicas comegaram a ser intensivamente utili-
zadas como elemento artistico ou para a construgdo de superficies elabora-
das. No conjunto de exemplos mais famosos incluem-se a esfera geodésica
de Buckminster Fiiller para a Exposicdo Universal de 1967, apresentada
(reconstruida) na Figura 5.10 e as trelicas em forma de banana de Nicolas
Grimshaw para o terminal de Waterloo, visiveis na Figura 5.11.

As treligas apresentam um conjunto de propriedades que as tornam
particularmente interessantes do ponto de vista arquitecténico:

e E possivel construir trelicas muito grandes a partir de elementos re-
lativamente pequenos, facilitando a produgao, transporte e ereccéo.

* Desde que as cargas sejam aplicadas apenas nos nds da treliga, as
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Figura 5.11: Trelicas em forma de banana para o terminal de Waterloo, por
Nicolas Grimshaw. Fotografia de Thomas Hayes.

barras ficam apenas sujeitas a forcas axiais, i.e., trabalham apenas a
tracgdo ou a compressdo, permitindo formas estruturais de grande
eficiéncia.

* Uma vez que os elementos bésicos de construgdo sdo barras e nos,
é facil adaptar as dimensdes destes as cargas previstas, permitindo
assim grande flexibilidade.

5.6.1 Desenho de Trelicas

O passo fundamental para o desenho de treligas é a construgdo dos ele-
mentos triangulares fundamentais. Embora frequentemente se conside-
rem apenas trelicas bi-dimensionais (também chamadas trelicas planas), ire-
mos tratar o caso geral de uma trelica tri-dimensional composta por semi-
octaedros. Esta forma de trelica denomina-se de space frame. Cada semi-
octaedro é denominado mddulo.

A Figura 5.12 apresenta o esquema de uma trelica. Embora nesta figura
os nds da trelica estejam igualmente espagados ao longo de rectas paralelas,
nada obriga a que assim seja. A Figura 5.13 mostra uma outra trelica em
que tal ndo se verifica.

Assim, para o desenho de uma trelica, vamos considerar, como base de
trabalho, trés sequéncias arbitrarias de pontos em que cada ponto define
um no da trelica. A partir destas trés sequéncias podemos criar as ligagdes
necessdrias entre cada par de nés. A Figura 5.15 apresenta o esquema de
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Figura 5.12: Trelica composta por elementos triangulares iguais.

Figura 5.13: Trelica cujos elementos triangulares ndo sao idénticos entre si.

ligacdo a partir de trés sequéncias de pontos (ao, a1, a2), (bo, b1) € (co, 1, c2).
Note-se que a sequéncia de topo estabelecida pelos pontos b; da sequéncia
intermédia tem sempre menos um elemento que as sequéncias a; e ;.

Para a construcao da trelica precisamos de encontrar um processo que,
a partir das listas de pontos a;, b; e ¢;, ndo s6 crie os nds correspondentes
aos vérios pontos, como os interligue da forma correcta. Comecemos por
tratar da criacdo dos nés:

nos_trelica(ps) =
if ps == []
nothing
else
no_trelica(ps([1l])
nos_trelica(ps[2:end])
end

A funcdo no_trelica (notemos o singular, por oposigdo ao plural em-
pregue na fungdo nos_trelica) recebe uma posigdo e é responsavel por
criar o modelo tridimensional que representa o n6 da trelica centrado nessa
posi¢do. Uma hipoétese simples serd esta fungdo criar uma esfera onde en-
caixardo as barras, mas, por agora, vamos deixar a decisdo sobre qual o
modelo em concreto para mais tarde e vamos simplesmente admitir que a
fungdo no_trelica fard algo apropriado para criar o né. Nestes casos em
que o que se pretende é simplesmente realizar uma operacdo sobre todos

bo b1

ao a2

Co C1 (6]

Figura 5.14: Esquema de ligagdo de barras de uma trelica em space frame.
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os elementos de uma lista, é possivel utilizar uma sintaxe especial do Julia,
tal como ilustramos em seguida:

nos_trelica(ps) =
for p in ps
no_trelica (p)
end

Notemos que a leitura do programa sugere precisamente que, para cada
valor p na lista ps, invocamos a fun¢do no_trelica.

Tendo a fungdo nos_trelica, podemos comegar a idealizar a fungdo
que constroéi a trelica completa a partir das listas de posigdes ais, bis e
c1ls:

trelica(ais, bis, cis) =
begin
nos_trelica(ais)
nos_trelica (bis)
nos_trelica(cis)

end

De seguida, vamos tratar de estabelecer as barras entre os nés. Da ana-
lise da Figura 5.15 ficamos a saber que temos uma ligagdo entre cada po-
sicdo a; e cada ¢;, outra entre a; e b;, outra entre ¢; e b;, outra entre b; e
a;+1, outra entre b; e ¢;11, outra entre a; e a;;1, outra entre b; e b; 1 e, final-
mente, outra entre ¢; e ¢;1. Admitindo que a fungdo barra_trelica cria
o modelo tridimensional dessa barra (por exemplo, um cilindro, ou uma
barra prismética), podemos comegar por definir uma fun¢do denominada
barras_trelica (notemos o plural) que, dadas duas listas de pontos ps
e gs, cria barras de ligagdo ao longo dos sucessivos pares de pontos. Para
criar uma barra, a fungédo necessita de um elemento dos ps e outro dos gs, o
que implica que a funcdo deve terminar assim que uma destas listas estiver
vazia. A definicdo fica entao:

barras_trelica(ps, gs) =
\

if ps == [] as == []
nothing
else
barra_trelica(ps[l], gsl1l])
barras_trelica(ps[2:end], gs[2:end])
end

A semelhanga do que aconteceu com a fun¢do no_trelica é também
possivel simplificar a fun¢do barras_trelica percorrendo, em simulta-
neo, os elementos das duas listas ps e gs:
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barras_trelica(ps, gs) =
for (p, 9) in zip(ps, gs)
barra_trelica(p, qg)
end

Uma vez que é necessdrio percorrer duas listas, o operador for neces-
sita de duas varidveis, neste caso, p e g, varidveis essas que irdo ser suces-
sivamente atribuidas com os elementos correspondentes das duas listas,
sendo a fungdo zip quem assegura essa Correspondéncia.3

Para interligar cada né a; ao correspondente né ¢;, apenas temos de
avaliar barras_trelica(ais, cis). O mesmo poderemos dizer para in-
terligar cada né b; ao n6 a; correspondente e para interligar cada b; a cada
¢;. Assim, temos:

trelica(ais, bis, cis) =
begin

nos_trelica(ais
nos_trelica(bis
nos_trelica(cis)
barras_trelica(ais, cis)
barras_trelica(bis, ais)
barras_trelica (bis, cis)

)
)

end

Para ligar os n6s b; aos noés a;+1 podemos simplesmente subtrair o pri-
meiro no6 da lista ais e estabelecer a ligacdo como anteriormente. O mesmo
podemos fazer para ligar cada b; a cada c¢; ;. Finalmente, para ligar cada
a; a cada a;4+1 podemos usar a mesma ideia mas aplicando-a apenas a lista
ais. O mesmo podemos fazer para a lista cis. A fungdo completa fica,
entao:

trelica(ais, bis, cis) =
begin
nos_trelica(ais
nos_trelica(bis
nos_trelica(cis)
barras_trelica(ais, cis)
barras_trelica(bis, ais)
barras_trelica (bis, cis)
barras_trelica(bis, ais[2:end])
barras_trelica(bis, cis[2:end])
barras_trelica(ais[2:end], ais)
( )
( )

)
)

barras_trelica(cis[2:end], cis
barras_trelica(bis[2:end], bis
end

As funcgdes anteriores constroem trelicas com base nas fun¢oes “elemen-
tares” no_trelicaebarra_trelica. Embora o seu significado seja 6bvio,

3Esta forma de percorrer virias listas em simultineo emprega o conceito de tuplo, uma
estrutura de dados que ainda ndo discutimos mas que existe em Julia.
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Figura 5.15: Trelica construida a partir de pontos especificados arbitraria-
mente.

ainda ndo definimos estas fungdes e existem vérias possibilidades. Numa
primeira abordagem, vamos considerar que cada n6 da trelica serd cons-
tituido por uma esfera onde se irdo unir as barras, barras essas que serdo
definidas por cilindros. O raio das esferas e da base dos cilindros sera de-
terminado por um nome global, para que possamos facilmente alterar o
seu valor. Assim, temos:

raio_no_trelica = 0.1

no_trelica(p) =
sphere (p, raio_no_trelica)

raio_barra_trelica = 0.03

barra_trelica(p0O, pl) =
cylinder (p0O, raio_barra_trelica, pl)

Podemos agora criar as trelicas com as formas que entendermos. A
Figura 5.15 mostra uma trelica desenhada a partir da expressao:

trelica([xyz (0, -1, 0), xyz (1, -1.1, 0)
xyz (3, -1.6, 0), xyz(4, -1.5,
xyz (6, -1.1, 0), xyz (7, -1, 0)
[xyz (0.5, 0, 0.5), xyz (1.5, O,
xyz (3.5, 0, 2), xyz(4.5, 0, 1.
xyz (6.5, 0, 0.8)],
[xyz (0, 1, 0), xyz(l, 1.1 ,
xyz (3, 1.6, 0), xyz(4, 1.5, 0), xyz(5, 1.3, 0),
xyz (6, 1.1, 0), xyz(7, 1 ]

xyz (2, -1.4, 0),
)I XYZ(5, 71-31 O)I

Exercicio 5.6.1 Defina uma fun¢do denominada trelica_recta capaz
de construir qualquer uma das trelicas que se apresentam na imagem se-
guinte.
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Para simplificar, considere que as trelicas se desenvolvem segundo o
eixo X. A funcdo trelica_recta deverd receber o ponto inicial da treliga,
a altura e largura da trelica e o niimero de nés das fileiras laterais. Com
esses valores, a fungdo deverd produzir trés listas de coordenadas que pas-
sard como argumentos a fungdo trelica. Como exemplo, considere que
as trés trelicas apresentadas na imagem anterior foram o resultado da ava-
liagdo das expressdes:

trelica_recta(xyz (0, O,

0), 1.0, 1.0, 20)
trelica_recta(xyz (0, 5, 0), 2.0, 1.0, 20)
trelica_recta(xyz (0, 10, 0), 1.0, 2.0, 10)

Sugestdo: comece por definir a fungdo coordenadas_x que, dado um
ponto inicial p, um afastamento [ entre pontos e um ntimero n de pontos,
devolve uma lista com as coordenadas dos n pontos dispostos ao longo do
eixo X.

Exercicio 5.6.2 O custo total de uma trelica é muito dependente do nu-
mero de diferentes comprimentos que as barras podem ter: quanto menor
for esse nimero, maiores economias de escala se conseguem obter e, con-
sequentemente, mais econdmica fica a trelica. O caso ideal é aquele em que
existe um tnico comprimento igual para todas as barras.

Atendendo ao seguinte esquema, determine a altura h da trelica em
funcdo da largura ! do mddulo de modo a que todas as barras tenham o
mesmo comprimento.



178 CAPITULO 5. ESTRUTURAS

Defina ainda a fun¢do trelica_modulo que constrdéi uma trelica com
barras todas do mesmo comprimento, orientada segundo o eixo X. A fun-
¢do devera receber o ponto inicial da trelica, a largura da trelica e o ntimero
de nos das fileiras laterais.

Exercicio 5.6.3 Considere o desenho de uma trelica plana, tal como se
apresenta na seguinte figura:

bo b1 . bn—1

SNSNSNSN

ao a T Ap—1 (09

Defina uma fungdo trelica_plana que recebe, como parametros, duas lis-
tas correspondentes as posi¢des desde ag até a,, e desde by até b,,_; e que
cria 0s nds nessas posigdes e as barras que os unem. Considere, como pré-
definidas, as fun¢des nos_trelica que recebe uma lista de posi¢des como
argumento e barras_trelica que recebe duas listas de posi¢des como ar-
gumentos.

Teste a fungdo de definir com a seguinte expressao:

trelica_plana (coordenadas_x (xyz (0, 0, 0),

2.0, 20),
coordenadas_x (xyz (1, 0, 1), 2.0

, 19))

Exercicio 5.6.4 Considere o desenho da trelica especial apresentado na
seguinte figura:
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Defina uma fungdo trelica_especial que recebe, como paradmetros,
trés listas de pontos correspondentes aos pontos desde ag até a,, desde by
até b, e desde ¢y até ¢, e que cria os nds nesses pontos e as barras que os
unem. Considere, como pré-definidas, as fungdes nos_trelica que recebe
uma lista de posi¢des como argumento e barras_trelica que recebe duas
listas de posi¢des como argumentos.

5.6.2 Geragdo de Posicoes

Como vimos na secgdo anterior, podemos idealizar um processo de criagdo
de uma trelica a partir das listas de posi¢des dos seus nés. Estas listas, na-
turalmente, podem ser especificadas manualmente mas esta abordagem s6
serd realizavel para treligas muito pequenas. Ora sendo uma trelica uma
estrutura capaz de vencer vaos muito grandes, no caso geral, o namero de
nds da trelica é demasiado elevado para que possamos produzir manual-
mente as listas de posi¢des. Para resolver este problema temos de pensar
em processos automatizados para criar essas listas, processos esses que te-
nham em conta a geometria pretendida para a treliga.

A titulo de exemplo, idealizemos um processo de criacdo de trelicas em
arco, em que as sequéncias de nés a;, b; e ¢; formam arcos de circunferéncia.
A Figura 5.16 mostra uma versdo de uma destas trelicas, definida pelos
arcos de circunferéncia de raio rq e 1.

Para tornar a trelica uniforme, os nés encontram-se igualmente espa-
cados ao longo do arco. O angulo A, corresponde a esse espacamento e
calcula-se pela divisdo da amplitude angular do arco pelo nimero de nés
pretendidos n. Atendendo a que o arco intermédio tem sempre menos um
né do que os arcos laterais, temos de dividir o angulo A, pelas duas extre-
midades do arco intermédio, de modo a centrar os nds desse arco entre os
nds dos arcos laterais, tal como se pode verificar na Figura 5.16.

Uma vez que o arco é circular, a forma mais simples de calcularmos
as posigdes dos nods serd empregando coordenadas esféricas (p, ¢,1)). Esta
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Figura 5.16: Algado frontal de uma treliga em forma de arco de circulo.

decisdo leva-nos a considerar que os dngulos inicial e final dos arcos devem
ser medidos relativamente ao eixo Z, tal como é visivel na Figura 5.16. Para
flexibilizar a producédo das coordenadas dos nés do arco vamos definir uma
fungdo que recebe o centro P do arco, o raio r desse arco, o dngulo ¢, o
angulo inicial v, o incremento de angulo A e, finalmente, o niimero de
posic¢des a produzir. Assim, temos:

pontos_arco(p, r, fi, psiO, dpsi, n) =
if n ==
[]
else
[p+vsph(r, fi, psiO),
pontos_arco(p, r, fi, psiO+dpsi, dpsi, n-1)...]
end

Para construirmos a trelica em arco podemos agora definir uma fungao
que cria trés dos arcos anteriores. Para isso, a fungdo terd de receber o
centro P do arco central, o raio r,. dos arcos laterais, o raio r, do arco
central, o angulo ¢, os angulos inicial v e final ¢; e, ainda, a separagdo e
entre os arcos laterais e o nimero n de nés dos arcos laterais. A fungdo ird
calcular o incremento A, = @ e, de seguida, invoca a fungdo trelica
com os parametros apropriados:
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Figura 5.17: Trelicas em arco criadas com parametros diferentes.

trelica_arco(p, rac, rb, fi, psiO, psil, e, n) =
let dpsi = (psil-psiO)/(n-1),
v0 = vpol(e/2, fi+pi/2),
vl = vpol(e/2, fi-pi/2)
trelica(pontos_arco (p+v0, rac, fi, psiO, dpsi, n),
pontos_arco (p, rb, fi, psiO+dpsi/2, dpsi, n-1),
pontos_arco (p+vl, rac, fi, psiO, dpsi, n))
end

A Figura 5.17 mostra as trelicas construidas a partir das expressdes:

trelica_arco(xyz (0, 0, 0), 10, 9, 0, -pi/2, pi/2, 1.0, 20)
trelica_arco(xyz (0, 5, 0), 8, 9, 0, -pi/3, pi/3, 2.0, 20)

Exercicio 5.6.5 Considere a construgdo de abdbabas apoiadas em treligas
distribuidas radialmente, tal como a que se apresenta na imagem seguinte:

Esta abdbada é constituida por um determinado ndmero de trelicas de
arco circular. A largura e de cada trelica e o angulo inicial 1y a que se da
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o arranque de cada trelica sdo tais que os nds dos topos das trelicas sdo
coincidentes dois a dois e estao dispostos ao longo de um circulo de raio r,
tal como se apresenta no esquema seguinte:
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Defina a fun¢do abobada_trelicas que constréi uma abébada de tre-
licas a partir do centro da abébada P, do raio r,. dos arcos laterais de cada
trelica, do raio 7, do arco central de cada treliga, do raio r do “fecho” das
trelicas, do nimero de nés n em cada trelica e, finalmente, do ntiimero de
trelicas ng.

A titulo de exemplo, considere a figura seguinte que foi produzida pela
avaliagdo das seguintes expressoes:

abobada_trelicas(xyz (0, 0, 0), 10, 9, 2.0, 10, 3)
abobada_trelicas (xyz (25, 0, 0), 10, 9, 2.0, 10, 6)
abobada_trelicas(xyz (50, 0, 0), 10, 9, 2.0, 10, 9)
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Exercicio 5.6.6 Considere o desenho de uma escada de mdo idéntica a que
se apresenta na seguinte figura:

Repare que a escada de méo pode ser vista como uma versdo (muito)
simplificada de uma trelica composta por apenas duas sequéncias de noés.
Defina a fun¢do escada_de_mao que recebe, como pardmetros, duas listas
de pontos correspondentes aos centros das sequéncias de nés e que cria os
nos nesses pontos e as barras que os unem. Considere, como pré-definidas,
as fungdes nos_trelica que recebe uma lista de posigdes como argumento
e barras_trelica que recebe duas listas de posi¢des como argumentos.

Exercicio 5.6.7 Defina uma funcdo capaz de representar a dupla hélice do
genoma, tal como se pode ver na seguinte imagem:
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A fungdo deverd receber uma posicdo referente ao centro da base do
genoma, o raio da hélice do genoma, a diferenga angular entre os nés, a
diferenca em altura entre nés e, finalmente, o nimero de nés em cada hé-
lice. Os genomas apresentados na imagem anterior foram gerados pelas
seguintes expressoes:

genoma (xyz (0, 0, 0), 1.0, pi/32, 0.5, 20)
genoma (xyz (4, 0, 0), 1.0, pi/l6, 0.25, 40)
genoma (xyz (8, 0, 0), 1.0, pi/8, 0.125, 80)

5.6.3 Trelicas Espaciais

Vimos como é possivel definir trelicas a partir de trés listas, cada uma con-
tendo as coordenadas dos nés a que as barras das trelicas se ligam. Ligando
entre si varias destas trelicas é possivel produzir uma estrutura ainda maior
a que se da o nome de trelica espacial. A Figura 5.18 mostra um exemplo
onde sdo visiveis trés trelicas espaciais.

Para podermos definir um algoritmo que gere trelicas espaciais é im-
portante termos em conta que embora este tipo de trelicas aglomere vérias
trelicas simples, estas estdo interligadas de tal modo que cada treliga parti-
lha um conjunto de nés e barras com a trelica que lhe é adjacente, tal como
é visivel na Figura 5.19 que apresenta um esquema de uma trelica espacial.
Assim, se uma trelica espacial for constituida por duas trelicas simples in-
terligadas, a trelica espacial serd gerada, ndo por seis listas de coordenadas,
mas apenas por cinco listas de coordenadas. No caso geral, uma trelica es-
pacial constituida por n treligas simples sera definida por um 2n 4 1 listas
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Figura 5.18: Trelicas espaciais no estadio Al Ain nos Emiratos Arabes Uni-
dos. Fotografia de Klaus Knebel.

de pontos, i.e., por um ntiimero impar de listas de pontos (no minimo, trés
listas).

A defini¢do da fungdo que contréi uma treliga espacial segue a mesma
l6gica da funcdo que constréi uma trelica simples s6 que agora, em vez de
operar com apenas trés listas, opera com um ndmero impar delas. Assim,
a partir de uma lista contendo um ntmero impar de listas de coordenadas,
iremos processar essas listas de coordenadas duas a duas, sabendo que a
“terceira” lista de coordenadas c; ; da trelica i é também a “primeira” lista
de coordenadas a;41,; da trelica seguinte ¢ + 1.

bo.o bo 1

€10 = 20 C11 = a2 C12 = a2

Figura 5.19: Esquema de ligacdo de barras de uma trelica espacial.

2
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Uma vez que processamos duas listas de cada vez e partimos de um
ntmero impar de listas, no caso “final” restard apenas uma lista de coorde-
nadas que devera “fechar” a construgdo da treliga.

H4, no entanto, uma dificuldade adicional: para que a treli¢a plana te-
nha rigidez transversal é ainda necessdrio interligar entre si os nés centrais
das varias trelicas. Estes travamentos correspondem a ligar cada né b; ; ao
noé b1 ;. Assim, a medida que formos processando as listas de coordena-
das, iremos também estabelecer os travamentos entre as listas correspon-
dentes. Todo este processo é implementado pela seguinte fungéo:

trelica_espacial (ptss) =
let ais = ptss[1l],
bis = ptss([2],
cis = ptss[3]

nos_trelica(ais)
nos_trelica (bis)
barras_trelica(ais, cis)
barras_trelica(bis, ais)
barras_trelica(bis, cis)
barras_trelica(bis, ais[2:end])
barras_trelica(bls, cis[2: end])
barras_trelica(ais[2:end], is)
barras_trelica(bis[2:end], is)
if ptss[4:end] == []
nos_trelica(cis
barras trellca(
else
barras_trelica(bis, ptss[4])
trelica_espacial (ptss[3:end])
end
end

)
cis[2:end], cis)

Exercicio 5.6.8 Na realidade, uma trelica simples é um caso particular de
uma trelica espacial. Redefina a funcdo trelica de modo a que ela use a
fungdo trelica_espacial.

Agora que ja sabemos construir treligas espaciais a partir de uma lista
de listas de coordenadas, podemos pensar em mecanismos para gerar esta
lista de listas. Um exemplo simples é o de uma trelica espacial horizontal,
tal como a que se apresenta na Figura 5.20.

Para gerar as coordenadas dos noés desta trelica, podemos definir uma
funcdo que, com base no nimero de piramides pretendidas e na largura
da base da pirdmide, gera os nds ao longo de uma das dimensdes, por
exemplo, a dimensdo X:

coordenadas_x(p, 1, n) =
[ptvx (ixl) for i in O0:n-1]

Em seguida, basta-nos definir uma outra fungdo que itera a anterior ao
longo da outra dimensdo Y, de modo a gerar uma linha de nés a;, seguida
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em me-

A

2% ,

2

uma linha a;. E ainda necessario termos em conta que as linhas b; t
nos um né do que as linhas a;. Com base nestas considera¢des, podemos

guida das restantes linhas, até o final, em que teremos de produzir mais
escrever:

Figura 5.20: Uma trelica espacial horizontal, composta por oito treligas sim-
de outra linha b; deslocada para o centro da piramide e a altura desta, se-

ples com dez piramides cada uma.

5.6. TRELICAS

l, m, n) =

_ (p, hy

coordenadas_trelica_horizontal

= 0
[coordenadas_x (p,

if m
else

1, n)]

1, n),
(ptvxyz (1/2,

[coordenadas_x (p,
coordenadas_x

h) ’ ll n-1) ’
(ptvy (1),

1/2,

coordenadas_trelica_horizontal

, m—-1, n)..

1

h,

end

Podemos agora combinar a lista de listas de coordenadas produzidas

pela funcdo anterior com a que constréi uma trelica espacial. A titulo de
exemplo, a seguinte expressdo produz a trelica apresentada na Figura 5.20:

_espacial(
coordenadas_trelica_horizontal

trelica_es

(xyz (0,

Exercicio 5.6.9 Considere a constru¢do de uma trelica espacial aleatéria.
Esta trelica caracteriza-se por as coordenadas dos seus nés estarem posicio-

nados a uma distancia aleatdria das coordenadas dos nés correspondentes

de uma trelica espacial horizontal

tal como é exemplificado pela seguinte

4

se assinalou a trago mais grosso as

figura onde, para facilitar a visualizagao,

barras que unem os nds a;, b; e ¢; do esquema apresentado na Figura 5.19.
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Defina a fungdo coordenadas_trelica_aleatoria que, paraalém dos
parametros da fun¢do coordenadas_trelica_horizontal, recebe ainda
a distancia maxima r a que cada no6 da treliga aleatéria pode ser colocado
relativamente ao n6 correspondente da trelica horizontal. A titulo de exem-
plo, considere que a trelica apresentada na figura anterior foi gerada pela
avaliacdo da expressdo:

trelica_espacial (
coordenadas_trelica_aleatoria(xyz (0, 0, 0), 1, 1, 8, 10, 0.2))

Exercicio 5.6.10 Considere a construcdo de uma trelica espacial em arco,
tal como a que se apresenta na imagem seguinte (em perspectiva). Defina a
fungdo trelica_espacial_arco que, para além dos parametros da fungao
trelica_arco, possui ainda um parametro adicional que indica o ntimero
de trelicas simples que constituem a trelica espacial. A titulo de exemplo,
considere que a trelica apresentada na imagem seguinte foi gerada pela
expressdo:

trelica_espacial_arco (xyz (0, 0, 0), 10, 9, 1.0, 20, 0, pi/3, pi/3, 10)

\A
YA

XK “*—A’A
X
N X\
//ll,v B

B AVAVA

Exercicio 5.6.11 Considere a trelica apresentada na imagem seguinte:
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Esta trelica é semelhante a trelica espacial em arco mas com uma nuarnce:
os raios exterior rac e interior rb variam ao longo do eixo do arco. Esta

de a uma sinusoide de amplitude A, a variar desde um

valor inicial ag até um valor final o1, em incrementos de A,,.

variagdo correspon

Defina a fungdo trelica_ondulada que constrdi este tipo de trelicas, a

partir dos mesmos parametros da fungdo trelica_espacial_arcoeainda

dos parametros ag, a1, A, e A,. Como exemplo, considere que a figura

anterior foi gerada pela invocagdo seguinte:

1)

pi/8,

0, 4xpi,

-pi/3, pi/3,

0,

20,

(xyz (0,

trelica_ondulada
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Capitulo 6

Formas

6.1 Introdugao

Até agora temos lidado apenas com curvas e sélidos simples. Nesta seccao
vamos discutir formas mais complexas criadas a partir da unido, intersec-
¢do e subtracgdo de formas mais simples. Como iremos ver, estas operagdes
sdo muito utilizadas em arquitectura.

A Figura 6.1 ilustra o templo de Portuna (também conhecido, errada-
mente, por templo de Fortuna Virilis), uma construgdo do século um antes
de Cristo caracterizada por usar colunas, ndo como elemento eminente-
mente estrutural, mas sim como elemento decorativo. Para isso, os arqui-
tectos consideraram uma unido entre uma parede estrutural e um conjunto
de colunas, de modo a que as colunas ficassem embebidas na parede. Esta
mesma abordagem é visivel noutros monumentos como, por exemplo, o
Coliseu de Roma.

Ja no caso do edificio visivel na Figura 6.2, da autoria do atelier de Mi-
chel Rojkind, o arquitecto criou uma forma inovadora através da subtraccio
de esferas a formas paralelipipédicas.

A Figura 6.3 demonstra um terceiro exemplo. Neste caso, trata-se da
Catedral da Sagrada Familia, do arquitecto Cataldo Antoni Gaudi. Como
iremos ver na secgdo 6.7, algumas das colunas idealizadas por Gaudi para
esta obra resultam da intersecgio de prismas torcidos.

6.2 Geometria Construtiva

A geometria construtiva de solidos é uma das técnicas mais usadas para a
modelagdo de sdlidos. Esta abordagem baseia-se na combinagdo de soli-
dos simples, como paralelipipedos, esferas, pirdmides, cilindros, toros, etc.
Cada um destes sélidos pode ser visto como um conjunto de pontos no
espaco e a sua combinacao ¢ feita usando operacdes de conjuntos como a

191
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Figura 6.1: Templo de Portuna em Roma, Itdlia. Fotografia de Rickard
Lamré.

Figura 6.2: Nestlé Application Group em Querétaro, México. Fotografia de
Paul Rivera - archphoto.
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Figura 6.3: Colunas da Catedral da Sagrada Familia em Barcelona, Espa-
nha. Fotografia de Salvador Busquets Artigas.

unido, a intersec¢do e a subtrac¢do desses conjuntos de pontos. Por sim-
plicidade de expressdo, vamos denominar o conjunto de pontos no espago
por regido.

Comecemos por considerar a operagdo de unido. Dadas as regides Ry
e Ry, a sua unido Ry U R; é o conjunto de pontos que pertence a R ou
que pertence a R;. Esta operagdo é implementada no Khepri pela funcdo
union. A Figura 6.4 mostra, a esquerda, a unido entre um cubo e uma
esfera, produzida pelas seguintes expressdes:
cubo = box(xyz (0, 0, 0), xyz(l, 1, 1))

esfera = sphere(xyz (0, 1, 1), 0.5)
union (cubo, esfera)

Uma outra operagdo é a intersecgido de regides Ry N R, que produz o
conjunto de pontos que pertencem, simultaneamente, aos conjuntos Ry e
R e que, no Khepri, se obtém através da fungdo intersection. A segunda
imagem da Figura 6.4 mostra a intersec¢do entre um cubo e uma esfera e
foi produzida pelas seguintes expressdes:
cubo = box(xyz (2, 0, 0), xyz(3, 1, 1))

esfera = sphere(xyz (2, 1, 1), 0.5)
intersection (cubo, esfera)

Finalmente, existe ainda a operagdo de subtracgio de regides Ry \ Ri que
corresponde ao conjunto de pontos que pertence a Ry mas que ndo pertence
a Ry. Ao contrario das anteriores, esta opera¢do ndo é comutativa. Assim, é
diferente subtrair uma esfera a um cubo de subtrair um cubo a uma esfera.
Essa diferenga € visivel na duas imagens a direita da Figura 6.4 que foram
produzidas pelas expressoes:
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Figura 6.4: Combinag¢des de volumes. A imagem da esquerda representa a
unido de um cubo com uma esfera, a imagem do centro representa a inter-
secgdo do cubo com a esfera e as imagens da direita representam a subtrac-
¢do do cubo pela esfera e a subtrac¢do da esfera pelo cubo.

cubo = box(xyz (4, 0, 0), xyz(5, 1, 1))
esfera = sphere(xyz (4, 1, 1), 0.5)
subtraction (cubo, esfera)

e pelas expressoes:

cubo = box(xyz (6, 0, 0), xyz(7, 1, 1))
esfera = sphere(xyz (6, 1, 1), 0.5)
subtraction (esfera, cubo)

A semelhanca de outras fungdes ja discutidas, como line e spline, as
fung¢des union, intersection, e subtraction recebem qualquer nimero
de argumentos ou, alternativamente, uma lista com todos os argumentos.
Como exemplo de utilizagdo destas operag¢des, consideremos trés cilindros
dispostos segundo os eixos X, Y e Z. A unido destes cilindros esta visivel
no lado esquerdo da Figura 6.5 e foi gerada pela expressdo:

union(cylinder (xyz (-1, 0, 0), 1, xyz (1, 0, 0)),
cylinder (xyz (0, -1, 0), 1, xyz(0, 1, 0)),
cylinder (xyz (0, 0, -1), 1, xyz (0, 0, 1)))

Este objecto tem a propriedade de, quando visto em planta, algado late-
ral e algado frontal, se reduzir a um quadrado. No lado direito da mesma
figura encontra-se um sélido ainda mais interessante, gerado pela intersec-
¢do dos mesmos trés cilindros, produzindo um objecto que, obviamente,
ndo é uma esfera mas que, tal como a esfera, projecta um circulo em planta,
em algado frontal e em al¢ado lateral.

Para melhor percebermos a diferenca entre o objecto construido pela in-
terseccdo dos cilindros e uma verdadeira esfera, podemos subtrair a esfera
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Figura 6.5: A unido e intersec¢do de trés cilindros dispostos ortogonal-
mente.

ao objecto. Para podermos “espreitar” o interior do objecto, vamos subtrair
uma esfera com um raio (muito) ligeiramente maior que o dos cilindros:

subtraction (
intersection(cylinder (xyz (-1, 0, 0), 1, xyz(l, 0, 0)),
cylinder(xyz (0, -1, 0), 1, xyz(0, 1, 0)),
cylinder (xyz (0, 0, -1), 1, xyz(0, 0, 1))),
sphere (xyz (0, 0, 0), 1.01))

O resultado encontra-se representado na Figura 6.6.
Exercicio 6.2.1 Pretende-se modelar uma bacia de pedra idéntica a que se
apresenta na imagem seguinte:

Os parametros relevantes para a bacia encontram-se representados no
alcado frontal, planta e alcado lateral apresentados na imagem seguinte:
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Figura 6.6: Subtracgdo de uma esfera a intersecgdo de trés cilindros disposto
ortogonalmente. A esfera tem um raio 1% superior ao dos cilindros por
forma a permitir visualizar o interior.

Defina uma fungdo denominada bacia que constroi uma bacia idéntica
a da figura anterior.

Exercicio 6.2.2 Pretende-se modelar uma banheira de pedra idéntica a
que se apresenta na imagem seguinte:
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Os parametros relevantes para a banheira encontram-se representados
no alcado frontal, planta e algado lateral apresentados na imagem seguinte:

Defina uma fungdo denominada banheira que constroi uma banheira
idéntica a da figura anterior.

6.3 Superficies

Até agora, temos usado o Khepri para a criagdo de curvas, que visualiza-
mos normalmente em duas dimensdes, por exemplo, no plano XY, ou para
a criacdo de solidos, que visualizamos a trés dimensdes. Agora, vamos ver
que o Khepri também permite a criagdo de superficies.
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Existem muitas formas de o Khepri criar uma superficie. Vdrias das
fung¢des que produzem curvas fechadas possuem uma versao com os mes-
mos pardmetros mas com a diferenca de produzirem a superficie delimi-
tada por essas curvas. As fung()es surface_circle, surface_rectangle,
surface_polygon e surface_regular_polygon recebem exactamente os
mesmos argumentos que, respecivamente, as fun¢des circle, rectangle,
polygon, € regular_polygon, mas produzem superficies em vez de cur-
vas. Para além destas, existe ainda a funcdo surface_arc que produz
uma superficie limitada por um arco e pelos raios que as extremidades
desse arco fazem com o centro do arco. Finalmente, existe ainda a fungao
surface que recebe uma curva ou lista de curvas e produz uma superficie
delimitada por essa curva ou curvas. Na verdade, temos que:

surface_circle(...)=surface(circle(...))
surface_rectangle(...)=surface (rectangle(...))
surface_polygon(...)=surface(polygon(...))

e, de forma idéntica, se estabelecem as equivaléncias para as restantes fun-
¢oes.

Tal como os sélidos, também as superficies podem ser combinadas com
as operagdes de unido, interseccdo e subtraccdo para criar superficies mais
complexas. Por exemplo, consideremos a seguinte unido entre uma super-
ficie triangular e um circulo

union (surface_polygon(xy (0, 0), xy(2, 0), xy(1, 1)),
surface_circle(xy (1, 1), 0.5))

cujo resultado se encontra no canto superior esquerdo da Figura 6.7.

Se, no lugar da unido, tivessemos optado pela interseccdo, ja o resul-
tado seria o representado no canto superior direito da Figura 6.7. A sub-
traccdo do circulo ao tridngulo estd representada no canto inferior esquerdo
da Figura 6.7 e, como a subtrac¢do ndo é uma operacdo comutativa, pode-
mos ainda fazer a subtrac¢do inversa visivel no canto inferior direito da
Figura 6.7.

6.3.1 Trifélios, Quadrifélios e Outros Folios

O trifélio é um elemento arquitectural que teve enorme divulgacdo durante
o perfodo Gético. Trata-se de uma ornamentagdo constituida por trés cir-
culos tangentes dispostos em torno de um centro, usualmente associada
ao topo das janelas Géticas mas que pode ocorrer em vérios outros locais.
Para além do trifélio, a arquitectura Gética também explorou o quadrifélio,
o pentafélio e outros “félios.” Na Figura 6.8 apresentamos vérios exemplos
deste elemento, a par de algumas suas derivagdes.
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Figura 6.7: Operag¢des de combinagdo de superficies aplicadas a uma super-
ficie triangular e a uma superficie circular. No canto superior esquerdo esta
representada a unido e no direito a interseccdo. No canto inferior esquerdo
esta representada a subtraccdo do primeiro pelo segundo e no direito a sub-
traccdo do segundo pelo primeiro.

Figura 6.8: Trif6lios, quadrifdlios, pentafélios e outros “félios” numa janela
da Catedral de Sao Pedro, em Exeter, Inglaterra. Fotografia de Chris Last.
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Figura 6.9: Os parametros de um trifélio.

Nesta seccdo vamos usar as operagdes que permitem criar e combinar
superficies para construir trifélios, quadrifélios e, mais genericamente, n-
félios. Por agora vamos considerar apenas o trifélio.

Para determinarmos os pardmetros de um trifélio vamos reportar-nos
a Figura 6.9 onde apresentamos um trifélio “deitado.” Nessa figura, pode-
mos identificar r, como o raio exterior do trifélio, 7y como o raio de cada
“folha” do trifélio, p a distancia do centro de cada folha ao centro do trifé-
lio e r; o raio do circulo interior do trifélio. Uma vez que o trifélio divide a
circunferéncia em trés partes iguais, o angulo a corresponderd necessaria-
mente a metade de um tergo da circunferéncia, ou seja, « = 5. No caso de
um quadrifélio teremos, obviamente, & = 7 e no caso geral de um n-félio
teremos o = 7.

Empregando as relagdes trigonométricas podemos relacionar os para-
metros do trifélio uns com os outros:

ry = psina
ri = pCosq

ptry=re

Se assumirmos que o parametro fundamental é o raio exterior do trifélio,
re, entdo podemos deduzir que:

p= 1—|—sin%
Te

T =

f 1+ 1

s —
n
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T
n

1—|—sin%

CcOS
T =Te

A partir destas equagdes, podemos decompor o processo de criagdo de
um n-félio como a unido de uma sucessao de circulos de raio ry dispostos
circularmente com um ultimo circulo central de raio r;. Transcrevendo para
Julia, temos:

n_folio(p, re, n) =
union (folhas_folio(p, re, n), circulo_interior_folio(p, re, n))

A fungdo circulo_interior_folio define-se directamente a partir da
férmula do raio do circulo interior:

circulo_interior_folio(p, re, n) =
surface_circle(p, rexcos(pi/n)/ (l+sin(pi/n)))

Para a fungdo folhas_folio, responsavel por criar as folhas dispostas
circularmente, vamos considerar o emprego de coordenadas polares. Cada
folha (de raio r;) serd colocada numa coordenada polar determinada pelo
raio p e por um angulo ¢ que vamos recursivamente incrementando de
Ay = 27, Para isso, vamos definir uma nova fungéo que implemente este
processo:

uniao_circulos(p, ro, fi, d_fi, rf, n) =

if n ==
Farars
else
union (surface_circle (p+vpol (ro, fi), rf),
uniao_circulos(p, ro, fi+d_fi, d_fi, rf, n-1))
end

O problema que se coloca agora é saber o que é que a funcdo devolve
quando n é zero. Para melhor percebermos o problema, imaginemos que
nomeamos 0s n circulos a unir de ¢y, ¢, ..., ¢,. Uma vez que, durante a
recursdo, a fung¢do vai deixando as unides pendentes, quando atingimos a
condicdo de paragem temos:

union (ci,
union (ca,

union (cpn,
?2?272)))

Torna-se agora claro que 2722 tem de ser algo que possa ser usado como
argumento de uma unido e que, para além disso, ndo afecta as unides pen-
dentes. Ora isto implica que 2?2 tem de ser o elemento neutro da unido
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Figura 6.10: Um trif6lio e um quadrifélio.

@. E precisamente para esse propésito que o Khepri providencia a fun-
¢do empty_shape. Quando invocada, a fun¢do empty_shape produz uma
regido vazia, i.e.,, um conjunto vazio de pontos no espago, literalmente re-
presentando uma forma vazia que, consequentemente, é elemento neutro
da unido de formas.

Usando esta fungao, ja podemos escrever o algoritmo completo:

uniao_circulos(p, ro, fi, d_fi, rf, n) =
if n ==
empty_shape ()

else
union (surface_circle (ptvpol (ro, fi), rf),
uniao_circulos(p, ro, fi+d_fi, d_fi, rf, n-1))
end

Estamos agora em condic¢des de definir a fungdo folhas_folio quein-
voca a anterior com os valores pré-calculados de p, Ay e ;. Para simplifi-
car, vamos considerar um angulo ¢ inicial de zero. Assim, temos:

folhas_folio(p, re, n) =
uniao_circulos (p, re/(l+sin(pi/n)),
0,
2xpi/n,
re/ (1+1/sin(pi/n)),
n)

Com base nestas fung¢des, podemos criar um trifélio ao lado de um qua-
drifélio, tal como apresentamos na Figura 6.10, simplesmente avaliando as
seguintes expressoes:

n_folio(xy(0, 0), 1, 3)
n_folio(xy (2.5, 0), 1, 4)
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Figura 6.11: Félios com ntimero de folhas crescente. De cima para baixo e
da esquerda para a direita estdo representados um pentafélio, um hexafé-
lio, um heptafélio, um octofdlio, um eneafélio e um decafélio.

Naturalmente, podemos usar a fun¢do para gerar outros “f6lios.” A Fi-
gura 6.11 mostra um pentafélio, um hexafélio, um heptafélio, um octofélio,
um eneafélio e um decafélio.

Tendo um mecanismo genérico para a construgao de n-félios, é tenta-
dor explorar os seus limites, em particular quando reduzimos o namero de
folhas. O que serd um félio de duas folhas?

Infelizmente, quando experimentamos criar um destes “bifélios,” en-
contramos um erro provocado pela fungdo circulo_interior_folio. O
erro ocorre porque, na verdade, a medida que diminui o ntiimero de félios,
o raio do circulo interior vai-se reduzindo até se tornar simplesmente zero.
De facto, para n = 2, o raio do circulo interior fica

s
COS 2

Ty =Te -
1 +sin 3§

ou seja,
0
ri = re§ =0

Nao é dificil corrigir o problema inserindo um teste na funcdon_folio
que evite fazer a unido das folhas com o circulo interior quando este tem
raio zero. Contudo, essa ndo é a melhor opgao pois, do ponto de vista ma-
temaético, o algoritmo de construgdo de félios que tinhamos idealizado con-
tinua perfeitamente correcto: ele une um circulo interior a um conjunto de
folhas. Acontece que quando o circulo interior tem raio zero, ele representa
um conjunto vazio de pontos, ou seja, uma forma vazia, e a unido de uma
forma vazia aos circulos correspondentes as folhas ndo altera o resultado.
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Figura 6.12: Um bifdlio.

Com base na possibilidade de criar formas vazias, podemos agora rede-
finir a fungdo circulo_interior_foliodemodo a que, quando o niimero
de folhas for dois, a fung¢do devolva uma forma vazia:

circulo_interior_folio(p, re, n) =
if n ==
empty_shape ()
else
surface_circle(p, rexcos(pi/n)/ (l+sin(pi/n)))
end

Empregando esta redefinicdo da funcao, ja é possivel avaliar a expres-
sd0 n_folio(xy (0, 0), 1, 2) sem gerar qualquer erro e produzindo o
bifélio correcto, visivel na Figura 6.12.

Sendo possivel gerar bifélios, trifélios, quadrifélios e n-félios, é legitimo
pensar também nos conceitos de unifdlio e de zerofélio e tentar imaginar as
suas formas. Infelizmente, aqui chocamos com limites matematicos mais
dificeis de ultrapassar: quando o ntimero de félios é um, o raio r; do cir-
culo interior fica negativo, perdendo todo o sentido geométrico; quando o
numero de fdlios é zero, a situagdo é igualmente absurda, pois o angulo «
torna-se uma impossibilidade devido a divisao por zero. Por estes motivos,
o bifélio é o limite inferior dos n-félios.

6.4 Algebra de Formas

Na secg¢éo anterior vimos a necessidade de introdugéo do conceito de forma
vazia. Essa necessidade torna-se mais evidente quando comparamos as
operagdes de combinagdo de formas com as operagdes algébricas, como a
soma e o produto. Consideremos, para comegar, uma fun¢do que some
uma lista de niimeros:
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soma (numeros) =
if numeros == []
0
else
numeros [1l]+soma (numeros[2:end])
end

Como podemos ver na fung¢do anterior, a soma de uma lista vazia de nu-
meros é zero. Isto faz sentido pois, se ndo ha niimeros para somar, o total é
necessariamente zero. Por outro lado, quando pensamos que, durante a re-
cursdo ficam somas pendentes entdo, quando se atinge o caso de paragem,
é necessdrio que seja devolvido um valor que néo afecte as somas penden-
tes e, mais uma vez, faz sentido que esse valor tenha de ser zero pois esse é
o elemento neutro da soma.

Do mesmo modo, se pensarmos numa func¢do que calcule a unido de
uma lista de regides, devemos escrever:
unioes (regioes) =

if regioes == []

empty_shape ()
else

union (regioes[1l], unioes(regioes[2:end]))
end

pois empty_shape () € 0 elemento neutro da unido de regides.
Consideremos agora uma funcdo que multiplique uma lista de ntime-
ros, onde deixdmos por decidir qual serd o valor da funcdo no caso bésico:

produto (numeros) =

if numeros == []

7?77
else

numeros [l]xproduto (numeros[2:end])
end

Embora a maior parte das pessoas tenha a tentacdo de usar para valor
do caso bdsico o ntimero zero, isso seria incorrecto pois esse zero, por ser
o elemento absorvente do produto, seria propagado ao longo da sequén-
cia de produtos que ficaram pendentes até ao caso bésico, produzindo um
resultado final de zero. Assim, torna-se claro que o valor correcto do caso
basico tem de ser 1, i.e., 0 elemento neutro do produto:
produto (numeros) =

if numeros == []
1
else

numeros [1l]xproduto (numeros[2:end])
end

Esta analise é crucial para agora podermos definir correctamente uma
funcdo que calcule a interseccdo de uma lista de regides. Embora seja facil
escrever um primeiro esboco
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interseccoes (regioes) =
if regioes == []
72?7
else
intersection(regioes[1l], interseccoes(regioes([2:end]))
end

ja ndo é tdo evidente saber o que colocar no lugar de 222. O que sabemos
é que esse valor tem de ser o elemento neutro da operacdo de combina-
¢do que, neste caso, é a intersecgdo. Felizmente, ndo é dificil concluir que
esse elemento neutro é, necessariamente, a forma universal U, i.e., a forma
que inclui todos os pontos do espago. Essa forma é produzida pela fungéo
universal_shape. Assim, jd podemos definir:

interseccoes (regioes) =
if regioes == []
universal_shape ()
else
intersection(regioes([1l], interseccoes (regioes[2:end]))
end

E importante percebermos que a necessidade das fun¢des empty_shape
e universal_shape resulta de termos de assegurar o correcto comporta-
mento matemdtico das operagdes de unido, intersecgao e subtraccdo de re-
gides. Esse comportamento matematico é ditado pelas seguintes equagoes
da algebra de regioes:
RUG=0UR=R
RUU=UUR=U
RUR=R
RNo=0NR=9g

RNU=UNR=R

RNR=R
R\@ =R
G\R=0
R\R=92

Exercicio 6.4.1 A algebra de regides que elabordmos encontra-se incom-
pleta por ndo incluir a operagdo de complemento de uma regiao. O comple-
mento RY de uma regido R define-se como a subtraccdo a regido universal
U da regido R:

R°=U\R
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A operacdo de complemento permite representar o conceito de buraco.
Um buraco com a forma da regido R obtém-se simplesmente através RC.
Um buraco nédo tem representacdo geométrica 6bvia, pois é dificil imagi-
nar um buraco sem sabermos de que regido é que ele é buraco, mas, do
ponto de vista matematico, o conceito fard sentido se as operacdes algé-
bricas sobre regides o souberem interpretar. Por exemplo, dado o buraco
R{, podemos aplic-lo a uma regido Ry através da interseccio das duas
regides Ry N RY. Como as ferramentas de CAD néo sabem lidar com com-
plementos de regides, a operagdo terd de ser traduzida em termos de outras
operagdes ja conhecidas. Neste caso, a subtrac¢do é uma escolha ébvia, pois
RoyNRY = Ry \ Ry.

Para completar a dlgebra de buracos é necessario definir o resultado das

operacdes de unido, interseccdo e subtraccdo quando aplicadas a buracos.
Defina matematicamente essas operagdes, bem como a combinagdo entre
regides “normais” e buracos.
Exercicio 6.4.2 Uma vez que o Khepri ndo implementa o conceito de com-
plemento, defina um construtor para complementos de regides. O constru-
tor devera receber a regido da qual se pretende o complemento e devera
devolver um objecto que represente simbolicamente o complemento da re-
gido. Nao se esqueca que o complemento do complemento de uma regido
é a propria regido.

Defina também um reconhecedor de complementos que poderd rece-
ber qualquer tipo de objecto e devolverd verdade apenas para aqueles que
representam complementos de regides.

Exercicio 6.4.3 Defina as operagdes de unido, intersecgdo e subtracgdo de
regides de modo a lidarem com complementos de regides.

Exercicio 6.4.4 Considere a construc¢do de uma regido composta por uma
unido recursiva de poligonos regulares sucessivamente mais pequenos e
centrados nos vértices do poligono imediatamente maior, tal como se pode
ver nos trés exemplos apresentados na seguinte figura:

Tal como acontecia com a func¢do vertices_poligono_regular defi-
nida na Secc¢do 5.4.2, cada um destes poligonos é caracterizado por estar
inscrito numa circunferéncia de raio r centrada num ponto p, por ter um
“primeiro” vértice que faz um angulo ¢ com o eixo X e por ter um deter-
minado ntimero de lados n. Para além disso, a construg¢do dos poligonos
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regulares é feita de modo a que cada vértice seja o centro de um novo poli-
gono idéntico, mas inscrito num circulo cujo raio é uma fracgdo (dada por
a,) do raio r, sendo este processo repetido um determinado ntimero de ni-
veis. Por exemplo, na figura anterior, a imagem mais a esquerda foi feita
comp = (0,0),r=1,¢ =0, a, = 0.3, n = 4 e com um namero de niveis
igual a 2. No conjunto, as imagens foram produzidas pela avaliacdo das
seguintes expressoes:

poligonos_recursivos (xy (0, 0), 1, 0, 0.3, 4, 2)
poligonos_recursivos (xy (3, 0), 1, pi/3, 0.3, 3, 3)
poligonos_recursivos (xy (6, 0), 1, 0, 0.3, 5, 4)

Exercicio 6.4.5 As torres Petronas foram desenhadas pelo arquitecto Ar-
gentino César Pelli e foram consideradas os edificios mais altos do mundo
desde 1998 até 2004. A Figura 6.13 mostra uma perspectiva do topo de uma
das torres.

A seccdo das torres, fortemente inspirada em motivos islamicos, é com-
posta por dois quadrados rodados de um quarto de circulo que se intersec-
tam e ao qual se adicionam circulos nos pontos de interseccao, tal como se
pode ver no seguinte esquema construtivo.

Note-se que os circulos sdo tangentes as arestas imaginarias que ligam
o0s vértices.

Defina uma fungédo Julia denominada seccao_petronas que recebe o
centro da seccdo e a largura [ e produzem a secgdo da torre Petronas. Suges-
tao: use as fungées surface_regular_polygon € uniao_circulos para
gerar as regides relevantes.

Exercicio 6.4.6 Defina a fungdo torre_petronas que, a partir do centro
da base, constréi uma sucessdo de sec¢des da torre Petronas de modo a re-

produzir a geometria real da torre Petronas, tal como se ilustra na seguinte
perspectiva onde a fungdo foi invocada duas vezes em posi¢des diferentes:
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Figura 6.13: As torres Petronas, localizadas em Kuala Lumpur, na Malasia.

Fotografia de Mel Starrs.
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Exercicio 6.4.7 Considere a imagem seguinte:

A imagem representa um abrigo de forma paralelipipédica construido
com tubos cilindricos cortados de modo a que o espago interior tenha a
forma de um quarto de esfera. Note que os tubos cilindricos possuem uma
espessura que € 10% do raio. Note ainda a rela¢do entre o raio do quarto de
esfera e o dos cilindros.

Defina uma funcdo que constréi o abrigo a partir do centro da esfera, da
altura do paralelipipedo e do niimero de tubos a colocar ao longo da altura.
Exercicio 6.4.8 Refaca o exercicio anterior mas agora considerando a ori-
entagdo dos tubos visivel na imagem seguinte:
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Exercicio 6.4.9 Refaca o exercicio anterior mas agora considerando a ori-
entagdo dos tubos visivel na imagem seguinte:

Exercicio 6.4.10 Considere a construgao de uma “esfera” de cones tal como
se apresenta na seguinte imagem:
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Note que todos os cones tém o seu vértice no mesmo ponto e estdo
orientados de modo a que o centro da base fica assente numa esfera virtual.
Note que todos os “meridianos” e “paralelos” possuem o0 mesmo ntimero
de cones e note também que o raio da base dos cones diminui a medida que
nos aproximamos dos “pélos” para que os cones nao interfiram uns com os
outros.

Escreva um programa em Julia capaz de construir a “esfera” de cones.
Exercicio 6.4.11 Considere uma variagdo sobre a “esfera” de cones do
exercicio anterior em que, ao invés de diminuirmos o raio da base dos co-
nes a medida que nos aproximamos dos pdlos, diminuimos o ntimero de
cones, tal como se apresenta na seguinte imagem:

Escreva um programa em Julia capaz de construir esta “esfera” de co-
nes.
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Exercicio 6.4.12 Defina uma fun¢do em Julia capaz de criar cascas esféri-
cas perfuradas, tal como as que se apresentam em seguida:

A fungdo deverd ter como argumentos o centro, raio e espessura da
casca esférica, e o raio e nimero de perfuragdes a realizar ao longo do
“equador.” Este nimero deverd diminuir a medida que nos aproximamos
dos “pdlos.”

Exercicio 6.4.13 Considere a seguinte construcao feita a partir de um ar-
ranjo aleatorio de esferas perfuradas:

Para modelar a imagem anterior, defina uma fungdo que recebe dois
pontos que definem os limites de um volume imaginario (paralelo aos ei-
xos coordenados) dentro do qual estdo localizados os centros das esferas
e ainda o valor minimo e méximo do raio de cada esfera, a espessura da
casca, o numero de esferas a criar e, finalmente, os pardmetros necessérios
para realizar o mesmo tipo de perfura¢des em cada esfera.

Note que o interior da construgdo devera estar desimpedido, i.e., tal
como se ilustra no seguinte corte:
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Exercicio 6.4.14 Considere um cubo construido a partir de um arranjo de
cubos mais pequenos, tal como se apresenta na imagem seguinte:

.

Como é facil de ver, os cubos pequenos possuem, cada um, um tergo do
lado do cubo construido. Defina uma fungdo que, a partir das coordena-
das de um vértice do cubo e do comprimento do lado do cubo a construir,
constroéi este cubo respeitando o arranjo de cubos pequenos que aparece na
imagem anterior.

Exercicio 6.4.15 A esponja de Menger é um conhecido fractal descoberto
pelo matematico Karl Menger. A seguinte imagem mostra varios estagios
da construgdo de uma esponja de Menger.
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A semelhanga do exercicio anterior, a construcdo de uma esponja de
Menger pode ser feita através da composicdo de cubos mais pequenos, com
a nuance de se substituirem os cubos pequenos por (sub-)esponjas de Men-
ger. Naturalmente, no caso de uma implementacdo em computador, esta
recursao infinita é impraticavel e, por isso, ha que estabelecer uma condi-
¢do de paragem, a partir da qual ndo se cria uma (sub-)esponja de Menger,
mas sim um cubo.

Defina a fungdo esponja_menger que recebe as coordenadas de um
vértice da esponja, a dimensdo da esponja e o grau de profundidade de-
sejado para a recursao.

Exercicio 6.4.16 Considere a seguinte cobertura feita de abébadas em arco

' /\ r- (-\ﬂ

Defina uma fun¢do denominada cobertura_arcos_romanos que tem
como parametros o centro da cobertura, o raio do circulo que circunscreve
a cobertura, a espessura da cobertura e o ntimero de arcos a colocar e que
produz coberturas como as apresentadas acima. Assegure-se que a sua
funcado consegue gerar a seguinte cobertura de apenas trés arcos:
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Figura 6.14: Corte de um sélido por intermédio de um plano de corte de-
finido por um ponto P pertencente ao plano e por um vector N normal ao
plano.

N

6.5 Corte de Regides

Para além das operagdes de unido, interseccdo e subtrac¢do, o Khepri dis-
ponibiliza a operagado de corte, implementada pela fungdo s1ice. Esta ope-
ragdo permite modificar uma regido através do seu corte por um plano.
A especificagdo do plano é feita através de um ponto contido nesse plano
e um vector normal ao plano. A direc¢do do vector indica qual a regido
que se pretende descartar. A Figura 6.14 ilustra o corte de um cubo por
um plano (virtual) definido pelo ponto P e pelo vector N. A sintaxe desta
operacdo é slice (regido, P, N).

Como exemplo de utilizacdo desta operagdo consideremos a criacao de
um “gomo” (de angulo de abertura ¢) de uma esfera de raio r centrada em
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) ppovY

Figura 6.15: Gomos de uma esfera. Da direita para a esquerda, o angulo
entre os planos de corte varia desde 0 até m em incrementos de 7 /6.

p. O gomo é obtido através de dois cortes verticais na esfera.

gomo_esfera(p, r, fi) =
slice(slice (sphere(p, r),

1SN
veyl(l, 0, 0)),

1%
veyl (1, f£i, 0))

A Figura 6.15 apresenta gomos com diferentes aberturas gerados pela
fungdo gomo_esfera.

Frequentemente, os planos de corte que pretenderemos empregar terao
normais paralelas aos eixos coordenados. Para facilitar esses casos, vamos
definir fung¢des apropriadas:

ul () =
xyz (0, 0, 0)

vux () =
vxyz (1, 0, 0)

vuy () =
vxyz (0, 1, 0)

vuz () =
vxyz (0, 0, 1)

Usando estas fungdes, podemos facilmente construir sélidos com for-
mas complexas. Por exemplo, um oitavo de uma esfera obtém-se através
de trés cortes:
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Figura 6.16: A criacdo de um tetraedro por sucessivos cortes num paraleli-
lipedo envolvente.

slice(slice(slice (sphere (u0 () 2),

ul (), vux()),
u0 (), vuy()),
u0 (), wvuz())

Para terminarmos, consideremos a modelacao de um tetraedro. O te-
traedro é o mais simples dos sélidos platénicos e caracteriza-se por ser
um poliedro de quatro lados triangulares. Esses quatro lados unem-se em
quatro vértices que especificam totalmente o tetraedro. Embora o Khepri
disponibilize varias operac¢des para modelar alguns dos s6lidos fundamen-
tais, como o paralelipipedo ou a pirdmide regular, ndo disponibiliza uma
operagdo especifica para criar tetraedros. Para implementar esta operagao,
podemos produzir o tetraedro através de cortes num paralelipipedo que
envolva totalmente os quatro vértices do tetraedro, tal como apresentamos
na Figura 6.16.

Para especificarmos o paralelipipedo envolvente, basta-nos calcular os
valores méximo e minimo das coordenadas dos vértices do tetraedro. Em
seguida, cortamos o paralelipipedo usando os quatro planos corresponden-
tes as faces do tetraedro, planos esses definidos pelas combinagdes dos qua-
tro vértices tomados trés a trés. Assim, admitindo que o tetraedro tem os
vértices Py, P1, P> e P3, o primeiro corte serd definido pelo plano contendo
os pontos Py, P, e P e preservando a parte que contém P, o segundo pelos
pontos P;, P» e P3 e preservando F, o terceiro pelos pontos P», P; e Py e
preservando P, e o quarto pelos pontos Ps3, Py e P; e preservando P». Cada
um destes planos sera especificado na operagdo de corte por um ponto e
pelo vector normal ao plano. Para o calculo deste vector normal temos de
empregar o produto externo de dois vectores (implementado pela fungdo
pré-definida cross) e temos de verificar se a normal aponta na direcgdo do
ponto a preservar, o que podemos fazer verificando o sinal do produto in-
terno (implementado pela fungdo pré-definida dot) entre o vector normal
e 0 vector que termina no ponto a preservar.
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normal_pontos (p0, pl, p2, p3) =
let v0 = pl-pO,

vl = p2-p0,
n = cross(v0, vl)
if dot(n, p3-p0) < O
n
else
-n
end

end

tetraedro (p0, pl, p2, p3) =
let pmin = xyz(min(p0.x, pl.x, p2.x, p3.
min(p0.y, pl.y, p2.y, pP3.
min(p0.z, pl.z, p2.z, pP3.
(PO
(rO

~

-~
~

pmax = xXyz(max .x, pl.x, p2.x, p3.
max .y, Pl.y, p2.y, p3.
max (p0.z, pl.z, p2.z, pP3.
solido = box(pmin, pmax)
solido = slice(solido, p0, normal_pontos (p0, pl, p2, pP3)
solido = slice(solido, pl, normal_pontos(pl, p2, p3, pO0)
solido = slice(solido, p2, normal_pontos(p2, p3, p0, pl)
solido = slice(solido, p3, normal_pontos (p3, p0, pl, p2)
solido
end

N KOX N KX

A Figura 6.16 apresenta as varias fases do processo de “lapidagdo” do
paralelipipedo até se obter o tetraedro.
Exercicio 6.5.1 Em 1609, Johannes Kepler! concebeu o poliedro que se
ilustra na imagem seguinte, que baptizou de stella octangula. Esta estrela
de oito bragos, também conhecida por octaedro estrelado é, na verdade,
uma composi¢do de dois tetraedros.

Tohannes Kepler foi um famoso matemaético e astrénomo que, entre muitas outras con-
tribuigdes, estableceu as leis do movimento planetario.
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Defina a fun¢do octaedro_estrelado que, dado o centro do cubo en-

volvente ao octaedro e o comprimento da aresta desse cubo, produz o oc-
taedro imaginado por Kepler.
Exercicio 6.5.2 A imagem seguinte representa sucessivas itera¢des da pi-
ramide de Sierpiriski,> também denominada tetrix. A pirdmide de Sier-
piniski é um fractal tridimensional que se pode produzir de forma recursiva
a partir de um tetraedro imagindrio cujos pontos médios de cada aresta
constituem os vértices de sub-pirdmides de Sierpiriski.

Defina a fun¢do sierpinski que, a partir das coordenadas dos quatro
vértices e do nivel de recursdo pretendido, cria a piramide de Sierpiriski
correspondente.

Exercicio 6.5.3 Considere a calota esférica que se apresenta em seguida,
caracterizada pelos dois pontos Py e P; e pelo didmetro d da base da calota.

C

Defina a fun¢do calota_esferica que recebe os pontos P e P e 0
didmetro d da base da calota. Sugestdo: determine a posi¢do e dimensao da
esfera e empregue um plano de corte apropriado.

6.6 Extrusoes

Vimos nas secgdes anteriores que o Khepri disponibiliza um conjunto de s6-
lidos pré-definidos tais como esferas, paralelipipedos, pirdmides, etc. Atra-
vés da composicao desses solidos é possivel modelar formas bastante mais

*Wactaw Sierpinski foi um matemético polaco que deu enormes contribuicoes a teoria
dos conjuntos e a topologia. Sierpifiski descreveu uma versao bidimensional desta pira-
mida em 1915.
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Figura 6.17: Um detalhe do Kunst- und Ausstellungshalle. Fotografia de
Hanneke Kardol.

complexas mas, em qualquer caso, essas formas serdo sempre decomponi-
veis nas formas basicas que estdo na sua génese.

Infelizmente, muitas das formas que a nossa imaginacao consegue con-
ceber ndo sdo faceis de construir apenas através da composi¢do dos sélidos
pré-definidos. A titulo de exemplo, consideremos o Kunst- und Ausstel-
lungshalle, um edificio desenhado pelo arquitecto vienense Gustav Peichl
e destinado a ser um centro de exposi¢des e de comunicagdes. Este edificio
¢ de forma quadrada mas um dos “cantos” deste quadrado é cortado por
uma sinusdide, representada na Figura 6.17.

Como é 6bvio, se pretendermos modelar a parede ondulada do Kunst-
und Ausstellungshalle ndo haverd nenhum sélido pré-definido que possa-
mos usar como ponto de partida para a sua construgéo.

Felizmente, o Khepri fornece um conjunto de funcionalidades que per-
mite resolver facilmente alguns destes problemas de modelac¢do. Nesta sec-
¢do vamos considerar duas dessas funcionalidades, em particular a extru-
sdo simples e a extrusdo ao longo de um caminho.

6.6.1 Extrusao Simples

Mecanicamente falando, a extrusdo é um processo de fabrico que consiste
em fazer passar uma quantidade de material moldavel através de uma ma-
triz com a forma desejada de modo a produzir pecas cuja secgdo é determi-
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Figura 6.18: Um poligono arbitrario.

nada por essa matriz.

No Khepri, a extrusdo é uma operacdo metaforicamente idéntica a que é
usada em fabrico mecanico, embora se parta apenas da matriz que é “esten-
dida” na direc¢do desejada, produzindo assim uma forma geométrica cuja
seccdo é igual a matriz. A extrusdo é realizada pela fungdo extrusion que
recebe, como argumentos, a secgdo que se pretende extrudir e a direc¢do da
extrusdo pretendida ou a altura se essa direc¢do for a vertical. Se a regido
a extrudir for uma curva, a extrusdo produz necessariamente uma superfi-
cie. Se a regido a extrudir for uma superficie, a extrusao produz um sélido.
Convém ter presente que existem limitagdes no processo de extrusdo que
impedem a extrusdo de formas excessivamente complexas.

A titulo de exemplo, consideremos a Figura 6.18 onde se mostra um
poligono arbitrério assente no plano XY'. Para construirmos um sélido de
altura unitéria a partir da extrusdo desse poligono na direc¢do Z podemos
usar a seguinte expressao:

extrusion (surface_polygon (xy (0, 2), xy(0, 5), xy(5, 3), xy(13, 3),
xy (13, 6), xy(3, 6), xy(6, 7), xy(15, 7),
xy (15, 2), xy(1, 2), xy(1, 0)),

vz (1))

A forma resultante estd representada a esquerda, na Figura 6.19

Na mesma figura, a direita, estd representada uma extrusao alternativa,
que no lugar de produzir sélidos produz superficies. Esta extrusdo pode
ser obtida substituindo a expressdo anterior por:

extrusion(polygon(xy (0, 2), xy(0, 5), xy(5, 3), xy(13, 3),
xy (13, 6), xy(3, 6), xy(6, 7), xy(15, 7),
xy (15, 2), xy(1, 2), xy(l, 0)),

vz (1))

Finalmente, a Figura 6.20 ilustra duas “flores,” a da esquerda produzida
por um conjunto de cilindros com a base num mesmo ponto e os topos po-
sicionados ao longo da superficie de uma esfera, a da direita produzida por
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Figura 6.19: Um s6lido (a esquerda) e uma superficie (a direita) produzidas
pela extrusdo de um poligono.

Figura 6.20: Uma “flor” (a esquerda) produzida por um conjunto de ci-
lindros inclinados e (a direita) produzida por um conjunto de extrusdes
inclinadas.

um conjunto de extrusdes a partir de uma mesma superficie circular hori-
zontal, usando os vectores correspondentes aos topos dos cilindros anteri-
ores. Como podemos ver, as extrusdes da superficie circular em direc¢oes
que ndo sdo perpendiculares a essa superficie produz cilindros distorcidos.

Naturalmente, é possivel extrudir formas planas mais complexas, o que
permite modelar, por exemplo, a fachada ilustrada na Figura 6.21, perten-
cente a um edificio em Tucson, Arizona, onde é evidente a forma sinusoi-
dal. Para modelarmos essa fachada, podemos “tragar” duas sinuséides pa-
ralelas no plano XY, juntamos-lhes dois segmentos de recta nas extremida-
des para as transformarmos numa superficie e, de seguida, extrudimo-las
até a altura pretendida.

Matematicamente, a equacdo da sinuséide é:

y(z) = asin(wz + @)

em que a é a amplitude da sinus6ide, w é a frequéncia angular, i.e., o nimero
de ciclos por comprimento e ¢ € a fase, i.e., 0 “avango” ou “atraso” da curva
em relagdo ao eixo dos Y. A Figura 6.22 mostra a curva sinusoéide, ilus-
trando o significado destes pardmetros.

A traducdo da defini¢do anterior para Julia é a seguinte:
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Figura 6.23: Trés curvas sinuséides.

sinusoide (a, omega, fi, x) =
axsin (omegaxx+fi)

A partir da fungdo sinuséide, o passo seguinte para a modelagdo de
curvas sinuséides é a definicdo de uma func¢do que produza uma lista de
coordenadas correspondentes a pontos da curva sinuséide entre os limites
de um intervalo [zg, x;] e separados de um incremento A,. Uma vez que
podemos estar interessados em produzir curvas sinuséides cuja “origem”
esteja localizada num determinado ponto do espago p, é conveniente que
a funcdo que constréi os pontos da curva sinuséide inclua também esse
ponto como parametro:

pontos_sinusoide (p, a, omega, fi, x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]
else
[ptvy (sinusoide (a, omega, fi, x0)),
pontos_sinusoide (pt+vx (dx), a, omega, fi, x0+dx, x1, dx)...]
end

Note-se que os pontos gerados estdo todos assentes num plano paralelo
ao plano XY, com a sinuséide a evoluir numa direcgdo paralela ao eixo X,
a partir de um ponto p. A Figura 6.23 mostra trés dessas curvas obtidas a
partir das seguintes expressoes:

spline (pontos_sinusoide (xy (0, 0), O
spline (pontos_sinusoide (xy (0, 4), O.
spline (pontos_sinusoide (xy (0, 8), O

2, 1, 0, 0, 6xpi, 0.4))
4, 1, 0, 0, 6xpi, 0.4))
6, 2, 0, 0, 6%pi, 0.2))

Como se pode ver pela andlise da figura, as sinuséides possuem dife-
rentes amplitudes e diferentes periodos.
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Figura 6.24: Uma parede sinusoidal produzida por extrusdo simples a par-
tir de uma regido formada por duas sinuséides unidas nas pontas de forma
a fazerem uma curva fechada.

Para construir uma parede sinusoidal basta-nos agora criar duas sinu-
soides afastadas de uma determinada distancia igual a espessura e da pa-
rede, curvas essas que iremos fechar para formar uma regido que, depois,
extrudimos para ficar com uma dada altura h:

parede_sinusoidal (p, a, omega, fi, x0, x1, dx, e, h) =
let pts_1 = pontos_sinusoide(p, a, omega, fi, x0, x1, dx),
pts_2 = pontos_sinusoide (p+vy(e), a, omega, fi, x0, x1, dx)
extrusion (surface (spline(pts_1),
spline (pts_2),
spline ([pts_1[1]1, pts_2[111),
spline ([pts_1[end], pts_2[end]])),
vz (h))
end

Usando a fungdo pontos_sinusoide torna-se possivel construir uma
parede de forma sinusoidal, tal como ilustramos na Figura 6.24.

Exercicio 6.6.1 Considere a extrusdo de uma curva fechada aleatdria tal
como exemplificamos na seguinte figura:
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Figura 6.25: Pormenor do Hotel Marriott de Anaheim. Fotografia de Abbie
Brown.

A

Cada uma das curvas é uma spline produzida a partir de pontos gerados
pela fungdo pontos_circulo_raio_aleatorio definidano exercicio 5.5.2.
Escreva uma expressdo capaz de gerar um sélido semelhante aos apresen-
tados na imagem anterior.

Exercicio 6.6.2 A Figura 6.25 apresenta um detalhe da fachada do Hotel
Marriott em Anaheim. E fécil vermos que as varandas da fachada do hotel
sdo sinusoides de igual amplitude e frequéncia mas que, entre cada dois pi-
s0s, as sinus6ides apresentam fases opostas. Para além disso, cada varanda
corresponde a uma sinusoéide localizada a uma determina cota z.

Crie uma fungdo denominada laje que, recebendo todos os parame-
tros necessarios para a geragdo de uma sinuséide, cria uma laje rectangular
mas com a fachada de forma sinusoidal, tal como se apresenta na seguinte
imagem:
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A fungdo devera ter os seguinte parametros:

laje(p, a, omega, fi, 1lx, dx, ly, 1lz) =

que estdo explicados na seguinte figura:

Y

Pl lx\\

~—_—

O parametro dx representa o incremento A, a considerar para a geragao
de pontos da sinuséide. O dltimo pardmetro 1z representa a espessura da
laje.

A titulo de exemplo, considere a laje representada anteriormente como
tendo sido gerada pela invocagao

laje(xy (0, 0), 1.0, 1.0, 0, 4xpi, 0.5, 2, 0.2)

Exercicio 6.6.3 Crie uma fun¢do denominada corrimao que, recebendo
todos os parametros necessarios para a gera¢do de uma sinuséide, cria um
corrimao de seccdo rectangular, mas ao longo de uma curva sinusoidal, tal
como se apresenta na seguinte imagem:
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A funcado devera ter os seguinte parametros:

corrimao(p, a, omega, fi, 1lx, dx, 1_corrimao, a_corrimao) =

Os primeiros parametros sdo os necessdrios para completamente espe-
cificar a curva sinuséide. Os dois Gltimos 1_corrimao e a_corrimao cor-
respondem a largura e altura da secgdo rectangular do corriméao.

Por exemplo, a imagem anterior poderia ser gerada pela invocagdo

corrimao(xy(0, 0), 1.0, 1.0, 0, 4%pi, 0.5, 0.5, 0.2)

Exercicio 6.6.4 Crie uma fun¢do denominada prumos que, recebendo to-
dos os pardmetros necessarios para a geracdo de uma sinusoéide, cria os
prumos de apoio a um corrimao de curva sinusoidal, tal como se apresenta
na seguinte imagem:

Note que os prumos sdo de seccao circular e, consequentemente, corres-
pondem a cilindros com uma determinada altura e um determinado raio.
Note também que os prumos possuem um determinado afastamento hori-
zontal dx.

A fungdo devera ter os seguinte parametros:

prumos (p, a, omega, fi, 1lx, dx, altura, raio) =

Os primeiros parametros sdo os necessarios para completamente espe-
cificar a curva sinuséide. Os dois tltimos altura e raio correspondem a
altura e raio de cada cilindro.

Por exemplo, a imagem anterior poderia ser gerada pela invocagao

prumos (xy (0, 0), 1.0, 1.0, 0, 4xpi, 0.8, 1, 0.1)

Exercicio 6.6.5 Crie uma fun¢do denominada guarda que, recebendo to-
dos os parametros necessdrios para a criacdo do corrimdo e dos prumos,
cria uma guarda, tal como se apresenta na imagem seguinte:
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Para simplificar, considere que os prumos deverdo ter como didmetro
exactamente a mesma largura que o corrimao.
A funcado devera ter os seguinte parametros:

guarda (p, a, omega, fi, 1lx, dx,
a_guarda, 1l_corrimao, a_corrimao, d_prumos) =

Os primeiros pardmetros sdo os necessarios para completamente espe-
cificar a curva sinuséide. Os parametros a_guarda, 1_corrimao, a_corrimao
e d_prumos sdo, respectivamente, a altura da guarda, a largura e altura da
sec¢do quadrada do corrimao e a separagdo horizontal entre os prumos.

Por exemplo, a imagem anterior poderia ser gerada pela invocagao

guarda (xy (0, 0), 1.0, 1.0, 0, 4%pi, 0.5, 1, 0.1, 0.04, 0.4)

Exercicio 6.6.6 Crie uma fun¢do denominada piso que, recebendo todos
0s parametros necessdrios para a criagdo da laje e da guarda, cria um piso,
tal como se apresenta na imagem seguinte:

Para simplificar, considere que a guarda fica assente na extremidade da
laje. A funcdo piso deverd ter os seguinte parametros:

piso(p, a, omega, fi, 1lx, dx, ly,
a_laje, a_guarda, l1_corrimao, a_corrimao, d_prumos) =

Por exemplo, a imagem anterior poderia ser gerada pela invocagéo:



6.6. EXTRUSOES 231

piso(xy(0, 0), 1.0, 1.0, 0, 2%pi, 0.5, 2, 0.2, 1, 0.04, 0.02, 0.4)

Exercicio 6.6.7 Crie uma fun¢do denominada predio que recebe todos os
parametros necessarios para a criagdo de um andar, incluindo a altura de
cada andar a_andar e o nimero de andares n_andares, e cria um prédio
com esses andares, tal como se apresenta na imagem seguinte:

A funcdo predio devera ter os seguinte parametros:

predio(p, a, omega, fi, 1lx, dx, ly,
a_laje, a_guarda,
1l_corrimao, a_corrimao,
d_prumos, a_andar, n_andares) =

Por exemplo, a imagem anterior poderia ser gerada pela invocacao:

predio(xy (0, 0), 1.0, 1.0, 0, 20xpi, 0.5, 20, 0.2, 1, 0.04, 0.02, 0.4,

Exercicio 6.6.8 Modifique a fungdo predio de modo a receber um para-
metro adicional que representa um incremento de fase a considerar em
cada andar. Através desse pardmetro é possivel gerar edificios com fa-
chadas mais interessantes, em que cada piso tem uma forma sinusoidal
diferente. Por exemplo, compare o seguinte edificio com o anterior:
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Exercicio 6.6.9 As imagens seguintes apresentam a visualizagdo de algu-
mas varia¢des em torno do incremento de fase. Identifique qual foi o incre-
mento empregue em cada imagem.

6.6.2 Extrusao ao Longo de um Caminho

As extrusoes realizadas nos exemplos anteriores correspondem a criar soli-
dos (ou superficies) através da deslocagdo de uma secgdo assente no plano
XY ao longo de uma direcgdo. Através da fungdo sweep, é possivel ge-
neralizar o processo de modo a que essa deslocagdo seja feita ao longo de
uma curva arbitrdria. Tal como acontecia com a extrusdo simples, convém
ter presente que existem algumas limitagdes no processo de extrusdo que
impedem a extrusdo de formas excessivamente complexas ou ao longo de
caminhos excessivamente complexos.

A titulo de exemplo consideremos a criagdo de um tubo cilindrico de
forma sinusoidal. E relativamente evidente que a seccdo a extrudir é um
circulo, mas é também 6bvio que a extrusdo ndo pode ser feita segundo
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Figura 6.26: Um tubo cilindrico de forma sinusoidal.

Figura 6.27: Vista de topo de duas paredes sinusoidais sobrepostas. O perfil
a trago mais grosso foi gerado a partir da extrusdo de uma regido delimi-
tada por duas sinuséides. O perfil a trago mais fino foi gerado pela extrusao
de uma regido rectangular ao longo de uma sinuséide.

uma direccdo fixa pois o resultado ndo teria a forma sinusoidal pretendida.
Para resolvermos este problema, ao invés de extrudirmos o circulo segundo
uma recta, podemos simplesmente fazer deslocar esse circulo ao longo de
uma sinusdide, obtendo a imagem da Figura 6.26. Esta imagem foi produ-
zida pelas expressoes:

let seccao = surface_circle(xy (0, 0), 0.4),

curva = spline(pontos_sinusoide (xy (0, 0), 0.2, 1, 0, 0, 7%pi, O.

sweep (curva, seccao)
end

Quer a extrusdo ao longo de um caminho (sweep), quer a extrusdo sim-
ples (extrusion), permitem construir inimeros sélidos, mas é importante
saber qual das operacdes é mais adequada em cada caso. A titulo de exem-
plo, consideremos novamente a criagdo de uma parede sinusoidal. Na sec-
¢do 6.6.1 idealizdmos um processo de o fazer a partir de uma regido de-
limitada por duas sinuséides, que extrudimos na direcgdo vertical, para
formarmos uma parede sélida. Infelizmente, quando as sinus6ides usadas
como ponto de partida possuem curvaturas acentuadas, as paredes resul-
tantes ficam com uma espessura manifestamente ndo-uniforme, tal como a
imagem apresentada na Figura 6.27 o demonstra.

Para darmos a parede uma espessura uniforme, é preferivel pensar na
modelacdo da parede como um rectangulo, com a altura e a espessura da
parede, que se desloca ao longo da curva que define a parede. Assim, para
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Figura 6.28: Trés paredes com diferentes alturas e espessuras construidas
sobre curvas sinusoéides.

construirmos uma parede sinusoidal, basta-nos criar a linha de “guia” com
a forma de uma sinus6ide onde deslocaremos o perfil rectangular da pa-
rede:

parede_sinusoidal (p, a, omega, fi, x0, x1, dx, altura, largura) =
sweep (
spline (
pontos_sinusoide (p+vxyz (0, largura/2.0, altura/2.0),
a, omega, fi, x0, x1, dx)),
surface_rectangle (xy (-largura/2.0, -altura/2.0), largura, altura))

A fungdo anterior permite-nos facilmente construir as paredes preten-
didas. As seguinte expressdes foram usadas para a gera¢do da imagem
representada na Figura 6.28.

parede_sinusoidal (xy (0, 0), 0.2, 1, 0, 0, 6xpi, 0.4, 3, 0.2)
parede_sinusoidal (xy (0, 4), 0.4, 1, 0, 0, 6xpi, 0.4, 2, 0.4)
parede_sinusoidal (xy (0, 8), 0.6, 2, 0, 0, 6xpi, 0.2, 5, 0.1)

Exercicio 6.6.10 Refaca o exercicio 6.6.3 mas usando uma extrusdo ao longo
de um caminho.

Exercicio 6.6.11 Defina uma funcdo parede_pontos que, dada a espes-
sura e altura de uma parede e dada uma curva descrita por uma lista de
pontos, constréi uma parede através do deslocamento de uma secgdo rec-
tangular com a espessura e altura dadas ao longo de uma spline que passa
pelas coordenadas dadas. Se precisar, pode usar a fungdo spline que, a
partir de uma lista de pontos, constréi uma spline que passa por esses pon-
tos.
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6.6.3 Extrusio com Transformagao

A operacao de extrusdo ao longo de um caminho disponibilizada pelo Khe-
pri permite ainda aplicar uma transformacao a sec¢do a medida que esta
vai sendo extrudida. A transformacdo consiste numa rota¢do e num factor
de escala, sendo a rotagdo particularmente til para a modelacdo de for-
mas com tor¢des. Quer a rotagdo quer o factor de escala sdo parametros
opcionais da fungdo sweep.

A titulo de exemplo, consideremos a modelacdo das colunas presentes
na fachada do edificio representado na Figura 6.29.

Uma vez que as colunas presentes na fachada correspondem a parale-
lipipedos que sofreram uma tor¢do de 90°, podemos simular essa forma
através do uso de uma seccdo rectangular que é rodada esses mesmos 90°
durante o seu processo de extrusado:

sweep (line (u0 (), z(30)),
surface_polygon(xy (-1, -1),
xy (1, -1),
xy (1, 1),
xy (=1, 1)),
pi/2)

Para melhor percebermos o efeito da tor¢do, a Figura 6.30 mostra o pro-
cesso de tor¢do de colunas de sec¢do quadrada em sucessivos incrementos
de angulo de 7, desde uma tor¢do méaxima de 27 no sentido dos ponteiros
do relégio até a tor¢do méxima de 27 no sentido oposto.

6.7 Colunas de Gaudi

Antoni Gaudi, um dos maiores arquitectos de todos os tempos, liderou o
Modernismo Cataldo com uma interpretagdo muito pessoal do movimento
Arte Nova, que combinava elementos goticos, elementos surrealistas e in-
fluéncias orientais. Gaudi procurava que as suas obras tivessem uma forte
relacdo com a natureza que era a sua maior fonte de inspiragdo. Na sua
arquitectura é frequente encontrarem-se referéncias a elementos naturais,
como superficies semelhantes a ondas e estruturas de suporte fortemente
inspiradas nas formas das arvores.

Em 1883, com apenas 31 anos, Gaudi comegou a trabalhar no Templo
Expiatério da Sagrada Familia, em Barcelona, onde explorou fantasticas
combinagdes de formas que fazem deste templo, ainda inacabado, uma das
obras mais singulares de toda a Arquitectura.

Nesta sec¢do vamos debrugar-nos sobre uma infima parte desta obra,
nomeadamente, as colunas idealizadas por Gaudi e que se encontram par-
cialmente visiveis na Figura 6.31.

Como se pode constatar pela observacdo da figura, Gaudi imaginou
colunas cuja forma varia ao longo da coluna. O seu objectivo era sugerir
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Figura 6.29: Colunas “torcidas” na fachada de um edificio em Atlanta. Fo-
tografia de Pauly.
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Figura 6.30: Modelagado da tor¢do de colunas de sec¢do quadrada. Da es-
querda para a direita, as colunas foram torcidas em incrementos de 7 radi-
anos.

uma “floresta” de pedra e, para isso, modelou colunas que se ramificam de
outras colunas, como se de ramos de uma arvore se tratassem, sendo que
os pontos de unido entre as colunas se assemelham aos “nés” dos troncos
de uma 4rvore. A variagdo das formas das colunas é perfeitamente visivel
nalguns destes “ramos,” cuja base é quadrada, mas que, no topo, assumem
uma forma quase circular. Noutros casos, a coluna termina com uma secgao
em forma de estrela.

Para modelar estas colunas, Gaudi dispendeu dois anos a elaborar um
esquema construtivo baseado na intersecgdo e unido de formas helicoidais
produzidas pela “tor¢do” de prismas. No caso mais simples, estes prismas
possuem uma sec¢do quadrada e sofrem uma tor¢ao de dezasseis avos de
circulo em ambos os sentidos, i.e., 27/16 = /8.

Para generalizarmos a abordagem de Gaudi, vamos implementar uma
fungdo que lide com o caso geral de um prisma de n lados que é torcido um
angulo arbitrario. Para isso, vamos usar a fungdo surface_regular_polygon
que constrdi um poligono regular a partir do ntimero de vértices n, do cen-
tro do poligono p, da distancia r dos vértices ao ponto p, e do angulo ¢ do
primeiro vértice com o eixo X.

Para modelarmos o prisma torcido, vamos criar uma superficie com a
forma do poligono regular e vamos extrudir essa superficie até uma altura
h ao mesmo tempo que a torcemos de um determinado angulo A, e lhe
aplicamos um factor de escala e:

prisma_torcido(p, r, n, h, fi, dfi, e) =
sweep (line (p, ptvz(h)),
surface_regular_polygon(n, uO(), r, fi), dfi, e)

Para reproduzirmos a abordagem de Gaudi, vamos agora produzir a in-
tersecgdo de dois destes prismas, ambos torcidos um angulo de 7/8, mas o
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Figura 6.31: Colunas de suporte do Templo da Sagrada Familia em Barce-
lona. Fotografia de Piqui Cuervo.
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Figura 6.32: Colunas obtidas por interseccdo e unido de prismas torcidos
de seccao quadrada.

primeiro num sentido e o segundo no outro. Para obtermos mais realismo,
vamos também aplicar um factor de escala de 0.9, de modo a que a coluna
se vé estreitando a medida que sobe:

intersection (
prisma_torcido(xy (0, 0), 1, 4, 10, 0, +pi/8, 0.9),
prisma_torcido(xy (0, 0), 1, 4, 10, 0, -pi/8, 0.9))

O resultado € a coluna mais a esquerda na Figura 6.32. A unido destes
prismas produz outra das formas empregues por Gaudyi, visivel imediata-
mente a direita da coluna anterior:

union (
prisma_torcido (xy (5, 0), 1, 4, 10, 0, +pi/8, 0.9),
prisma_torcido (xy (5, 0), 1, 4, 10, 0, -pi/8, 0.9))

Tal como Gaudi o fez, podemos complementar as colunas anteriores
com a sua extensdo natural, duplicando o ntiimero de lados dos prismas e
reduzindo o angulo de tor¢do para metade:

intersection(
prisma_torcido
prisma_torcido
prisma_torcido
prisma_torcido

10, 0, +pi/16, 0.9),
10, 0, -pi/l6, 0.9),
10, pi/4, +pi/le6, 0.9),
10, pi/4, -pi/16, 0.9))
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union (
prisma_torcido (xy (15, 0), 1, 4, 10, 0, +pi/l6, 0.9),
prisma_torcido (xy (15, 0), 1, 4, 10, 0, -pi/l6, 0.9),
prisma_torcido (xy (15, 0), 1, 4, 10, pi/4, +pi/l6, 0.9),
prisma_torcido (xy (15, 0), 1, 4, 10, pi/4, -pi/l6, 0.9))

Os resultados estdo visiveis nas duas colunas a direita, na Figura 6.32.

6.8 Revolucoes

Uma superficie de revolucdo é uma superficie gerada pela rotacdo de uma
curva bi-dimensional em torno de um eixo. Um sélido de revolugdo é um
solido gerado pela rotacdo de uma regido bidimensional em torno de um
eixo.

Sendo a rotagdo um processo muito simples de criagdo de superficies e
s6lidos, é natural que o Khepri disponibilize uma operagao para o fazer. A
fungdo revolve destina-se precisamente a esse fim. A func¢do revolve re-
cebe, como argumentos, a regido a “revolver” e, opcionalmente, um ponto
no eixo de rotagdo (por omissdo, a origem), um vector paralelo ao eixo de
rotagdo (por omissdo, o vector na direc¢do do eixo Z), o angulo inicial de
revolugdo (por omissdo, zero) e o incremento de dngulo para a revolugao
(por omissdo, 2 - 7). Naturalmente, se se omitir o incremento ou este for de
2 - 7 radianos, obtém-se uma revolugdo completa.

6.8.1 Superficies de Revolucao

Usando estas fungdes torna-se agora mais facil criar superficies ou soli-
dos de revolugdo. Consideremos, por exemplo, a spline apresentada na
Figura 6.33, que foi gerada a partir da seguinte expressao:

spline(xyz (0, 0, 2), xyz(l1, 0, -1),

Xyz(zl Ol 1)! Xyz(3, OI _l)r
xyz (4, 0, 0), xyz(5, 0, -1))

Reparemos que a spline estd assente no plano X7 e, por isso, pode
ser usada como base para uma superficie cujo eixo de revolugdo é o eixo
Z. Para visualizarmos melhor o “interior” da superficie, vamos considerar
uma abertura de 7. A expressdo Julia correspondente é:

revolve (spline(xyz (0, 0, 2), xyz (1, 0, -1),
xyz (2, 0, 1), xyz(3, 0, -1),
xyz (4, 0, 0), xyz(5, 0, -1)),
ul (),
vz (),
1/4x2xpi,
3/4x2xpi)

O resultado da avaliacdo da expressdo anterior estd representado na
Figura 6.34.
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Figura 6.33: Uma spline usada como base para a constru¢do de uma super-
ficie de revolugao.

Figura 6.34: Uma superficie de revolugdo gerada pela spline representada
na Figura 6.33.
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Figura 6.35: Ctpulas da Catedral de Verkho o Salvador, em Moscovo, Rus-
sia. Fotografia de Amanda Graham.

As superficies de revolugdo sdo frequentemente usadas em Arquitec-
tura, nomeadamente, para a construcgdo de ctipulas. A ctipula em forma de
cebola, por exemplo, é um elemento muito explorado quer na arquitectura
russa, quer na arquitectura Mughal, quer noutras arquitecturas influencia-
das por estas. A imagem da Figura 6.35 mostra as ctipulas da Catedral de
Verkho o Salvador, em Moscovo, Russia.

As ctipulas em forma cebola possuem uma simetria axial que permite
modelé-las como se de superficies de revolugdo se tratassem. Para isso, va-
mos definir uma func¢do denominada cupula_revolucao que, a partir de
uma lista de coordenadas pertencentes ao perfil da ctipula, constréi a su-
perficie de revolucdo que modela a ctpula. Para simplificar vamos admitir
que a ctpula estard fechada no topo e que o topo é dado pelo primeiro
elemento da lista de coordenadas. Esta simplificagdo permite estabelecer
o eixo de rotagdo da superficie a partir do primeiro elemento da lista de
coordenadas:

cupula_revolucao (pontos) =
revolve (spline (pontos), pontos[l])

Para testarmos se a fung¢do modela correctamente uma ctipula, pode-
mos obter algumas coordenadas do perfil de ctpulas reais e uséd-las para
invocar a funcdo. Foi precisamente isso que fizemos nas seguintes expres-
sOes
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cupula_revolucao ([xyz

cupula_revolucao ([xyz

Figura 6.36: Ctpulas geradas em Khepri.
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que criam, da esquerda para a direita, as superficies apresentadas na Fi-

gura 6.36.

Exercicio 6.8.1 Considere o tubo de perfil sinusoidal apresentado na ima-

gem seguinte.
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O tubo foi produzido tendo em conta os pardmetros geométricos des-
critos no perfil apresentado em seguida:

Defina a fungdo tubo_sinusoidal que, a partir dos parametros ante-
riores P, r, a, omega, fi, lx e, finalmente, da separacdo entre pontos de
interpolacdo A, gera o tubo sinusoidal pretendido. Por exemplo, os tu-
bos apresentados na imagem seguinte foram gerados pela avaliagdo das
seguintes expressoes:

tubo_sinusoidal (xyz (-20, 80, 0), 20, 2.0, 0.5, 0, 60, 0.2)
tubo_sinusoidal (xyz (0, 30, 0), 5, 0.2, 2.0, 0, 60, 0.1)
tubo_sinusoidal (xyz (30, 0, 0), 10, 1.0, 1.0, pi/2, 60, 0.2)
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Exercicio 6.8.2 Considere um ovo como generalizagdo de ovos de diferen-
tes proporgoes, tal como se ilustra na seguinte imagem:

YOO000C
YO0000C
2000000

O ovo, embora seja um objecto tridimensional, tem a sec¢do que se es-
quematiza na imagem seguinte:
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7o

Defina uma fungdo ovo que constréi um ovo. A fung¢do deverd receber,
apenas, as coordenadas do ponto P, os raios 7 e r; e, finalmente, a altura
h do ovo.

6.8.2 Sodlidos de Revolugao

Se, ao invés de usarmos uma curva para produzir a superficie de revolugao,
usarmos uma regido, produziremos um soélido de revolucdo. A titulo de
exemplo, vamos explorar a utilizacdo de um trifélio para gerar um arco. A
imagem da esquerda da Figura 6.10 mostra a regido usada como ponto de
partida e a Figura 6.37 mostra o sélido criado. Para este exemplo, usdmos
a seguinte expressao:

revolve (n_folio(xy (3, 0), 1, 3),
u0 (),

vy (),
0,
pi)

Através da combinagdo de extrusdes com revolugdes é possivel produ-
zir modelos bastante sofisticados. Consideremos, por exemplo, a mode-
lacdo de uma arcada cujas colunas e arcos possuem sec¢des em forma de
n-félio. Para modelar estas formas é necessario saber as coordenadas p do
centro do f6lio usado para gerar a coluna ou o arco, o raio r. das colunas e
o numero de félios a usar ny. Para as colunas é ainda necesséario sabermos
a altura h e, finalmente, para o arco é necessario saber o seu raio r,. As
seguintes fun¢des implementam essas formas:



6.8. REVOLUCOES 247

Figura 6.37: Um so6lido de revolugdo gerado pelo trifélio representado na
Figura 6.10.

coluna_folio(p, rc, nf, h) =
extrusion(n_folio(p, rc, nf), h)

arco_folio(p, rc, ra, nf) =
revolve (n_folio(p, rc, nf),
ptvx(ra),
vy (),
Or
pi)

Para construirmos a arcada, o mais simples sera definir uma funcédo que
constréi uma coluna e um arco e que, recursivamente, constroi as restantes
arcadas até ndo ter mais arcadas para construir, caso em que constréi a
altima coluna que suporta o tltimo arco. A traducao deste algoritmo para
Julia é:

arcadas_folio(p, rc, nf, ra, h, n) =
if n ==
coluna_folio(p, rc, nf, h)
else
union (coluna_folio(p, rc, nf, h),
arco_folio(p+vxyz (0, 0, h), rc, ra, nf),
arcadas_folio (ptvxyz (2%ra, 0, 0), rc, nf, ra, h, n-1))
end

A imagem da Figura 6.38 apresenta uma perpectiva sobre uma série de
arcadas geradas pelas seguintes expressdes:
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Figura 6.38: Arcadas geradas pela fun¢do arcadas_folio. Da frente para
trds, as arcadas possuem uma sec¢do em forma de quadrifélio, exafélio,
octafdlio, decafdlio e dodecafélio.

arcadas_folio(xy (0, 0), 1, 4, 5, 10, 5)

arcadas_folio(xy (0, 10), 1, 6, 5, 10, 5)
arcadas_folio(xy (0, 20), 1, 8, 5, 10, 5)
arcadas_folio(xy (0, 30), 1, 10, 5, 10, 5)
arcadas_folio(xy (0, 40), 1, 12, 5, 10, 5)

Exercicio 6.8.3 Pretende-se criar um programa capaz de gerar um barril
com a base assente no plano XY. Considere que a base do barril esta fe-
chada mas o topo esté aberto.

Crie uma fun¢do denominada perfil_barril que recebe o ponto P, os
raios 1o e r1, a altura h e a espessura e e que devolve a regido que define o
perfil do barril, tal como se apresenta na imagem seguinte:
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Exercicio 6.8.4 Usando a fungdoperfil_barril, defina a fungdo barril
que, tendo 0os mesmos parametros da anterior, cria o barril tridimensional.
A fungdo devera ter a seguinte forma:

barril (p, r0, rl, h, e) =

A titulo de exemplo, considere que a imagem seguinte foi gerada pela
avaliacdo das expressoes:

barril (xyz (0, 0, 0), 1, 1.3, 4, 0.1)
barril (xyz (4, 0, 0), 1, 1.5, 3, 0.3)
barril (xyz (8, 0, 0), 1, 0.8, 5, 0.1)
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Exercicio 6.8.5 O barril criado no exercicio anterior é excessivamente “mo-
derno,” ndo representando os barris tradicionais de madeira que sdo cons-
tituidos por multiplas tdbuas de madeira encostadas umas as outras. A
imagem seguinte mostra alguns exemplos destas tdbuas, com dimensdes e

posicionamentos angulares diferentes:

Defina a fung¢do tabua_barril que, para além dos mesmos parametros
que definem um barril, dado o angulo de rotagdo inicial «, a que se inicia
a tdbua, e dado o incremento de angulo A,, que corresponde a amplitude
angular da tdbua, constréi a secgdo tridimensional do barril correspondente
a tdbua em questao.

Exercicio 6.8.6 Defina uma fun¢do denominada tabuas_barril que re-
cebe como parametros o ponto P, os raios rg e i, a altura h, a espessura
e, 0 numero de tdbuas n e a “folga” angular entre tdbuas s, e que cria um
barril tridimensional com esse nimero de tdbuas. A imagem seguinte mos-
tra alguns exemplos destes barris e foi criada pela avaliacdo das seguintes

expressoes:
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tabuas_barril (xyz (0, 0, 0), 1, 1.3, 4, 0.1, 10, 0.05)
tabuas_barril (xyz (4, 0, 0), 1, 1.3, 4, 0.1, 4, 0.5)
tabuas_barril (xyz (8, 0, 0), 1, 1.3, 4, 0.1, 20, 0.01)

6.9 Interpolacao de Secc¢des

A interpolagdo de secgdes, também conhecida por metamorfose de formas,
permite a criagdo de um objecto tridimensional através da interpolagao de
secgdes planas desse objecto. Em Khepri, a interpolacdo de sec¢des é ob-
tida através da fungdo loft ou de uma das suas variantes. Estas fun¢oes
operam a partir de uma lista ordenada das secgdes planas (que poderdo
ser curvas ou regides), que, para minimizar incorrec¢des no processo de
interpolacdo, pode opcionalmente ser complementada com linhas de gui-
amento. As linhas de guiamento sdo particularmente importantes no caso
de sec¢des planas com partes rectilineas.

Nas proximas sec¢des iremos analizar separadamente cada uma destas
formas de interpolagéo.

6.9.1 Interpolacao por Secgdes

Comecemos pela interpolagdo usando apenas sec¢des. Ha duas formas fun-
damentais de fazer esta interpolagdo: usando uma superficie regrada (i.e.,
superficies geradas por um segmento de recta que se desloca) entre cada
seccdo plana, ou usando uma superficie “suave” (i.e., sem mudangas brus-
cas de inclina¢do) que se aproxima das vdrias sec¢des. A interpolacdo por
superficie regrada é implementada pela fungdo 1oft_ruled, enquanto que
a interpolagdo por superficie suave é realizada pela fun¢do loft.

Para compararmos os efeitos destas duas fung¢des, consideremos as se-
guintes expressdes que criam a interpolagado por superficie regrada a partir
de trés circulos, representada a esquerda na Figura 6.39:



252 CAPITULO 6. FORMAS

Figura 6.39: Interpolacdo de superficies a partir de trés circulos. A es-
querda, usando interpolagdo com superficies regradas. A direita, usando
interpolacdo com superficies suaves.

circO0 = surface_circle(xyz (0, 0, 0), 4)
circl = surface_circle(xyz (0, 0, 2), 2)
circ2 = surface_circle(xyz (0, 0, 4), 3)

loft_ruled([circO, circl, circ2])

Na mesma Figura 6.39, a direita, encontra-se a interpolagdo por super-
ficie suave dos mesmos trés circulos, gerada pelas seguintes expressodes:

circO0 = surface_circle(xyz (0, 9, 0), 4)
circl = surface_circle(xyz (0, 9, 2), 2)
circ2 = surface_circle(xyz (0, 9, 4), 3)

loft ([circO, circl, circ2])

6.9.2 Interpolacao com Guiamento

E relativamente 6bvio que existe um ntimero ilimitado de diferentes super-
ficies que interpolam duas dadas sec¢des. Os algoritmos de interpolagdo
disponibilizados pelo Khepri tém assim que tomar algumas opcdes para
decidir qual a interpolagdo real que vdo produzir. Infelizmente, nem sem-
pre as opgdes tomadas sdo as que o utilizador pretende e é perfeitamente
possivel (e até frequente) que a interpolagdo produzida ndo corresponda ao
resultado desejado, em especial quando é necessario fazer uma interpola-
¢do entre duas sec¢does muito diferentes.

Este comportamento é visivel na Figura 6.40 onde apresentamos a inter-
polacdo entre um hexdgono e um tridngulo e onde é perfeitamente visivel
a falta de uniformidade da interpolagdo.® A figura do lado esquerdo foi
gerada pela expressdo:

*A interpolagdo exacta que é produzida depende nao s6 da aplicacio de CAD que se
estd a usar mas também da versdo dessa aplicagdo.
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loft ([surface_regular_polygon(6, xyz (0, 0, 0), 1.0, 0, true),
surface_regular_polygon (3, xyz(0, 0, 5), 0.5, pi/6, true)])

Note-se, no lado esquerdo da Figura 6.40, que um dos lados do trian-
gulo é directamente mapeado num dos lados do hexdgono, for¢cando a in-
terpolacdo a ter de distorcer os restantes dois lados do triangulo para os
mapear nos restantes cinco lados do hexagono.

Felizmente, o Khepri disponibiliza outras formas de fazer a interpo-
lagdo de secgdes que minimizam as possibilidades de erro, em particular,
através da funcdo loft. Esta funcdo recebe nado sé a lista das sec¢des a
interpolar mas também uma lista de curvas de guiamento que restringem
a interpolagdo. Esta funcdo permite-nos resolver o problema reportado na
Figura 6.40 através do estabelecimento de linhas de guiamento entre os vér-
tices relevantes de cada um dos poligonos. Estas linhas de guiamento vao
restringir o Khepri a gerar uma interpolagdo que contenha essas linhas na
sua superficie e, consequentemente, servem para controlar o emparelha-
mento de pontos entre as sec¢des a interpolar. Para isso, vamos simples-
mente gerar trés vértices do hexdgono que, juntamente com os trés vértices
do triangulo, permitirdo construir as linhas de guiamento:

Uma vez que precisamos de construir as linhas de guiamento a partir
dos vértices dos poligonos, vamos definir uma func¢do que, com duas listas
de pontos, cria uma lista de linhas que unem os pontos dois a dois:

guias (p0Os, pls) =
[line(p0, pl) for (p0, pl) in zip(pOs, pls)]

Em seguida, vamos simplesmente gerar trés vértices do hexdgono que,
juntamente com os trés vértices do tridngulo, permitirdo construir as linhas
de guiamento:

, 0, true),

, pi/6, true)l],

), 1.0, 0, true),

), 0.5, pi/6, true)))

loft ([surface_regular_polygon(6, xyz (3, 0, 0), 0

surface_regular_polygon (3, xyz (3, 0, 5), .5

guias (regular_polygon_vertices (3, xyz(3, 0, O

regular_polygon_vertices (3, xyz (3, 0, 5

A avaliacdo da expressdo anterior permite ao Khepri produzir uma in-

terpolacdo mais correcta entre o hexdgono e o tridngulo, tal como é visivel

no lado direito da Figura 6.40.

Exercicio 6.9.1 Considere a interpolagdo entre duas curvas fechadas alea-

torias posicionadas a alturas diferentes apresentadas na seguinte figura:



254 CAPITULO 6. FORMAS

Figura 6.40: Vista de topo da interpolacdo entre uma sec¢do hexagonal e
uma secgio triangular. A esquerda, a interpolacéo foi realizada sem linhas
de guiamento. A direita, a interpolagao foi realizada com linhas de guia-
mento que associam trés vértices igualmente espacados do hexdgono aos
trés vértices do triangulo.

Cada uma das curvas é uma spline produzida a partir de pontos gerados
pela fungdo pontos_circulo_raio_aleatorio definidano exercicio 5.5.2.
Escreva uma expressdo capaz de gerar um solido semelhante aos apresen-
tados na imagem anterior.



Capitulo 7

Transformacoes

7.1 Introducgao

Até agora, todos os objectos que construimos possuem um caracter defi-
nitivo: os parametros usados para os construir determinam univocamente
a forma desses objectos e tudo o que podemos fazer é invocar as fungoes
que constroem esses objectos com diferentes parametros para construirmos
objectos diferentes.

Embora essa forma de construgdo de objectos seja suficientemente po-
derosa, existem alternativas potencialmente mais praticas que se baseiam
na modificagio de objectos previamente criados. Essa modificagdo é reali-
zada através de operagdes de translacdo, rotagio, reﬂexdo e escala.

E importante salientarmos que estas opera¢des nao criam novos objec-
tos, apenas afectam aqueles a que se aplicam. Por exemplo, ap6s a aplica-
¢do de uma translagdo a um objecto, este objecto muda simplesmente de
posigao.

Contudo, por vezes queremos aplicar transformagdes a objectos que
produzam novos objectos como resultado. Por exemplo, podemos querer
produzir a translacdo de um objecto, mas deixando o objecto original no
lugar onde estava. Uma forma de o conseguirmos serd aplicar a operagao
de translacdo, ndo ao objecto original, mas sim a uma sua cépia. A possi-
bilidade de criarmos cépias dos objectos pode entdo ser usada para distin-
guirmos o caso em que queremos que uma opera¢ao modifique um objecto
do caso em que queremos que uma operacao crie um novo objecto. Para
este propésito, o Khepri disponibiliza a operagdo copy_shape que recebe
um objecto como argumento e devolve uma cépia desse objecto, localizada
exactamente no mesmo local do original. Naturalmente, na ferramenta de
CAD irdo aparecer dois objectos iguais sobrepostos. Tipicamente, o ob-
jecto que foi copiado serd subsequentemente transformado, por exemplo,
movendo-o para outro local.

De seguida iremos ver quais sdo as operagdes de transformagdo dispo-

255
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niveis em Khepri.

7.2 Translagao

A operagdo de translagdo move um objecto através da adigdo de um vector
a todos os seus pontos, fazendo com que todos os pontos se movam uma
determinada distdncia numa determinada direc¢do. Os componentes do
vector indicam qual o deslocamento relativamente a cada um dos eixos
coordenados.

Para realizar esta operacdo o Khepri disponibiliza a operagao move, que
recebe um objecto e um vector deslocamento para realizar a operagdo de
translacdo. Como exemplo, temos:

julia> move (sphere (), vxyz(l, 2, 3))
Move (...)

Notemos que a funcdo devolve o objecto que sofreu a translacdo para
permitir o seu facil encadeamento com outras operagoes.

E facil de ver que, para o exemplo anterior, é mais simples especificar
imediatamente qual é o centro da esfera, escrevendo:

julia> sphere(xyz (1, 2, 3))
Sphere(...)

No entanto, em casos mais complexos pode ser muito vantajoso consi-
derar que os objectos se constroem na origem e sofrem posteriormente uma
translagdo para a posigdo desejada.

Consideremos, por exemplo, uma cruz papal, que se define pela unido de
trés cilindros horizontais de comprimento progressivamente decrescente
dispostos ao longo de um cilindro vertical, tal como se pode ver na Fi-
gura 7.1. E de salientar que os cilindros tém todos o mesmo raio e que o
seu comprimento e posicionamento é fungdo desse raio. Em termos de pro-
porcdo, o cilindro vertical da cruz papal tem um comprimento igual a 20
raios, enquanto que os cilindros horizontais possuem comprimentos iguais
a 14, 10 e 6 raios e o seu eixo estad posicionado a uma altura iguala 9, 13 e
17 raios. Estas propor¢des sdo implementadas pela seguinte funcgéo a partir
de um ponto de referéncia p:
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Figura 7.1: Uma cruz papal.

cruz_papal (p, raio) =
union (cylinder (p,
raio,
ptvz (20*xraio)),
cylinder (p+vxz (-7+xraio, 9xraio),
raio,
ptvxz (7+xraio, 9xraio)),
cylinder (p+vxz (-5*raio, 13xraio),
raio,
ptvxz (5«xraio, 13xraio)),
cylinder (p+vxz (-3xraio, 17xraio),
raio,
ptvxz (3xraio, 17xraio)))

Contudo, se assumirmos que a cruz se encontra inicialmente posicio-
nada na origem, podemos simplificar ligeiramente a defini¢do anterior:
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cruz_papal (raio) =
union (cylinder (u0 (),
raio,
z (20*raio)),
cylinder (xz (-7xraio, 9*raio),
raio,
xz (7+*raio, 9*raio)),
cylinder (xz (-5xraio, 13xraio),
raio,
xz (5+xraio, 13*raio)),
cylinder (xz (-3xraio, 1l7*raio),
raio,
xz (3*xraio, 17*raio)))

Naturalmente se pretendermos colocar a cruz numa posicao especifica,
por exemplo, (1,2), devemos escrever:

move (cruz_papal (1), xy (1, 2))

7.3 Escala

A escala consiste numa transformacdo que aumenta ou diminui a dimensao
de uma entidade sem lhe modificar a forma. Esta operagdo é também de-
nominada de homotetia. Embora seja concebivel ter uma operacgdo de escala
que modifica independentemente cada uma das dimensdes, é mais usual
empregar-se uma escala uniforme que modifica simultaneamente as trés
dimensdes, afectando-as de um mesmo factor. Se o factor é maior que um,
o tamanho aumenta. Se o factor € menor que um, o tamanho diminui.

No caso do Khepri, apenas é disponibilizada uma operagdo de escala
uniforme: scale. E fécil vermos que a escala, para além de alterar a di-
mensdo do objecto, pode alterar também a sua posi¢do. Se esse efeito nao
for pretendido, a solugdo 6bvia é aplicar previamente uma translagdo para
centrar o objecto na origem, aplicar de seguida a operacao de escala e, final-
mente, aplicar a translagdo inversa para “devolver” o objecto a sua posigdo
original.

Usando a operacdo de escala, é possivel simplificar ainda mais a defi-
ni¢do anterior. Na verdade, como a dimensao da cruz depende apenas do
raio, podemos arbitrar um raio unitario que depois alteramos através de
uma operagdo de escala. Assim, podemos escrever:

cruz_papal () =
union (cylinder (u0(), 1, 20),
cylinder (xz (-7, 9), 1, xz (7, 9)),
cylinder(xz (-5, 13), 1, xz (5, 13))
cylinder (xz (=3, 17) 1, xz (3, 17)

14

Se quisermos construir uma cruz papal com um determinado raio r, por
exemplo r = 3, basta-nos agora escrever:
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Figura 7.2: Da esquerda para a direita, uma cruz papal de raio unitario
colocada na origem, seguida de uma translacdo, seguida de uma escala

com translacgdo, seguida de escala com rotagdo e translacgdo e, finalmente,
escala com rotagdo em torno do eixo X e translagao.

scale (cruz_papal (), 3)

7.4 Rotacao

Na rotagdo, todos os pontos de um objecto giram num movimento circular
em torno de um ponto (a duas dimensdes) ou eixo (a trés dimensdes). No
caso geral de uma rotagdo a trés dimensdes é usual decompor-se esta em
trés rotagdes sucessivas em torno dos eixos coordenados. Estas rotagdes em
torno dos eixos X, Y e Z designam-se rotagoes principais, por analogia com
o conceito de eixos principais que se aplica a X, Y e Z. Cada uma destas
rotagOes é realizada pela fungdo rotate que recebe, como argumentos, o
objecto sobre o qual se aplica a rotagdo, o angulo de rotacdo, e dois pontos
que definem o eixo de rotagdo. Por omissdo, esses pontos sdo a origem e
um ponto acima do anterior, o que implica que, por omissao, a rotacao sera
feita em relagdo ao eixo Z.

A Figura 7.2 ilustra algumas combinagdes de translacdes, escalas e ro-
tagdes, tendo sido gerada a partir do seguinte programa:

cruz_papal ()
move (cruz_papal (), vx(20))

move (scale (cruz_papal (), 1.25), vx(40))
move (rotate (scale (cruz_papal (), 1.5), pi/4), vx(60))
move (rotate (scale (cruz_papal (), 1.75), pi/4, u0(), vx()), vx(80))

7.5 Reflexao

Para além da translagdo, escala, e rotacdo, o Khepri implementa ainda a
operagdo de reflexdo, disponibilizando, para isso, a fun¢do mirror. Esta
fungao recebe, como argumentos, a forma a reflectir e um plano de reflexao
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Figura 7.3: Uma ampulheta

descrito por um ponto contido no plano e por um vector normal ao plano.
Por omissdo, o plano de reflexdo é o plano XY'.

A titulo de exemplo, consideremos a ampulheta representada na Fi-
gura 7.3 e que tem como parametros o centro da base da ampulheta, o raio
da base da ampulheta, o raio do estrangulamento da ampulheta e a altura
da ampulheta.

Nao é dificil conceber esta forma como uma unido de dois troncos de
cone:

ampulheta(p, rb, rc, h) =
union (cone_frustum(p, rb, p+vz(h/2), rc),
cone_frustum(p+vz (h/2), rc, ptvz(h), rb))

No entanto, é possivel simplificarmos a definigdo anterior através do
uso da operagdo mirror:

ampulheta (p, rb, rc, h) =
mirror (cone_frustum(p, rb, p+vz(h/2), rc), p+vz(h/2))

Na secgdo seguinte iremos ver um exemplo em que estas operacdes
irdo ser utilizadas para a modelacdo de um dos edificios mais famosos do
mundo.

7.6 A Opera de Sydney

A Opera de Sydney resultou de um concurso internacional langado em
1957 para a construgdo de um edificio destinado a realizagdo de espectacu-
los. O vencedor foi o projecto de Jorn Utzon, um arquitecto dinamarqués
pouco conhecido até entdo. O seu projecto, embora ndo cumprisse integral-
mente os requisitos do concurso, foi seleccionado pelo famoso arquitecto
Eero Saarinen, entdo membro do juri, que o considerou desde logo como
uma obra marcante. A proposta consistia num conjunto de estruturas em
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Figura 7.4: A Opera de Sydney. Fotografia de Brent Pearson.

forma de concha capazes de albergar varias salas de espectdculos. O resul-
tado final desta proposta estd representado na Figura 7.4.

Claramente inovador, o desenho de Utzon estava demasiado avancado
para as tecnologias de projecto e construcgdo da época e foi por muitos con-
siderado como impossivel. Nos trés anos subsequentes a aprovagao do pro-
jecto, Utzon, juntamente com a equipa de engenharia estrutural da empresa
Ove Arup, tentou encontrar uma formulagdo matematica para as suas con-
chas desenhadas & méo, tendo experimentado uma grande variedade de
diferentes abordagens, incluindo formas parabélicas, circulares e elipticas,
mas todas as solu¢des encontradas tinham, para além de enormes dificul-
dades técnicas de construgdo, um custo elevadissimo que era totalmente
incompativel com o orgamento aprovado.

No verdo de 1961, Utzon estava perto do limiar do desespero e decidiu
desmantelar o modelo de perspex das conchas. Contudo, ao arrumar as
conchas, descobriu que elas se ajustavam quase perfeitamente umas dentro
das outras, o que apenas seria possivel se as diferentes conchas tivessem a
mesma curvatura em todos os pontos. Ora a superficie que possui a mesma
curvatura em todos os pontos é, obviamente, a esfera, o que levou Utzon
a pensar que talvez fosse possivel modelar as suas conchas como tridangu-
los “cortados” na superficie de uma esfera. Embora esta modelagdo nao
fosse exactamente idéntica aos desenhos originais, tinha a vantagem de ser
calculdvel em computadores e, ainda mais importante, de permitir a sua
construgdo econémica. A colaboracdo da Ove Arup foi crucial para que a
idéia de Utzon pudesse passar da teoria a pratica mas o rasgo de génio que
permitiu resolver os problemas de construgédo é, tal como o desenho origi-
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Figura 7.5: Placa comemorativa que explica a idéia de Utzon para a mo-
delacdo das conchas. Fotografia de Matt Prebble, Reino Unido, Dezembro
2006.

nal, de Utzon. Esta idéia de Utzon estd explicada num modelo de bronze
colocado junto ao edificio da Opera, tal como se pode ver na Figura 7.5.

Infelizmente, os atrasos na constru¢do, bem como os custos elevados
que se estavam a acumular, levaram o governo a questionar a decisdo po-
litica de construir a Opera e forcaram Utzon a demitir-se quando ainda
faltava a construgao dos interiores. Utzon ficou destro¢gado e abandonou a
Austrélia em 1966 para nunca mais voltar. Contra a vontade da maioria dos
arquitectos, a sua obra-prima foi completada por Peter Hall e inaugurada
em 1973 sem que se fizesse uma tnica referéncia a Utzon. Infelizmente, o
trabalho de Peter Hall ndo esteve ao mesmo nivel do de Utzon e o contraste
entre os magnificos exteriores e os banais interiores levou a que a obra fosse
considerada uma “semi-obra-prima.”?

Nesta secgio, vamos modelar as conchas da Opera de Sydney seguindo
exactamente a mesma solugdo proposta por Utzon. Todas as conchas do
edificio serdo modeladas por tridngulos esféricos obtidos através de trés
cortes numa esfera. A Figura 7.6 mostra duas esferas de igual raio onde

1Apesar do drama pessoal de Utzon, esta histéria acabou por ter um final feliz: trinta
anos mais tarde, o governo Australiano remodelou a Opera de Sydney para a transformar
na verdadeira obra-prima que ela merecia ser e conseguiu que Utzon, que nunca chegou a
ver a sua obra acabada, aceitasse dirigir os trabalhos que visavam devolver-lhe o aspecto
original.
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Figura 7.6: Duas das meia-conchas que constituem a Opera de Sydney so-
brepostas as esferas de onde foram obtidas por uma sucessao de cortes.

cortdimos um tridngulo em cada uma, de forma a obter duas das meias-
conchas que constituem a Opera de Sydney.

Para definir os cortes podemos considerar que o edificio ira ficar ali-
nhado numa paralela ao eixo Y, pelo que o eixo de simetria corresponde
a um plano de corte cuja normal é o eixo X, tal como se visualiza na Fi-
gura 7.7. Os dois restantes planos de corte terdo normais determinadas de
modo a aproximar, tdo rigorosamente quanto nos é possivel, a volumetria
imaginada por Utzon. Como é também visivel na Figura 7.7, cada concha é
extraida de uma esfera com raio fixo mas que é centrada em diferentes pon-
tos. Assim, para modelar estas meias-conchas vamos definir uma fungdo
que, a partir do centro p da esfera de raio r e das normais n; e ny dos planos
de corte, produz uma casca esférica de espessura e com a forma pretendida.

meia_concha(p, r, e, nl, n2) =
move (slice(slice(slice (subtraction (sphere(ul(), r),
sphere(ul0 (), r - e)),
u0 (), n2),
u0 (), nl),
x(-p.x), -vx()),
p - ul())

A titulo de exemplo, a Figura 7.8 mostra uma meia concha produzida
pela avaliagdo da expressao:

meia_concha (xyz (-45, 0, 0), 75, 2, vsph(l, 2.0, 4.6), vsph(l, 1.9,

2.
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Figura 7.7: Vista de topo de duas das meia-conchas que constituem a Opera
de Sydney sobrepostas as esferas de onde foram obtidas por uma sucessao
de cortes.

Figura 7.8: Uma meia concha da Opera de Sydney.
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Figura 7.9: Uma concha da Opera de Sydney.

Para fazer uma concha completa temos apenas de aplicar uma reflexao
a meia-concha, segundo o plano de corte vertical. Para juntar as duas par-
tes, temos de fazer uma unido, o que sugere a criagdo de uma fungdo que
combine a unido com a reflexao:?

union_mirror (s, p, v) =
union (s, mirror (s, p, Vv))

Usando esta operac¢do, podemos agora definir:

concha(p, r, e, nl, n2) =
union_mirror (meia_concha(p, r, e, nl, n2),
ul (),
-vx())

A Figura 7.9 mostra a concha produzida pela avaliagdo da expressao:
concha (xyz (-45, 0, 0), 75, 2, vsph(l, 2.0, 4.6), vsph(l, 1.9, 2.6))

Para definir o conjunto de conchas de um edificio vamos usar valores
que aproximem as conchas produzidas do desenho original de Utzon:

*Na realidade, esta operacéo ja existe pré-definida em Khepri.
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Figura 7.10: Uma fileira de conchas da Opera de Sydney.

conchas_sydney () =
union ([concha (xyz (-45.01, 0.0, 0.0), 75, 2,

vsph(l, 1.9701, 4.5693), vsph(l, 1.9125, 2.5569)),
concha (xyz (-38.92, -13.41, -18.85), 75, 2,

vsph(l, 1.9314, 4.5902), wvsph(l, 1.7495, 1.9984)),
concha (xyz (-38.69, -23.04, -29.89), 75, 2,

vsph(l, 1.9324, 4.3982), vsph(l, 1.5177, 1.9373)),
concha (xyz (-58.16, 81.63, -14.32), 75, 2,

vsph(l, 1.6921, 3.9828), sph(l, 1.4156, 1.9618)),
concha (xyz (-32.0, 73.0, -5.0), 75, 2,

vsph(l, 0.91, 4.1888), vsph(l, 0.8727, 1.3439)),
concha (xyz (-33.0, 44.0, -20.0), 75, 2,

vsph(1l, 1.27, 4.1015), wvsph(l, 1.1554, 1.2217))])

A invocagao desta fun¢do produz a fileira de conchas que apresentamos
na Figura 7.10.

Para facilitar o posicionamento do edificio, vamos ainda incluir uma
rotagdo em torno do eixo Z, uma escala e uma translagdo finais aplicadas
a cada conjunto de conchas. Uma vez que o edificio possui dois conjuntos
de conchas, vamos denominar esta func¢do de meia_opera_sydney:
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Figura 7.11: A modelagdo completa das conchas da Opera de Sydney.

meia_opera_sydney (rot_z, esc, trans_x) =
move (scale (rotate (conchas_sydney (),
rot_z),
esc),
vx (trans_x))

Finalmente, podemos modelar a 6pera completa fazendo um edificio
formado por um conjunto de conchas a escala 1.0 e um segundo edificio
como uma versdo reduzida, rodada e deslocada do primeiro. A escala
usada por Utzon era de 80% e os angulos de rotacéo e as translagdes que va-
mos usar sdo os que permitem que haja elevada semelhanca com o edificio
real tal como ele hoje se encontra:

opera_sydney () =
begin
meia_opera_sydney (0.1964, 1.0, 43)
meia_opera_sydney(-0.1964, 0.8, -15)
end

O resultado final da modelagdo das conchas encontra-se na Figura 7.11.

Exercicio 7.6.1 Defina uma fungdo que cria um elo de uma corrente, tal
como se visualiza a esquerda da seguinte imagem.
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Para simplificar a modelagdo, considere o elo como decomponivel em
quartos de elo, tal como se visualiza a direita da imagem anterior. Deste
modo, bastard definir uma fungdo que cria um quarto de um elo (a custa de
um quarto de um toro e de meio cilindro) e aplicar-lhe uma dupla reflexdo
nos eixos X e Y para compor o elo completo.

A fungdo devera receber, como parametros, o raio do elo 7., o raio do
“arame” r; e o comprimento [ entre semi-circulos, tal como se apresenta no
seguinte esquema.

ri

Exercicio 7.6.2 Defina uma fungdo capaz de criar correntes como as que se
apresentam em seguida:
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Note que, a medida que se vai construindo a corrente, os elos vdo so-
frendo sucessivas rotacées em torno do eixo X.
Exercicio 7.6.3 Defina uma funcdo capaz de criar correntes fechadas como
a que se apresenta em seguida:

Note que, a medida que se vai construindo a corrente, os elos vao so-
frendo sucessivas rota¢des em torno do eixo X.
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Capitulo 8

Ordem Superior

8.1 Introducao

Temos demonstrado como a linguagem Julia nos permite, através da defini-
¢do de fungdes apropriadas, gerarmos as formas arquitecturais que temos
em mente. Uma das vantagens da defini¢do dessas fungdes é que mui-
tas dessas formas arquitecturais ficam parametrizadas, permitindo-nos fa-
cilmente experimentar varia¢des até atingirmos os valores numéricos dos
parametros que nos satisfazem.

Apesar da “infinita” variabilidade que os parametros nos permitem,
ainda assim existirdo sempre limites naquilo que conseguimos fazer apenas
com parametros numéricos e, para termos um grau superlativo de variabi-
lidade, teremos de fazer variar as préprias fungdes.

Nesta sec¢do vamos discutir fun¢des de ordem superior. Uma fungdo de
ordem superior é uma funcdo que recebe fungdes como argumentos ou que
produz fungdes como resultados. A parte esta particularidade, uma fungdo
de ordem superior ndo tem nada de diferente de outra fun¢do qualquer.

8.2 Fachadas Curvilineas

Para motivar a discussdo vamos considerar um problema simples: pre-
tendemos idealizar um edificio em que trés dos seus lados sdo planos e
o quarto—a fachada—é uma superficie vertical curvilinea. Para comegar,
podemos considerar que essa superficie curvilinea é de forma sinusoidal.

Tal como vimos na secc¢do 6.6.1, uma sinuséide é determinada por um
conjunto de pardmetros, como sejam, a amplitude a, o nimero de ciclos por
unidade de comprimento w e a fase ¢ da curva em rela¢do ao eixo Y. Com
estes parametros a equacdo da curva sinuséide fica com a forma:

y(z) = asin(wz + @)

271
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Para calcularmos os pontos de uma sinuséide podemos usar a fungao
pontos_sinusoide que computa uma lista de coordenadas (x,y) corres-
pondentes a evolugdo da sinusdide entre os limites de um intervalo [z, 1],
com um incremento A,:

pontos_sinusoide(p, a, omega, fi, x0, x1, dx) =
if x0 > x1

else
[ptvy (sinusoide (a, omega, fi, x0)),
pontos_sinusoide (ptvx (dx), a, omega, fi, x0+dx, x1, dx)...]
end

A fungdo anterior gera uma lista com pontos da fachada. Para modelar-
mos o resto do edificio precisamos de unir esses pontos de modo a formar
uma curva e precisamos de juntar a essa curva os trés lados rectilineos de
modo a formar uma regido correspondente a planta do edificio. Para isso,
vamos unir os pontos com uma spline e vamos formar uma regido entre ela
e as rectas que delimitam os outros trés lados do edificio. O comprimento
l, do edificio sera dado pela distancia horizontal entre os dois extremos
da curva da fachada. J4 a largura [, e a altura [, terdo de ser parametros.
Assim, temos:

edificio(pontos, ly, 1lz) =
let p0 = pontos|[1l],
pl = pontos[end],
1x = pl.x-p0.x
extrusion (surface (spline (pontos),
line (pO,
pO+vxy (0, ly),
pO+vxy (1x, 1ly),
pl)),
1z)
end

Para visualizarmos as capacidades da func¢do anterior podemos cons-
truir varios edificios usando valores diferentes dos pardmetros da sinu-
soide. Nas seguintes expressdes considerdmos duas filas de edificios, todos
com 15 metros de comprimento, 10 metros de largura e 20 ou 30 metros de
altura, consoante a fila. A Figura 8.1 mostra esses edificios para diferentes
valores dos parametros a, omega e fi:

edificio(pontos_sinusoide(xy( O, o), 0.75, 0.5, o0, 0, 15, 0.4), 10,
edificio(pontos_sinusoide (xy (25, o), 0.55, 1.0, 0, O, 15, 0.2), 10,
edificio(pontos_sinusoide (xy (50, o), 0.25, 2.0, 0, 0O, 15, 0.1), 10,
edificio(pontos_sinusoide (xy( 0, 20), 0.95, 1.5, 0, 1, 15, 0.4), 10,
edificio(pontos_sinusoide (xy (25, 20), 0.85, 0.2, 0, O, 15, 0.2), 10,
edificio(pontos_sinusoide (xy (50, 20), 0.35, 1.0, O, 1, 15, 0.1), 10,

Infelizmente, embora a fun¢do pontos_sinusoide seja muito atil para
modelar uma infinidade de diferentes edificios de fachada sinusoidal, é to-
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Figura 8.1: Urbanizagdo de edificios cuja fachada corresponde a paredes
sinusoidais com parametros diferentes.

talmente inttil para modelar edificios cuja fachada segue uma parébola, ou
um logaritmo, ou uma exponencial ou, na verdade, qualquer outra curva
que ndo seja reduzivel a uma sinuséide. De facto, embora o ajuste dos pa-
rametros nos permita a infinita variabilidade do edificio modelado, ainda
assim, ele serd sempre um caso particular de uma fachada sinusoidal.

E claro que nada nos impede de definir outras fungdes para a modela-
¢do de fachadas diferentes. Imaginemos, por exemplo, que pretendemos
uma fachada com a curvatura de uma pardbola. A pardbola com vértice
em (z,,y,) e foco em (z,,y, + d), sendo d a distancia do vértice ao foco,
define-se pela seguinte equagao:

(z — l'v)2 = 4d(y — y»)

ou seja

Em Julia, esta fung¢io define-se como:

parabola (xv, yv, d, x) =
(x=xv) "2/ (4%d) +yv

Para gerarmos os pontos da pardbola temos, como de costume, de iterar
ao longo de um intervalo [z, z1] com um incremento A:
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Figura 8.2: Urbanizagdo de edificios cuja fachada corresponde a paredes

paraboloidais com pardmetros diferentes.

pontos_parabola (p,
if x0 > x1
[]
else
[ptvy (parabola (xv, yv, d,
pontos_parabola (pt+tvx (dx)
end

xv, yv, d,
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gerando a “urbanizacdo” representada na Figura 8.2.

Mais uma vez, a parametriza¢do da fungdo pontos_parabola permite-
nos gerar uma infinidade de edificios cuja fachada tem a curvatura de uma
parabola, mas serdo sempre edificios diferentes daqueles que podemos ge-
rar com a fungdo pontos_sinusoide. Embora o processo de modelagao
empregue seja absolutamente idéntico nos dois casos, as fungdes de base
empregues—sinusoide Us parabola—produzirdo sempre curvas diferen-
tes, independentemente dos parametros particulares utilizados para cada

uma.
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E claro que se agora pretendermos criar edificios com fachada em curva
determinada por uma funcdo f(z) que ndo seja nem uma sinuséide nem
uma pardbola, ndo poderemos empregar as fun¢des anteriores. Primeiro,
teremos de definir a fun¢do £ que implementa essa curva e, segundo, te-
remos de definir a fungdo pontos_f que gera os pontos de £ num in-
tervalo. Esta segunda parte parece excessivamente repetitiva e, de facto,
é. Basta observarmos as fungdes pontos_sinusoide e pontos_parabola
para constatarmos que sdo muito idénticas entre si. Logicamente, 0o mesmo
ird acontecer com a nova fung¢do pontos_f.

Esta repeticdo leva-nos a pensar na possibilidade de abstrairmos os pro-
cessos em questdo de modo a que ndo sejamos obrigados a repetir de-
finicdes que apenas variam em pequenos detalhes. Para isso, podemos
comegar por comparar as definigdes das fungdes e perceber onde estdo
as diferengas. Por exemplo, no caso das fung¢des pontos_sinusoide e
pontos_parabola, temos:

pontos_sinusoide(p, a, omega, fi, x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]
else
[p + vy(sinusoide(a, omega, fi, x0)),
pontos_sinusoide(p + vx(dx),
a, omega, fi,
x0 + dx, x1, dx)...]
end

pontos_parabola(p, xv, yv, d, x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]
else
[p + vy (parabola(xv, yv, d, x0)),
pontos_parabola(p + vx(dx),
xv, yv, d,
x0 + dx, x1, dx)...]
end

Assinaldmos a italico as diferencas entre as duas fung¢des e, como po-
demos ver, elas resumem-se aos nomes dos parametros e ao nome da fun-
¢do que é invocada: sinusoide no primeiro caso, parabola no segundo.
Sendo os nomes dos parametros de uma funcéo visiveis apenas pelo corpo
dessa fungdo (i.e., sdo locais a fungdo), podemos renomea-los desde que o
facamos de forma consistente. Isto quer dizer que as seguintes defini¢des
teriam exactamente 0 mesmo comportamento:
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pontos_sinusoide(p, «, B, 7, x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]
else
[p + vy(sinusoide(a, B, 7, x0)),
pontos_sinusoide(p + vx(dx),

al ﬂ! ’7!
x0 + dx, x1, dx)...]
end

pontos_parabola(p, «, B, 7, x0, x1, dx) =
if x0 > x1

(]

else:
[p + vy(parabola(a, B, 7, x0)),
pontos_parabola(p + vx(dx),

a, By,
x0 + dx, x1, dx)...]
end

Torna-se agora absolutamente 6bvio que a tinica diferenca entre as duas
fungdes estd numa invocacdo que elas fazem, que é sinusoide num caso e
parabola no outro.

Ora quando duas fungdes diferem apenas num nome que usam inter-
namente, é sempre possivel definir uma terceira funcdo que as generaliza,
simplesmente transformando esse nome num parametro adicional.

Imaginemos entdo que fazemos a seguinte definigdo, onde f é esse pa-
rametro adicional:

pontos_funcao(p, f, alfa, beta, gama, x0, x1, dx) =
if x0 > x1

(]

else

[ptvy (f (alfa, beta, gama, x0)),

pontos_funcao (pt+vx(dx), £, alfa, beta, gama, x0+dx, x1, dx)...]
end

O aspecto inovador da fungdo pontos_funcao estd no facto de receber
uma fungdo como argumento, fung¢do essa que ficard associada ao parame-
tro £. Quando, no corpo da fungdo pontos_funcao, é feita uma invocagdo
a fungdo £, estamos, na verdade, a fazer uma invocagdo a fungdo que tiver
sido passada como argumento para o parametro £.

Desta forma, a expressao

pontos_sinusoide (p, a, omega, fi, 0, 1lx, dx)
é absolutamente idéntica a
pontos_funcao (p, sinusoide, a, omega, fi, 0, 1lx, dx)

Do mesmo modo, a expressao
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pontos_parabola (p, xv, yv, d, 0, 1lx, dx)

é absolutamente idéntica a

pontos_funcao (p, parabola, xv, yv, d, 0, 1lx, dx)

Mais importante que o facto de podermos dispensar as fungdes pontos_sinusoide
e pontos_parabola é o facto de, agora, podermos modelar edificios cuja
fachada segue qualquer outra curva que pretendamos. Por exemplo, a fun-
¢do que descreve o movimento oscilatério amortecido tem como defini¢do:

b

y = ae Fsin(cz)

ou, em Julia:

oscilatorio_amortecido(a, b, c, x)
axexp (— (b*x) ) *xsin (c*x)

Usando a func¢do pontos_funcao é agora possivel definir um edifi-
cio cuja fachada segue a curva do movimento oscilatério amortecido. Por
exemplo, a seguinte expressao

edificio(pontos_funcao(xy (0, 0),
oscilatorio_amortecido,
-5, 0.1, 1,
0, 40, 0.4),
10, 20)

produz, como resultado da sua avalia¢do, o edificio representado na Fi-
gura 8.3.

8.3 Funcdes de Ordem Superior

A fungdo pontos_funcao é um exemplo de uma categoria de fun¢des que
designamos de ordem superior. Uma fungdo de ordem superior é uma fun-
¢do que recebe outras fungdes como argumentos ou que produz outras fun-
¢Oes como resultados. No caso da fung¢do pontos_funcao ela recebe uma
funcdo de um parametro que ird ser invocada para sucessivos pontos de
um intervalo, produzindo a lista de coordenadas encontradas.

As fungdes de ordem superior sdo importantes ferramentas de abstrac-
¢do. Elas permitem abstrair computagdes em que ha uma parte da compu-
tagdo que é comum e uma (ou mais partes) que variam de caso para caso.
Usando uma fungdo de ordem superior, apenas implementamos a parte da
computacdo que é comum, deixando as partes varidveis da computagao
para serem implementadas como fung¢des que serdo passadas nos pardme-
tros da fungdo de ordem superior.
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Figura 8.3: Um edificio com uma fachada que acompanha a curva do mo-
vimento oscilatério amortecido.

O conceito de fungdo de ordem superior existe hd ja bastante tempo em
matematica, embora raramente seja explicitamente mencionado. Conside-
remos, a titulo de exemplo, uma fun¢do que soma os logaritmos de todos
os inteiros entre a e b, .0__ logi:

soma_logaritmos(a, b) =
if a>b
0
else
log(a) + soma_logaritmos(a + 1, b)
end

julia> soma_logaritmos (1, 4)
3.17805383035

Consideremos agora uma outra fun¢do que soma as raizes quadradas
de todos os inteiros entre a e b, S0 \/i:

soma_raizes_quadradas (a, b) =
if a>b
0
else
sqgrt (a) + soma_raizes_qguadradas(a + 1, b)
end

julia> soma_raizes_guadradas (1, 4)
6.14626436994

A mera observacgdo da definicdo das fun¢des mostra que elas possuem
uma estrutura comum que se caracteriza pela seguinte defini¢do:
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soma_?7??(a, b) =
if a > b
0
else
???2(a) + soma_???(a + 1, Db)
end

Ora esta definicdo ndo é mais que uma soma de uma expressdo ma-
temdtica entre dois limites, i.e., um somatoério Z?:a f(@@). O somatério é
uma abstracgdo matematica para uma soma de nimeros descritos por uma
expressdo matemadtica relativa ao indice do somatério que varia desde o
limite inferior até ao limite superior. A expressdao matematica é, portanto,
fungdo do indice do somatoério.

O simbolo 2727? representa a expressao matematica a realizar dentro do
somatorio e que vamos simplesmente transformar num parametro, escre-
vendo:

somatorio(f, a, b) =
if a > b
0
else
f(a) + somatorio(f, a + 1, Db)
end

Podemos agora facilmente avaliar diferentes somatorios:

julia> somatorio(log, 1, 4)
3.17805383035
julia> somatorio(sqgrt, 1, 4)
6.14626436994

Por receber uma fungdo como argumento, o somatoério é uma fungdo de
ordem superior. A derivada de uma fungédo é outro exemplo. A derivada f’
de uma fungdo f é uma funcdo que recebe outra fungdo f como argumento
e produz outra fun¢do—a fungado derivada de f—como resultado.

Em geral, as fun¢des de ordem superior surgem porque existem duas
ou mais fungdes com uma estrutura semelhante. De facto, a repeticdo de
um padrdo ao longo de duas ou mais fun¢des é um forte indicador da ne-
cessidade de uma fungdo de ordem superior.

8.4 Fun¢des Andnimas

A possibilidade de usarmos fung¢des de ordem superior abre um leque
enorme de novas aplica¢des. Por exemplo, se quiseremos calcular os so-

matoérios
10

%+ 30
=1
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100
Zi3+2i2+5i
=1

ndo temos de fazer mais do que definir as fungdes f1(z) = 22+ 3z e fao(z) =
23 + 222 + 5z e usd-las como argumento da fungdo somatorio:

fl(x) =
x*xx + 3*x

£2 (x)
X*X*X + 2xxXxX + 5#*x

julia> somatorio(fl, 1, 10)
550

julia> somatorio(f2, 1, 100)
26204450

Como se vé, podemos agora facilmente calcular somatérios de dife-
rentes fungf)es. No entanto, ha um aspecto negativo a salientar: se, para
cada somatério que pretendermos calcular, tivermos de definir a fungdo em
questdo, iremos “poluir” 0 nosso ambiente Julia com intimeras defini¢cdes
de fungdes cuja utilidade serd, no méximo, servirem de argumento para o
célculo do somatoério correspondente. Uma vez que cada fungao tem de ser
associada a um nome, teremos também de inventar nomes para todas elas,
o que poderd ser dificil, em particular, quando sabemos que estas func¢oes
ndo servem para mais nada. Nos dois tltimos exemplos este problema ja
era visivel: 0os nomes f£1 e £2 apenas revelam a dificuldade em arranjar
nomes mais expressivos.

Para resolvermos este problema, convém analisar mais em pormenor o
conceito de definicdo de fungdo. Até agora temos referido que, para defi-
nirmos uma fungao, igualamos o nome e os parametros da fung¢do ao corpo
da fungdo. Por exemplo, para a fun¢do 22 = x x z, escrevemos:

sgr (x) =
X*X

Vimos que ap6s a defini¢do anterior, o simbolo sqr fica associado a uma
funcao:

julia> sqgr
sgqr (generic function with 1 method)

No entanto, vimos na seccdo 1.14 que para definirmos constantes igua-
lamos o nome que queremos definir a expressao cujo valor pretendemos
associar a esse nome. Por exemplo:

fi = (1 + sqgrt(5))/2

Vimos também que apés a defini¢do anterior, o simbolo £i fica associ-
ado a um valor:
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julia> fi
1.618033988749895

Da anélise destes exemplos podemos concluir que a tnica diferenga
entre uma definicdo de funcdo e uma defini¢do de constante se resume a
forma como se obtém o wvalor que é definido num caso e noutro. Na defi-
ni¢do de constantes, o valor é o resultado da avaliacdo de uma expressao.
Na defini¢do de funcdo, o valor é uma func¢do que se constréi a partir de
uma descri¢do de uma lista de pardmetros e de um corpo de fungdo. Isto
leva-nos a pensar que se fosse possivel termos uma expressao cuja avali-
acgdo produzisse uma fungdo, entdo seria possivel definir fungdes como se
estivéssemos a definir constantes. Por exemplo, no caso da fung¢do sqr, se
for X essa expressdo, deveria ser possivel escrever sqr = A.

Se a expressdo sqgr = \ associa ao simbolo sqr a fungdo criada pela
avaliacdo da expressdo )\, o que serd entdo a avaliagdo da expressdo A? Ob-
viamente, tem de ser uma fun¢do, mas, como nio estd ainda associada a ne-
nhum nome, é o que se denomina por fung¢do sem nome ou fungio anénima.
Note-se que uma fung¢do anénima é uma fungdo como qualquer outra, mas
tem a particularidade de ndo estar associada a nenhum nome.

Falta-nos ainda conhecer a forma das expressdes A. A sua sintaxe é a
seguinte:!

(pardmetroi, ..., pardmetrop) —-> expressao

No caso (frequente) de a fungdo s6 ter um parametro, a sintaxe pode ser
simplificada para:

pardmetro —> expressdo

Qualquer expressdo com uma das formas anteriores, quando avaliada,
produz uma funcdo anénima. Estas expressdes designam-se, em Julia, por
expressoes lambda. Reparemos agora na seguinte interaccao:

Julia> x —> x*x

#9 (generic function with 1 method)
Julia> sgr = x —> X*X

#11 (generic function with 1 method)
julia> sqr(3)

9

Como se vé, a avaliagdo da expressdo lambda devolve algo cuja repre-
sentagdo externa nos indica que foi criado um procedimento. Quando asso-
ciamos a fun¢do anénima a um nome, esse nome passa a designar a fungao,

' A utilizagdo que fizemos do simbolo A néo foi inocente. Ele deriva das origens mate-
maticas do conceito de fun¢ao anénima: o cdlculo A, um modelo matematico para fungdes
computdveis, i.e., fungdes cuja invocagdo se pode avaliar mecanicamente.
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podendo ser usado como se tivesse sido definido originalmente como fun-
¢do. Na prética, a defini¢do de fungdes via expressdes lambda é equivalente
a defini¢do usual de fung¢des. Mais especificamente,

nome = (pardmetroi, ..., pardmetrop,) —-> expressdo

é equivalente a:

nome (pardmetroi, ..., parametro,) = expressdo

Esta equivaléncia é facilmente testavel através da redefini¢do de fun-
¢des que, agora, podem ser definidas como a criagdo de uma associagdo
entre um nome e uma fun¢do anénima. O exemplo anterior demonstrou
essa possibilidade para a fun¢do sqr mas ela existe para muitas outras fun-
¢oes. Por exemplo, a fungdo que calcula a drea de um circulo tanto pode ser
definida por:
area_circulo(raio) =

pixraio”2

como pode ser definida por:

area_circulo = raio -> pisraio”2
Embora do ponto de vista sintdtico, a forma £ = (...) -> ... seja
equivalente a £(...) = ..., existe uma diferenca seméntica com impli-

cagdes importantes: a primeira forma avalia a expressdo que determina o
valor a atribuir, o que faz com que a fungdo criada seja o resultado da ava-
liacdo de uma expressdo. Iremos ver que isto permite formas sofisticadas
de definigao de fungodes.

A utilizagdo de fungdes anénimas tem ainda outra vantagem que se
torna evidente quando analisamos a fun¢do pontos_funcao:

pontos_funcao(p, f, alfa, beta, gama, x0, x1, dx) =
if x0 > x1

[]

else

[ptvy (f(alfa, beta, gama, x0)),

pontos_funcao (p+vx(dx), £, alfa, beta, gama, x0+dx, x1, dx)...
end

Como vimos, para gerarmos uma lista de pontos de, por exemplo, uma
sinusdide, podemos invocar esta fungdo da seguinte forma:

pontos_funcao (xy (0, 0),
sinusoide,
0.75, 0.5, 0,
0, 15, 0.4)

Notemos que, por ter sido definida como uma generalizacdo das fun-
¢0es pontos_sinusoide e pontos_parabola,a,ﬁungéo pontos_funcao,
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para além de ter introduzido a fun¢do £ como parametro, generalizou tam-
bém os pardmetros a, omega e fi da fungdo pontos_sinusoide e xv, yv
e d da func¢do pontos_parabola, chamando-lhes, respectivamente, alfa,
beta e gama. Acontece que estes parémetros nunca sao alterados duran-
tes as invocagdes recursivas realizadas pela fungdo pontos_funcao. Na
verdade, a fungdo passa esses parametros de invocagdo recursiva em in-
vocagdo recursiva apenas porque eles sao necessarios para a invocagao da
funcdo £. Imaginemos agora que, ao invés de passarmos esses parametros,
eles estivessem associados a propria fungdo £ que tinhamos passado. Neste
caso, poderiamos reescrever a fungdo pontos_funcao na seguinte forma:

pontos_funcao(p, £, x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]

else

[p + vy (£(x0)),
pontos_funcao(p + vx(dx), f, x0 + dx, x1, dx)...]
end

Com esta nova defini¢do, a invocagdo anterior teria de ser reescrita na
forma:

pontos_funcao (xy (0, 0),
x —> sinusoide(0.75, 0.5, 0, x),
0, 15, 0.4)

Embora ndo parega ser um ganho substancial, a reescrita da funcéo
pontos_funcao tem a vantagem consideravel de permitir a utilizagdo de
quaisquer fungdes, independentemente do nimero de parametros destas:
se tiverem apenas um parametro, podem ser usadas directamente, caso
contrario, podemos “envolvé-las” com uma func¢do anénima de um so6 pa-
rametro que invoca a funcdo pretendida com todos os argumentos necessa-
rios. Isto faz com que a fungdo pontos_funcao fique ainda mais genérica,
tal como € visivel nos seguintes exemplos:

spline (
pontos_funcao (xy (0, 6),
sin,
0, 4xpi, 0.2))
spline (

pontos_funcao (xy (0, 3),
x -> —(x/10)"3,
0, 4xpi, 0.5))

spline (
pontos_funcao (xy (0, 0),
x —> oscilatorio_amortecido (1.5, 0.4, 4, x),
0, 4xpi, 0.05))

que geram as curvas representadas na Figura 8.4.
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Figura 8.4: Curvas geradas pela fungdo pontos_funcao. De cima para
baixo, temos uma sinuséide, uma exponencial invertida e uma sinuséide
amortecida.

Embora a generalidade das fun¢des de ordem superior permita que es-
tas sejam usadas numa enorme variedade de situagdes, por vezes, é prefe-
rivel encapsular um uso particular numa funcdo mais facilmente reconhe-
civel. Por exemplo, se um programa estiver sistematicamente a computar
pontos de sinusdides, entdo é provdvel que esse programa fique mais legi-
vel se existir de facto a fun¢do pontos_sinusoide. Mas mesmo nesse caso,
as fungdes de ordem superior véem permitir que essa fungado seja definida
de forma mais simples. Assim, ao invés de termos de escrever a habitual
definicdo recursiva:

pontos_sinusoide (p, a, omega, fi, x0, x1, dx) =
if x0 > x1
[]
else
[p + vy(sinusoide (a, omega, fi, x0)),
pontos_sinusoide(p + vx(dx), a, omega, fi,
x0 + dx, x1, dx)...]
end

podemos passar a escrever:

pontos_sinusoide (p, a, omega, fi, x0, x1, dx) =
pontos_funcao (p,
X —> sinusoide(a, omega, fi, x),
x0, x1, dx)

Exercicio 8.4.1 Considere as varandas apresentadas na imagem seguinte:
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As varandas sdo compostas por uma lage e uma guarda, sendo a guarda
composta pelos prumos e pelo corrimao. Defina uma funcdo varanda que,
convenientemente parametrizada, é capaz de gerar ndo s6 as varandas apre-
sentadas na imagem anterior mas também muitas outras. Para isso, a fun-
¢do varanda deverd receber ndo s6 os pardmetros geométricos da varanda
(como seja a espessura da laje ou a altura do corriméo, etc.), mas também a
fungdo que determina a curva exterior da varanda.

Exercicio 8.4.2 Defina as fungdes necessdrias e escreva expressdes Julia
que reproduzem as varandas apresentadas na imagem anterior.

Exercicio 8.4.3 Considere aimagem seguinte onde apresentamos uma sequén-
cia de tubos cilindricos unidos por esferas que perfazem um caminho ale-
atério em que os trocos do caminho sdo paralelos aos eixos coordenados.
Note que os tubos tém um comprimento aleatério compreendido entre um
comprimento méximo e 10% desse comprimento méximo e que as mudan-
cas de direc¢do sdo também aleatdrias mas nunca invertem a direc¢do ime-
diatamente anterior. Note ainda que os tubos possuem um raio que é 2%
do comprimento maximo do tubo e que as esferas possuem um raio que é
4% do comprimento méximo do tubo.

Defina a fun¢do caminho_de_tubos que, dados o ponto e a direcgdo
inicial, o comprimento maximo de tubo e o niimero de tubos, contréi a
sequéncia de tubos unidos por esferas que percorre um caminho aleatério.
Exercicio 8.4.4 Muito embora um caminho possa ser aleatério, é possivel
limitd-lo no espago de modo a que nunca ultrapasse uma determinada re-
gido. Esta limitacdo é visivel na imagem seguinte onde, da esquerda para a
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direita, vemos a sequéncia de tubos a percorrer um caminho aleatério limi-
tado a um cubo, um caminho aleatério limitado a um cilindro e, finalmente,
um caminho aleatério limitado a uma esfera.

Defina a fun¢do forma_de_tubos como uma generalizagdo da fungdo
caminho_de_tubos de modo a receber, para além dos parametros desta
dltima, um paradmetro adicional que deverd ser um predicado que, dado
um hipotético ponto para extensdo de um caminho, indica se esse ponto
estd contido na regido em questdo. Se ndo estiver, o programa deve rejeitar
esse ponto e gerar um novo.
Defina ainda as fun¢des cubo_de_tubos, cilindro_de_tubos,eesfera_de_tubos,
que possuem 0s mesmos parametros da fun¢do caminho_de_tubos e que
usam a fungdo forma_de_tubos com o predicado apropriado para a forma
pretendida.

8.5 A Funcao Identidade

Vimos que a fungdo somatorio implementa o cldssico somatério empregue
em algebra Z;’:a f(@):

somatorio(f, a, b) =

if a >b

0
else

f(a) + somatorio(f, a + 1, Db)
end

Todos os somatérios podem ser calculados simplesmente especificando,
por um lado, a funcdo f que da cada um dos termos do somatério e, por ou-
tro, os limites a e b desse somatério. Por exemplo, a expressdo matemaética
S°19, Vi é calculado pela correspondente expressao Julia:

somatorio(sgrt, 1, 10)

No caso de os termos do somatério serem computados por uma expres-
sdo para a qual o Julia ndo possui uma fungdo pré-definida, a solugdo mais
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imediata serd empregar uma expressao lambda. Por exemplo, para calcu-
larmos

10 . .
ZSIH’L
= Vi

podemos escrever:

somatorio (i -> sin(i)/sqgrt(i), 1, 10)

Em geral, a especificagdo da funcdo f, que computa cada termo do so-
matdrio, ndo levanta quaisquer dificuldades mas existe um caso particular
que pode causar alguma perplexidade e que, por isso, merece ser discu-
tido. Consideremos o somatério Zilgl i. Qual serd a expressao Julia que o
calcula?

Neste tltimo exemplo, ndo é inteiramente claro qual é a funcdo f que
estd em jogo no célculo do somatoério, pois a observagdo da expressdo ma-
temdtica correspondente ao termo do somatério ndo permite descortinar
qualquer fungdo. E, no entanto, ela est4 1a. Para a tornarmos mais clara te-
mos de nos recordar que a fungdo somatorio calcula Z?:a f (i), pelo que,
neste tltimo exemplo, os parametros em questdo terdo desera =1, b = 10
e, finalmente, f(i) = i. E esta ultima fungdo que é relativamente estranha:
dado um argumento, ela limita-se a devolver esse argumento, sem reali-
zar qualquer operagdo sobre ele. Matematicamente falando, esta fungéo
denomina-se fungdo identidade e corresponde ao elemento neutro da com-
posicdo de fungdes. A funcdo identidade pode definir-se trivialmente em
Julia a partir da sua propria definicdo matematica:

identidade (x) =
X

Embora pareca ser uma funcdo inntil, a fungdo identidade €, na reali-
dade, muito tatil. Antes de mais, porque nos permite calcular o somatério
S19 i escrevendo apenas:

julia> somatorio(identidade, 1, 10)
55

Muitos outros problemas beneficiam igualmente da fun¢do identidade.
Por exemplo, se definirmos a func¢do que calcula o produtério [ [:

b
Hf(i)zf(a)‘f(aﬂ)'----f(b—l)'f(b)
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produtorio(f, a, b) =

if a > b

1
else

f (a) xprodutorio(f, a + 1, Db)
end

passa a ser possivel definir a fungdo factorial através do produtoério:

factorial (n) =
produtorio (identidade, 1, n)

Mais a frente iremos encontrar novos usos para a fungao identidade.
Exercicio 8.5.1 Quer o somatério, quer o produtério podem ser vistos
como casos especiais de uma outra abstracgdo ainda mais genérica, de-
signada acumulatério. Nesta abstracgdo, sdo pardmetros: a operagdo de
combinagdo dos elementos, a funcdo a aplicar a cada um, o valor inicial, o
limite inferior, a passagem para o elemento seguinte (designado o suces-
sor), e o limite superior. Defina esta fun¢do. Defina ainda o somatério e o
produtério em termos de acumulatério.

Exercicio 8.5.2 Sabe-se que a soma % + % + 9% + --- converge (muito
lentamente) para 7. Usando a fungdo acumulatorio definida no exercicio
anterior, defina a func¢do que calcula uma aproximacgao de 7 até ao n-ésimo
termo da soma. Determine uma aproximacao de 7 até ao termo 2000.
Exercicio 8.5.3 A fungdo range é capaz de gerar sucessdes em progres-
sdo aritmética, i.e., sucessdes em que existe uma diferenga constante entre
cada dois elementos. Pode ser necessario, contudo, produzir sucessdes em
que os elementos evoluem de forma diferente, por exemplo, em progressao
geométrica.

Defina a fun¢do de ordem superior sucessao que recebe os limites a e b
de um intervalo [a, b[ e ainda uma fungdo f e que gera uma lista com todos
os elementos x; inferiores a b tais que xp = a e z;4; = f(z;). Por exemplo:

julia> sucessao (2, 600, x —> x%2)
[2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512]

Exercicio 8.5.4 Redefina a fun¢do enumera em termos da funcdo sucessao.

8.6 A Funcao Restricao

Vimos nas sec¢des anteriores varios exemplos de fungdes de ordem supe-
rior que recebiam fung¢des como argumentos. Nesta sec¢do iremos ver fun-
¢oes de ordem superior que produzem fungdes como resultado.
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Comecemos por considerar o seguinte somatorio: Zgo 2¢. O valor
desta expressdo pode ser calculado em Julia através de:

somatorio (i -> 27i, 0, 10)

E imediato constatarmos que a fungdo 2° representa um caso particular
da funcdo poténcia a’. Mais especificamente, dizemos que a funcao 2¢ é
uma restrigio da fungéo a’, em que o primeiro operando é sempre 2. Do
mesmo modo, podemos dizer que a fungdo anénima i -> 2~i é uma res-
tricdo da fungdo *, que passa a ter o primeiro operando fixo e igual a 2.

Este tipo de restricdo, em que usamos uma operagdo de dois operan-
dos sempre com o mesmo primeiro operando, é um padrdo que pode ser
implementado usando uma fun¢do de ordem superior:

restricao(f, a) =
x —> f(a, Xx)

O aspecto mais interessante da fungdo restricao é que ela produz uma
fungdo como resultado. Usando esta fun¢do, podemos calcular o somatdrio
1%, 27 sem termos de criar manualmente a fungio anénima:

somatorio(restricao(®, 2), 0, 10)

Naturalmente, podemos usar a fun¢do restricao para definir outras
fungdes. Por exemplo, a funcado exponencial e”, sendo e = 2.718281828459045
a base dos logaritmos Neperianos, é também um caso particular da fun¢do
poténcia a’. Assim, poderia ser definida a custa dela e da fungao restri¢do:

exponencial = restricao(”, 2.718281828459045)

podendo ser usada como qualquer outra fungéo:

julia> exponencial (2)
7.3890560989306495

8.7 A Funcao Composicao

Uma das mais tteis fungdes de ordem superior é a que permite realizar a
composigio de outras fun¢des. Dadas duas fungdes f e g, a composigdo de f
com g escreve-se f o g e define-se como sendo a fungdo

(fog)t) = flg(t))

Esta forma de definir a composicdo de fun¢des mostra que se pretende
aplicar a fung¢do f ao resultado da aplicagdo da fungdo g, mas ndo mostra
que o que se estd a definir é, na verdade, a fungdo o. Para tornar esta de-
finicdo mais evidente, é ttil empregarmos a notagdo mais formal o( f, g).
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Nesta forma, ja é mais 6bvio que o é uma fung¢do que recebe outras fungdes
como argumentos. S6 por isto, ja podemos afirmar que o é uma funcao de
ordem superior mas, na verdade, ela faz mais do que receber duas funcoes
como argumentos, ela também produz uma nova fun¢do como resultado
que, para um dado argumento ¢, calcula f(g(¢)). Uma vez que esta nova
fun¢do ndo tem nome, a melhor forma de ser produzida é através de uma
expressdo lambda. A definigdo correcta da composicao de fungdes é, entdo:

o(f,9) = Atf(g(t))
Estamos agora em condig¢des de definir esta fun¢do em Julia:

composicao(f, g) =
t —> f(g(t))

Usando a fungdo composicao podemos agora criar novas fun¢des mais
facilmente, sem termos de as definir explicitamente ou criar fun¢des anéni-
mas manualmente. Por exemplo, o somatério _;°, sin v/i pode ser obtido
através de:

julia> somatorio (composicao(sin, sqgrt), 0, 10)
6.0547478263584305

8.8 Func¢des de Ordem Superior sobre Listas

Vimos, aquando da introdugdo das listas como estrutura de dados, que o
processamento das listas era facilmente realizado através da definigdo de
fungdes recursivas. Na verdade, o comportamento destas fung¢des era bas-
tante estereotipado: as fungdes comegavam por testar se a lista estava vazia
e, caso ndo estivesse, processavam o primeiro elemento da lista, proces-
sando os restantes através de uma invocagao recursiva.

Como acabdmos de ver na secgdo anterior, quando algumas fungdes
possuem um comportamento semelhante, é vantajoso abstrai-las numa fun-
¢do de ordem superior. E precisamente isso que vamos agora fazer através
da definicdo de func¢des de ordem superior para trés casos frequentes de
processamento de listas: 0 mapeamento, a filtragem e a reducao.

8.8.1 Mapeamento

Uma das operagdes mais tteis é aquela que transforma uma lista noutra
lista através da aplicagdo de uma fungao a cada elemento da primeira lista.
Por exemplo, dada uma lista de nimeros, podemos estar interessados em
produzir uma outra lista com os quadrados desses ntimeros. Neste caso,
dizemos que estamos a mapear a funcdo quadrado numa lista para produzir
a lista dos quadrados. A defini¢do da funcdo apresenta o ja tipico padrao
de recursao em listas:
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sgr (x) =
Xk X

mapeia_qguadrado (lista) =
if lista == []
[]
else
[sgr(listal[l]), mapeia_quadrado(listal[2:end])...]
end

Obviamente, estar a definir uma fun¢do apenas para mapear o qua-
drado é particularizar em excesso. Seria muito mais proveitoso definir uma
fun¢do de ordem superior que mapeie qualquer fun¢do sobre uma lista. Fe-
lizmente, é facil modificar a funcdo anterior:

mapeia(f, lista) =
if lista == []
[]
else
[f(lista[l]), mapeia(f, listal[2:end])...]
end

Com esta fungdo é trivial produzir, por exemplo, o quadrado de todos
os nuimeros de 10 a 20:

julia> mapeia(sqgr, enumera(l0, 21, 1))
[100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400]

A funcdo mapeia ja existe pré-definida em Julia com o nome map. A
implementacdo providenciada em Julia permite ainda mapear sobre vérias
listas em simultaneo. Por exemplo, se quisermos somar os elementos de
duas listas dois a dois, podemos escrever:

julia> map((a, b) -> a + b, 1:5, 2:6)
(3, 5, 7, 9, 11]

Para além desta fungéo, o Julia disponibiliza ainda uma variante sinté-
tica que pode ser ttil para evitar escrever fungdes anénimas: as listas em
compreensdo, tal como descrevemos na sec¢do 5.4.1. Usando esta forma, os
calculos anteriores podem também ser realizados através de:

julia> [sqgr(i) for i1 in 10:20]

[100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400]
Julia> [x + v for (x, y) in zip(l:5, 2:6)]

[3, 5, 7, 9, 11]
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8.8.2 Filtragem

Uma outra func¢do muito ttil é a que filtra uma lista. A filtragem é feita
fornecendo um predicado que € aplicado a cada elemento da lista. Os ele-
mentos que satisfazem o predicado (i.e., em relagdo aos quais o predicado
é verdade) sdo colecionados numa nova lista.

A definigao é a seguinte:

filtra(predicado, lista) =
if lista == []
[]
elseif predicado(listall])
[lista[l], filtra(predicado, listal[2:end])...]
else
filtra(predicado, lista[2:end])
end

Usando esta fun¢do podemos, por exemplo, obter apenas os quadrados
divisiveis por 3 dos ntimeros entre 10 e 20:

julia> filtra(n -> n%3 == 0, mapeia(sgr, enumera (10, 20, 1)))
[144, 225, 324]

A fungdo filtra ja existe pré-definida em Julia com o nome filter.

Tal como acontecia no caso do mapeamento, também no caso de uma
filtragem, o Julia oferece uma sintaxe alternativa baseada no uso de listas
em compreensdo. Por exemplo, para produzir o quadrado dos ntimeros
entre 1 e 20 que sdo divisiveis por trés, podemos escrever:

julia> [sgr(n) for n in 10:20 if n%3 == 0]
[144, 225, 324]

8.8.3 Reduc¢ao

Uma terceira fun¢do de grande utilidade é a que realiza uma reducio numa
lista. Esta fun¢do de ordem superior recebe uma operacdo, um elemento
inicial, e uma lista e reduz a lista a um valor que resulta de intercalar
a operagdo entre todos os elementos da lista. Por exemplo, para somar
todos os elementos de uma lista 1=[egp, e1, ..., e,] podemos fazer
reduz (+, 0, 1) eobter eg+eqi+...+e,+0. Assim, temos:

julia> reduz(+, 0, enumera(l, 100, 1))
5050

A defini¢do da fungédo é bastante simples:
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reduz (f, v, lista) =
if lista == []
v
else
f(lista[l], reduz(f, v, listal[2:end]))
end

Para vermos um exemplo mais interessante do uso desta fungéo, consi-
deremos o célculo do factorial de um ntimero. De acordo com a defini¢do
tradicional, ndo recursiva, temos:

nl=1Xx2x3x---xXn

Dito de outra forma, trata-se de multiplicar todos os ntiimeros de uma
enumeragdo desde 1 an,i.e.

factorial(n) =
reduz ((a, b) -> a*b, 1, enumera(l, n, 1))

Como podemos confirmar nos exemplos anteriores, o valor inicial em-
pregue é o elemento neutro da opera¢do de combinacdo dos elementos da
lista, mas ndo é for¢oso que assim seja. Para vemos um exemplo onde isso
ndo acontece, consideremos a determinacido do maior valor existente numa
lista de niimeros. Neste caso, a fungdo que empregamos para combinar
sucessivamente os valores da lista é a fungdo max que devolve o maior en-
tre dois ntmeros. Se 1 for a lista de niimeros, [eg, €1, e2, ...],0 maior
desses niimeros pode-se obter através demax (eg, max (e;, max (ez, ...
que, obviamente, corresponde a uma redugdo da lista empregando a fun-
¢do max. Falta apenas determinar qual o elemento inicial a empregar. Uma
hip6tese serd empregarmos a infinidade negativa —oo pois qualquer nu-
mero serd maior que ela. Outra, mais simples, serd usarmos qualquer um
dos elementos da lista, particularmente o primeiro por ser o de mais facil
acesso. Assim, podemos definir:

max_lista(lista) =
reduz (max, lista[l], lista[2:end])

Tal como acontecia com as fung¢des map e filter, também a funcgado
reduz existe pré-definida em Julia. Neste caso, o seu nome é reduce e re-
cebe, por ordem, a fun¢do a combinar, a lista e, opcionalmente, o elemento
neutro. Se este ndo for fornecido, o primeiro elemento da lista é usado
como elemento neutro, o que permite simplificar a funcao anterior:

max_lista(lista) =
reduce (max, lista)

Exercicio 8.8.1 Considere uma superficie representada por um conjunto
de coordenadas tri-dimensionais, tal como se apresenta na seguinte ima-
gem:

)))
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Po,o
P10 .
P20
. Po,1
P11« P02
P30 pa1 P12 pis Po,3
S P22 .
P4,0 . D23
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> « P33 » < pis TS
P41 . 2,4 )
e D42 ¢ P25 *
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« P53 * P35
° P44 :
P54 ©oPas
* D55

Admita que essas coordenadas estdo armazenadas numa lista de listas
da forma:

[[poo, Po,1, ---s PO5],
[p1,0, P11, ..., P15],
[ps,0r P5,1s «--4 DP55]]

Defina a fungdo superficie_interpolacao que recebe uma lista com
a forma anterior, comega por criar uma lista de splines em que cada spline
S; passa pelos pontos p;o,pi1,---,pi5 tal como se apresenta na imagem
seguinte a esquerda e acaba por usar essa lista de splines Sy, 51, . .., S5 para
fazer uma interpolagdo suave de seccdes, tal como se apresenta na imagem
seguinte a direita:

8.9 Gerac¢ao de Modelos Tridimensionais

Até este momento, temos usado a ferramenta de CAD apenas como um
visualizador das formas que os nossos programas geram. Vamos agora
ver que uma ferramenta de CAD ndo é s6 um programa de desenho. E
também uma base de dados sobre figuras geométricas. De facto, sempre
que desenhamos algo a ferramenta de CAD regista na sua base de dados a
entidade grafica criada, bem como algumas informagdes adicionais relaci-
onadas com essa entidade como, por exemplo, a sua cor.
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Existem vdarias maneiras de se aceder as entidades criadas. Uma das
mais simples para um utilizador “normal” da ferramenta de CAD ser4 atra-
vés do uso do rato, simplesmente “clicando” na entidade grafica a que pre-
tende aceder. Outra, mais util para quem pretende programar, sera atra-
vés da invocagdo de fungdes do Julia que devolvem, como resultados, as
entidades geométricas existentes. Ha vdrias destas funcdes a nossa dispo-
sicdo mas, por agora, vamos limitar-nos a uma das mais simples: a fun¢do
all_shapes.

A funcdo all_shapes ndo recebe quaisquer argumentos e devolve uma
lista com todas as entidade geométricas existentes na ferramenta de CAD.
Naturalmente, se ndo existirem quaisquer entidades, a fun¢do devolve uma
lista vazia.

A seguinte interac¢do demonstra o comportamento desta funcao:

julia> all_shapes|()

[]

julia> circle(xy (1, 2), 3)
<circle 0>

julia> sphere(xyz (1, 2, 3), 4)
<sphere 1>

julia> all_shapes|()

[<solid 2>, <circle 3>]

Na interacc¢do anterior podemos reparar que a fungdo all_shapes cria
representa¢des das entidades geométricas existentes na ferramenta de CAD
sem ter qualquer ideia de como essas entidades la foram parar, o que a im-
pede de relacionar as formas existentes, como <circle 3>, com as for-
mas que foram criadas a partir do Khepri, como <circle 0>. Para além
disso, nem sempre a ferramenta de CAD disponibiliza informacdo sobre
o tipo de forma geométrica em questdo, o que explica o facto de a esfera
<sphere 1> criada pelo Khepri ser posteriormente reconhecida apenas
como o sdlido <solid 2>.

Quando necessério (e possivel), estas formas podem ser identificadas
pelos reconhecedores is_point,is_circle,is_line,is_polygon,is_spline,
is_closed_spline, is_surface,e is_solid.

Dada uma entidade geométrica, podemos estar interessados em conhe-
cer as suas propriedades. O acesso a essas propriedades depende muito do
que a ferramenta de CAD é capaz de disponibilizar. Por exemplo, para um
circulo, podemos saber o seu centro através da funcdo circle_center e o
seu raio através de circle_radius, enquanto que para um ponto a fungéo
point_position devolve a sua posicdo e para uma linha poligonal a fun-
¢do line_vertices produz uma lista com as posi¢des dos vértices dessa
linha. Ja para um sélido genérico, ndo temos acesso a qualquer proprie-
dade.

Resumidamente, temos:
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Figura 8.5: Planta fornecida pelos servigos camararios. Cada edificio é re-
presentado pelo seu poligono envolvente e por um ponto a cota do topo
de edificio. Por erros nas plantas, alguns edificios podem nao possuir a
cota respectiva enquanto que outros podem possuir mais do que uma cota.
Pode também haver cotas que ndo estdo associadas a qualquer edificio.

point_position (point (p)) =p
circle_center (circle(p, r)) =p
circle_radius (circle(p, r)) =7
line_vertices (line (pg, P1s ---+ Pn)) = [Pos P1s ---r Pnl

Embora as equivaléncias anteriores mostrem a relagdo entre os constru-
tores de entidades geométricas (point, circle, etc.) e os selectores des-
sas entidades (point_position, circle_center, etc.) é importante ter-
mos em conta que é possivel usar os selectores com entidades que néo fo-
ram construidas a partir do Khepri mas sim directamente na ferramenta
de CAD. Isto pode ser particularmente ttil quando pretendemos escrever
programas que, ao invés de gerarem geometria, se limitam a processar geo-
metria ja existente.

Vamos agora exemplificar o uso destas operagdes na resolugdo de um
problema real: a criagdo de modelos tridimensionais de edificios a par-
tir das plantas bidimensionais fornecidas pelos servicos camaréarios. Estas
plantas caracterizam-se por representarem cada edificio através de um po-
ligono que o delimita contendo, no seu interior, um ponto a cota do topo
do edificio. A Figura 8.5 mostra um fragmento de uma destas plantas, em
que se usou um icone suficientemente grande para os pontos de modo a
torné-los mais visiveis.

Infelizmente, ndo é invulgar encontrar plantas com erros e o exemplo
apresentado na Figura 8.5 ilustra precisamente isso: uma observagao atenta
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I

Figura 8.6: O uso de um raio para determinar se um ponto esta contido
num poligono.

ird encontrar edificios que ndo possuem qualquer cota, assim como cotas
que ndo estdo associadas a qualquer edificio. Para além disso, é possivel
encontrar edificios com mais do que uma cota. Estes sdo problemas que
teremos de ter em conta quando pensarmos na criacdo de programas que
manipulem estas plantas.

Para criarmos um modelo tridimensional a partir de uma destas plantas
podemos, para cada poligono, formar uma regido que vamos extrudir até
a cota indicada pelo ponto correspondente. Para isso, temos de conseguir
identificar, para cada poligono, qual é esse ponto (ou quais sdo os pontos,
no caso de haver mais do que um).

Detectar se um ponto estd contido no interior de um poligono é um
problema classico da Geometria Computacional para o qual existem varias
solugdes. Uma das mais simples consiste em tragar um raio a partir desse
ponto e contar o nimero de intersec¢des que esse raio faz com as arestas
do poligono, tal como se ilustra na Figura 8.6 para varios pontos. Se o
nimero de intersecgdes for zero, entdo o ponto estd obviamente fora do
poligono. Se o ntiimero for um, entdo o ponto estd necessariamente dentro
do poligono. Se esse ntiimero for dois, entdo é porque o raio entrou e saiu
do poligono e, portanto, o ponto esta fora do poligono; se o niimero for trés,
entdo é porque o raio saiu, entrou e voltou a sair do poligono e, portanto, o
ponto estd no interior do poligono. Uma vez que cada entrada do raio no
poligono implica a sua posterior saida, torna-se evidente que se o ntimero
de intersec¢des do raio com o poligono for par, entdo é porque o ponto
estava fora do poligono e se o nimero de intersec¢des for impar entdo é
porque o ponto estava no interior do poligono.

A implementagdo deste algoritmo é relativamente simples: dado um
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ponto P = (P, P,) euma lista V; com os vértices do poligono 1y, Vi,...,V,,
“criamos” um raio cuja origem é P e cujo destino é um ponto Q = (Q, Qy)
qualquer suficientemente afastado do poligono. Para simplificar, vamos
arbitrar que este raio é horizontal, o que permite que o ponto de destino
@ tenha a mesma ordenada de P, i.e., Q, = P,. Para garantir que @) esta
suficientemente afastado do poligono, podemos calcular a maior abcissa
dos vértices do poligono max(Vy,, Vi, ..., Va,) e adicionamos-lhe uma pe-
quena distancia, por exemplo, uma unidade.

O célculo da maior abcissa dos vértices torna-se simples quando se em-
pregam fungdes de ordem superior: podemos comegar por mapear a lista
de vértices na lista das suas abcissas e, de seguida, operamos uma redugéo
desta lista através da funcdo max. Este raciocinio pode ser traduzido para
Julia através da seguinte funcao:

ponto_no_poligono(p, vs) =
let g = xy(reduce (max, map(cx, vs)) + 1, p.y)

end

Em seguida, determinamos as intersec¢des entre o segmento definido
pelos pontos P — () e os segmentos que constituem o poligono. Esses seg-
mentos sdo definidos pelos vértices Vo — Vi, Vi =V, ..., Vo1 =V, eV, = Vg,
que podemos obter através de um mapeamento ao longo de duas listas,
uma com os pontos Vp, Vi,...,V, e outra com os pontos Vi,...,V,,Vh. A
nossa funcgdo fica entdo com a forma:

ponto_no_poligono(p, vs) =

let g = xy(reduce(max, map(cx, vs)) + 1, p.y)
. map((vi, vj) -> ...,
vs,
[vs[2:end] ..., vs[1l]])

A fungdo que mapeamos ao longo das duas listas de vértices devera
produzir, para cada dois vértices consecutivos V; e Vj, a intersecgdo do seg-
mento P — ) com o segmento V; — V.

Para determinar a intersec¢do de dois segmentos de recta, podemos ra-
ciocinar da seguinte forma: dados os pontos I e P; que delimitam uma
recta, todos os pontos P, entre Py e P; sdo determinados pela equagao

P, ::}%]+—u(fﬁ —-fb),o <u<l1

Se esse segmento de recta intersectar outro segmento de recta delimitado
pelos pontos P e P; e definido por

P,=P +*U(f% 47}5),0 <v <1
entdo é forgcoso que exista um u e v tais que

}%‘+*U(}ﬁ A—fh):: fﬁ‘+’v(fﬁ 4,}5)
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No caso bidimensional, temos P; = (z;, y;) e a equagdo anterior desdobra-

se nas duas equagdes
xo +u(xy — x9) = 22 + v(x3 — 2)
Yo +u(y1 — Yo) = y2 + v(ys — y2)
Resolvendo o sistema, obtemos

_ (w3 —x2)(yo — y2) — (y3 — y2) (w0 — 22

) —( )

(ys — y2)(z1 — @0) — (z3 — 22) (Y1 — Yo)
) — ( )

Yo)

_ (71— 20) (Yo — y2) — (y1 — yo)(ﬂ?o — T2
(y3 — y2)(z1 — @0) — (z3 — 22) (11

E claro que para que as divisdes possam ser realizadas é necessério que
o denominador (y3 — y2)(x1 — zo) — (x3 — x2)(y1 — Yo) seja diferente de
zero. Se tal ndo acontecer, é porque as rectas sdo paralelas. Se ndo forem
paralelas, pode dar-se o caso de a intersecgdo ocorrer fora dos segmentos de
recta em questdo, pelo que temos de verificar se os valores de u e v obtidos
obedecem as condicoes 0 < u < 1e 0 < v < 1. Quando tal acontece, o
ponto exacto da intersecgdo pode ser calculado substituindo « na equagao
P, =Py +u(P, — P).

Isto leva-nos a seguinte defini¢do para uma fungdo que calcula a inter-
secgao:

interseccao_segmentos (p0, pl, p2, p3) =

let denom = (p3.y — p2.y)*(pl.x — p0.x) - (p3.x — p2.x)x(pl.y - p0.y)
if denom == 0
nothing
else
let u = ((P3.x = P2.x)*(pO0.y = p2.y) - (P3.y — p2.y)*(p0.x - p2.x))/denom,
v = ((pl.x — p0.x)*x(p0.y - p2.y) - (pl.y - p0.y)*x(p0.x — p2.x))/denom

if 0 <=u<=1%& 0<=v <=1
xy(p0.x + ux(pl.x — p0.x), pPO.y + ux(pl.y — p0.y))

else
nothing

end

end
end
end

Usando esta func¢ao, podemos determinar todas as intersec¢des com as
arestas de um poligono fazendo

ponto_no_poligono(p, vs) =

let g = xy(reduce (max, map(cx, vs)) + 1, p.y)
. map((vi, vj) -> interseccao_segmentos(p, q, vi, Vvij),
Vs,
[vs[2:end] ..., vs[1l]])

O resultado do mapeamento serd, para cada par de vértices consecuti-
vos V; — Vj, um ponto de intersec¢do com a recta P — () ou nothing no
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caso de ndo existir intersec¢do. Uma vez que apenas pretendemos conhecer
as intersecgdes, podemos agora filtrar esta lista, ficando apenas com os que
sdo pontos, i.e., 0s que ndo forem falsos:

ponto_no_poligono(p, vs) =

let g = xy(reduce (max, map(cx, vs)) + 1, p.y)
rs = filter(e -> e != nothing,
map ((vi, vj) —-> interseccao_segmentos(p, g, vi, vj),
vs,
[vs[2:end] ..., vs[1l]1]1))
end

Agora, para sabermos quantas intersec¢des ocorrem, basta-nos medir o
comprimento da lista resultante e verificar se o resultado é impar:

ponto_no_poligono(p, vs) =

let g = xy(reduce(max, map(cx, vs)) + 1, p.y)
rs = filter(e -> e != nothing,
map ((vi, vj) —-> interseccao_segmentos(p, g9, vi, vij),
vs,
[vs[2:end] ..., vs[1l1]))
length(rs) %2 == 1
end

Exercicio 8.9.1 A funcdo ponto_no_poligono ndo é tdo eficiente como
poderia ser pois realiza um mapeamento seguido de uma filtragem ape-
nas para contar quantos elementos resultam na lista final. Na prética, esta
combinagao de operagdes ndo é mais do que uma contagem do nimero de
vezes que um predicado bindrio é satisfeito ao longos dos sucessivos ele-
mentos de duas listas. Defina a operacdo quantos que implementa este
processo. A titulo de exemplo, considere:

julia> quantos((a, b) -> a > b, [1, 5, 3, 4, 6, 21, [1, 6, 2, 5, 4,
2

Exercicio 8.9.2 Reimplemente a fun¢do ponto_no_poligono de modo a
utilizar a fungdo quantos.

A partir da fungdo ponto_no_poligono ja nos é possivel estabelecer a
associacdo entre cada ponto e cada poligono tal como estes ocorrem nas
plantas fornecidas pelos servigos camararios. Contudo, tal como referimos
inicialmente, temos de ter cuidado com o facto de ser também possivel,
para um dado poligono, ndo existir qualquer ponto associado ou existir
mais do que um ponto associado. Uma maneira de tratarmos de forma
idéntica todas estas situagdes serd computar, para cada poligono, a lista
de pontos que ele contém. Idealmente, essa lista devera ter apenas um
elemento, mas, no caso de haver erros numa planta, poderd ndo ter nenhum
ou ter mais do que um. Em qualquer caso, a fungdo retorna sempre uma
lista, pelo que nunca dara erro.
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Para produzir essa lista de pontos para um dado poligono teremos de
testar cada um dos pontos da planta, para ver se ele pertence ao poligono.
Ora isto ndo é mais do que uma filtragem da lista de pontos, ficando apenas
com aqueles que estdo contidos no poligono. Assim, admitindo que pts éa
lista de pontos da planta e vs sdo os vértices de um poligono em particular,
podemos definir:

pontos_no_poligono (pts, vs) =
filter (pt -> ponto_no_poligono(xyz (pt.x, pt.y, vs[l].z), vs),
pts)

Finalmente, dada uma lista de pontos representando as coordenadas
do topo dos edificios e uma listas de poligonos (cada um implementado
pela lista dos seus vértices) representando o perimetro da base dos edifi-
cios, vamos criar uma representacdo tridimensional desses edificios deter-
minando, para cada poligono, quais os pontos nele contidos e, de seguida,
actuamos em conformidade com o niimero de pontos encontrados:

* Se esse numero é zero, ndo sabemos qual a cota do edificio. Isso re-
presenta um erro na planta que podemos ndo querer tratar ou que
podemos tratar simplesmente arbitrando uma altura. Por agora, va-
mos escolher nada fazer.

* Se esse numero é um, entdo esse ponto estd localizado no topo do
edificio e a sua coordenada z dd-nos a altura correspondente.

* Se esse ntimero é maior do que um, entdo ha mualtiplos pontos apli-
caveis, o que podera corresponder a vérias situagdes possiveis:

- Se um dos pontos em questdo pertencer também a outro poli-
gono, entdo é porque hd poligonos contidos noutros poligonos
ou poligonos que se intersectam. O primeiro caso pode corres-
ponder a um edificio cuja forma varia em altura (por exemplo,
contendo uma casa de maquinas no topo). O segundo caso, tipi-
camente, é um erro na planta.

— Se os pontos pertencem todos exclusivamente ao mesmo poli-
gono, entdo isso poderd representar edificios com topos que nao
sdo planos horizontais.

O tratamento correcto destes tltimos casos é relativamente complexo.
Como apenas pretendemos criar uma aproximacao prismatica a forma do
edificio, vamos empregar uma abordagem muito simples: empregamos
como altura do edificio a maior das cotas encontradas. A seguinte funcao
implementa este comportamento:
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cria_edificios(pontos, poligonos) =
for poligono in poligonos
let pts = pontos_no_poligono (pontos, poligono),
n_pts = length (pts)
if n_pts ==
nothing
elseif n_pts ==
cria_edificio(poligono, cz(pts[1l]))
else
cria_edificio(poligono, reduce (max, map(cz, pts)))
end
end
end

Exercicio 8.9.3 Uma outra abordagem possivel para calcular a altura de
um edificio cujo poligono correspondente contém varios pontos consiste
em usar a média das coordenadas z desses pontos. Implemente esta abor-
dagem.

Para criarmos um edificio a partir da lista de vértices do seu perimetro
e da sua altura vamos simplesmente criar uma regido poligonal na base do
edificio que extrudimos até ao seu topo:

cria_edificio(vertices, cota) =
if cota > 0
extrusion (surface_polygon (vertices), vz (cota))
end

Até agora temos resolvido o problema apenas do ponto de vista ge-
ométrico, representando os pontos da planta pelas suas coordenadas e os
poligonos pelas coordenadas dos seus vértices. No entanto, como sabemos,
aquilo que a ferramenta de CAD disponibiliza sdo entidades geométricas
e sdo estas que contém a informagdo de que necessitamos. Ora, dada uma
lista de entidades, seleccionar as que correspondem aos pontos ndo é mais
do que uma filtragem que apenas fica com as entidades que satisfazem o
predicado is_point. Dadas estas entidades, obter as suas coordenadas nao
¢ mais do que um mapeamento com a fungdo point_position. Isto quer
dizer que podemos definir a fungdo que obtém as coordenadas de todos os
pontos existentes numa lista de entidades:

pontos (entidades) =
map (point_position, filter (is_point, entidades))

Do mesmo modo, dada uma lista de entidades, podemos seleccionar a
lista dos vértices dos poligonos através de uma filtragem seguida de um
mapeamento, tal como se segue:

poligonos (entidades) =
map (line_vertices, filter(is_polygon, entidades))

Finalmente, estamos em condigdes de definir uma fungdo que, a partir
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Figura 8.7: Modelacado tridimensional dos edificios presentes na planta
apresentada na Figura 8.5.

do conjunto de entidades de uma planta, cria as representagdes tridimensi-
onais correspondentes:

cidade (entidades) =
cria_edificios (pontos(entidades), poligonos (entidades))

Naturalmente, o conjunto de entidades a processar pode ser produzido
de forma selectiva ou, alternativamente, podem ser todas as entidades exis-
tentes numa dada planta. Neste tltimo caso, basta-nos fazer:

cidade (all_shapes())

A titulo de exemplo, apresentamos na Figura 8.7 o resultado da avalia-
¢do da expressdo anterior para a planta que apresentdmos na Figura 8.5.
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Capitulo 9

Representacao Paramétrica

9.1 Introducao

Até agora, apenas temos produzido curvas descritas por fun¢des na forma
y = f(x). Estas fun¢des dizem-se na forma Cartesiana.

Uma outra forma de representar matematicamente uma curva é atra-
vés de equagdes F'(x,y) = 0. Esta forma, dita implicita, é mais geral que
a anterior que, na verdade, ndo é mais que a resolucdo desta em relagdo
a ordenada y. Como exemplo de uma curva descrita na forma implicita
consideremos a equacdo 22 + y* — r? = 0 que descreve uma circunferéncia
de raio 7 com centro em (0, 0). Infelizmente, esta segunda forma de repre-
sentar curvas ndo é tdo util como a anterior pois nem sempre é trivial (ou
possivel) resolver a equacdo em relagdo a ordenada.! Por exemplo, no caso
da circunferéncia, o melhor que conseguimos fazer é produzir duas fungdes:

o) = V7=

Existe, no entanto, uma terceira forma de representacao de curvas que
se torna particularmente ttil: a forma paramétrica. A forma paramétrica
baseia-se na ideia de que a curva pode ser percorrida por um ponto cuja
posicdo evolui ao longo do tempo. O tempo, aqui, é meramente um para-
metro que determina a posi¢do do ponto sobre a curva. Retomando o caso
da circunferéncia com centro em (0, 0), a sua descri¢do paramétrica sera

x(t) = rcost

y(t) = rsint

Como é 6bvio, para que o ponto de coordenadas (z, y) possa percorrer toda
a circunferéncia, basta que o parametro ¢ varie no intervalo [0, 27].

1Excep’co no caso de rectas, cuja equagdo geral é ax + by + ¢ = 0,b # 0 e onde é 6bvio
que a resolugdo em relagdo a ordenada é y = — Lb“

305
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As equagdes anteriores denominam-se as equagdes paramétricas da curva.
Se, numa representacdo paramétrica, eliminarmos o pardmetro, natural-
mente encontraremos a equagdo original da curva. Por exemplo, no caso
da circunferéncia, se somarmos os quadrados das equagdes paramétricas

obtemos
2

22 + % =r?(cos’ t +sin?t) = r

Um aspecto interessante da forma paramétrica é que ela permite usar
qualquer sistema de coordenadas. As equagdes anteriores, por exemplo,
podem ficar ainda mais simples se usarmos o sistema de coordenadas po-

lares:
plt) =r
¢(t) =t
Embora tenhamos explicado a representacdo paramétrica em termos de

coordenadas bidimensionais, a extensdo ao espaco tridimensional é trivial.
Basta, para isso, considerar cada ponto tridimensional fun¢do de um para-

metro, i.e., (z,y,2)(t) = (z(t),y(t), 2(t)).

9.2 Computacao de Func¢des Paramétricas

Uma vez que a representagdo paramétrica simplifica substancialmente a
construcdo de curvas, pretendemos agora definir fun¢des que, a partir da
descrigdo paramétrica de uma curva, produzem uma lista de pontos per-
tencentes a essa curva. Para isso, teremos de fazer variar o parametro ¢ ao
longo do seu dominio e, para cada valor, colecionamos numa lista cada um
dos pontos computados pelas equagdes paramétricas. Por exemplo, no caso
de querermos gerar n pontos uniformemente distribuidos ao longo de uma
circunferéncia de raio r, teremos de fazer ¢ variar no intervalo [0, 27[, mas
separando os valores de ¢ por A; = %’T Note-se que o intervalo é aberto em
27 pois o ponto da circunferéncia correspondente a ¢ = 0 coincide com o
ponto correspondente a t = 27.

Para gerarmos estes valores de ¢ uniformemente espagados de A; po-
demos usar a fungdo enumera, discutida na secgdo 5.3.1. De seguida, pode-
mos mapear a equagao paramétrica sobre essa lista de valores de t:

map(t -> pOl(rl t)/
enumera (0, 2+pi, dt))

Como habitualmente, podemos encapsular aquela expressdo numa fun-
¢do parametrizada e podemos generalizé-la para permitir especificar o cen-
tro p da circunferéncia:
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Figura 9.1: Pontos de uma circunferéncia. Da esquerda para a direita, temos

— 2r _ 27 _ 27 — 2
Av=15Ac=50 Me=55e M =75

pontos_circulo(p, r, dt) =
map(t -> p + vpol(r, t), enumera(0, 2%pi, dt))

A Figura 9.1 mostra as posicdes geradas pela fun¢do pontos_circulo
para diferentes valores de A;.

Para vermos um outro exemplo prético, consideremos a espiral de Ar-
quimedes: a curva descrita por um ponto que se move com velocidade cons-
tante v ao longo de um raio que gira em torno de um poélo com velocidade
angular constante w. Em coordenadas polares, a equagdo da espiral de Ar-
quimedes tem a forma

v
p=—0¢
w

—)
ou,coma = 2,

p=ag
Quando convertemos a equacao anterior para coordenadas rectangulares,
usando as férmulas
T = pcoso
Yy = psing

obtemos

y(¢) = apsing

que, como se pode ver, é uma descri¢do paramétrica em fungdo de ¢.

Mais simples ainda é a conversdo directa para a forma paramétrica da
representacdo polar da espiral de Arquimedes. Basta-nos substituir ¢ por ¢
e acrescentar mais uma equagdo que expressa esta substitui¢do, ou seja

p(t) = at
¢(t) =1t
Tal como fizemos para a circunferéncia, a computagdo das coordenadas
da espiral de arquimedes pode ser feita mapeando a fun¢dao que nos da
as posigdes sobre uma lista de valores de t. No entanto, agora ¢ ndo esta

limitado ao intervalo [0, 27], podendo variar livremente até onde preten-
dermos, num intervalo [ty, 1[. Assim, podemos escrever:

{x(¢>> = agcos
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Figura 9.2: Espirais de Arquimedes. Da esquerda para a direita, os para-
metros sdo a = 2,t € [0,4x[, a = 1,t € [0,67[, « = 0.2, ¢ € [0, 367].

espiral_arquimedes (p, alfa, t0, tl, dt) =
map (t -> p + vpol(alfaxt, t), enumera(tO, tl, dt))

A Figura 9.2 mostra trés espirais de Arquimedes desenhadas a partir
das seguintes invocacdes:

spline (espiral_arquimedes (xy (0, 0)
spline (espiral_arquimedes (xy (50, O
spline (espiral_arquimedes (xy (100,

2.0, 0, 4%pi, 0.1))
, 1.0, 0, 6xpi, 0.1))
), 0.2, 0, 36%pi, 0.1))

O — ~

9.3 Erros de Arredondamento

Embora muito ttil, a funcdo enumera tem um problema: quando o incre-
mento dt ndo é um numero inteiro, a sua adi¢do sucessiva vai acumulando
erros de arredondamento, o que pode provocar um comportamento bi-
zarro. Para exemplificarmos a situagdo, consideremos o ntimero de elemen-
tos de duas enumeragdes do intervalo [0, 1[, a primeira com um incremento
de & e a segunda com um incremento de 55

julia> length (enumera (0, 1, 1/10))
11

julia> length (enumera (0, 1, 1/100))
100

Obviamente, ha ali um problema: aparentemente, a primeira enume-
racdo nao terminou quando devia, produzindo um elemento a mais. O
problema resulta do facto de os incrementos usados ndo serem representa-
veis com exactiddo em notagdo binaria. Na verdade, 0.1 é representado por
um ntmero que é ligeiramente inferior a 1—10, enquanto que 0.01 é represen-
tado por um ntmero ligeiramente superior a fraccao ﬁ. A consequéncia é

que uma soma suficientemente grande destes ntimeros acaba por acumular
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um erro que faz com que o dltimo valor calculado seja, afinal, superior ao
limite, pelo que é descartado.?

Para evitar estes problemas seria natural pensarmos que nos devemos
limitar a usar incrementos sob a forma de frac¢des mas, infelizmente, isso
nem sempre é possivel. Por exemplo, quando usamos fung¢des trigonomé-
tricas (como senos e cossenos), é usual termos de gerar valores num inter-
valo que corresponde a um mdltiplo do periodo das fung¢des que, como
sabemos, envolve o nimero irracional 7, ndo representdvel como fraccao.
Assim, para lidarmos correctamente com niimeros reais, devemos usar ou-
tra abordagem que se baseie em produzir o niimero de valores realmente
pretendido, evitando adi¢des sucessivas. Para isso, ao invés de usarmos o
incremento como pardmetro, iremos antes usar o nimero de valores pre-
tendidos.

Na sua forma actual, a partir dos limites ¢y e ¢; e do incremento A4, a
fungdo enumera gera cada um dos pontos ¢; calculando:

ti=to+ A +A¢+--- + A =

1 vezes

i
t; =to + ZAt
=0

O problema da férmula anterior é, como vimos, a potencialmente grande
acumulagdo de erros que ocorre a0 somarmos um elevado niimero de vezes
o ligeiro erro existente no valor de A;. Para minimizarmos essa acumula-
¢do de erros temos de encontrar uma formula alternativa que evite o termo
A;. Uma possibilidade atraente é considerar, ndo um incremento A;, mas
sim um ntimero n de incrementos A; que interessa computar. Obviamente,
esse nimero n relaciona-se com A; pela equacao

t — to
n=-———
Ay

Consequentemente, temos também

t1 — 1o
n

Ar =

Substituindo na equagdo anterior, obtemos

7
ti:t0+ZAtE
=0

?Este fenémeno tem sido causa de intimeros problemas no mundo da informatica. Desde
erros nos sistemas de defesa anti-missil ao célculo errado de indices bolsistas, a histéria da
informatica esta repleta de exemplos catastroficos causados por erros de arredondamento.
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Lty —t
1—to
t;i =1 575
7 0‘+ : n

Jj=0

3
b= tg+ L0 di=
n 4
j=
t=to+ 110
n
O aspecto fundamental da tltima equagéo é que ela ja ndo corresponde
a uma soma de ¢ termos onde pode ocorrer uma acumulacdo de erros de
arredondamento, mas sim a uma “fun¢do” f(i) = %z de i, em que i ndo
acarreta qualquer erro pois é simplesmente um ntmero inteiro que evolui
desde 0 até n (exclusive). A partir deste nimero é agora possivel calcular
o valor de ¢; que, embora possa ter os inevitaveis erros de arredondamento
causados pela ndo utilizagdo de nimeros fracciondrios, ndo terd uma acu-
mulacdo desses erros.
Com base nesta tltima férmula é agora facil escrever uma nova fungao
enumera_n que computa directamente o valor de ¢; a partir do ndmero n
de valores pretendidos no intervalo [to, ¢1[:

enumera_n (t0, tl, n) =
map (i -> t0 + ix(tl - t0)/n, enumera(0, n, 1))

Como é natural, esta nova defini¢do ndo elimina erros de arredonda-
mento, mas evita a sua acumulacao.

Na verdade, existe uma variante da fungdo enumera_n pré-definida em
Khepri, com o nome division. A semelhanca da funcdo enumera_n, a
fungdo division tem como pardmetros os limites do intervalo e o ntimero
de incrementos:

julia> division (0, 1, 4)
[0.0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0]
julia> division (0, pi, 4)
[0.0,

0.7853981633974483,
.5707963267948966,
.356194490192345,
.141592653589793]

w N

Diferentemente da fun¢do enumera_n, a funcdo division tem ainda
um parametro opcional (por omissado, o valor t rue) destinado a indicar se
queremos incluir o dltimo elemento do intervalo. Esta opgdo destina-se a
facilitar a utilizagdo de fungdes peridédicas. Para melhor percebermos este
parametro, consideremos que queremos colocar quatro objectos nos quatro
pontos cardeais. Para isso, podemos usar coordenadas polares, dividindo
o circulo em quatro partes, com os angulos 0, 5,7, € 37” No entanto, se



9.4. MAPEAMENTOS E ENUMERACOES 311

usarmos a expressao division (0, 2xpi, 4) iremos ndo s6 obter aqueles
valores mas ainda o limite superior do intervalo 27, o que iria implicar co-
locar dois objectos sobrepostos, um para o angulo 0 e outro para 27. Natu-
ralmente, podemos resolver o problema usando division (0, 3xpi/2, 3)
mas isso parece bastante menos natural do que escrever division (0, 2xpi
ou seja, que queremos dividir 27 em quatro bocados mas ndo queremos o
altimo valor pois sera igual ao primeiro (a menos de um periodo).

9.4 Mapeamentos e enumeracoes

Como vimos na fungdo espiral_arquimedes, a geragdo de curvas para-
métricas implica mapear uma fungdo sobre uma divisdo de um intervalo
em partes iguais. Uma vez que esta combinagdo é tdo frequente, o Khe-
pri disponibiliza uma fun¢do denominada map_division que a realiza de
forma mais eficiente. Formalmente, temos:

map_division (f, tg, ti, n) =map(f, division(tg, ti, n))

As fungf)es map,division,eémap_division permitem—nos gerar curvas
com grande simplicidade. Sdo, consequentemente, um excelente ponto de
partida para a experimentacdo. Nas sec¢Oes seguintes vamos visualizar
algumas das curvas que, por uma razdo ou outra, ficaram para a histéria
da Matemética.

Exercicio 9.4.1 Redefina a fungdo espiral_arquimedes que calcula uma
lista de pontos por onde passa uma espiral de Arquimedes, mas empre-
gando a fun¢do division. Ao invés do incremento A, a sua fungdo devera
antes receber o niimero de pontos n.

Exercicio 9.4.2 Defina a fun¢do parede_espiral_arquimedes que, a par-
tir de uma espessura e altura e ainda dos parametros de uma espiral de Ar-
quimedes, cria uma parede em espiral, tal como se apresenta na seguinte
imagem:

4

4,

false),
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Exercicio 9.4.3 Definaa fun¢do cilindros_espiral_arquimedes que cons-
tréi n cilindros de raio r e altura i e os coloca ao longo de uma espiral de
arquimedes, de acordo com os parametros desta espiral, tal como se apre-
senta na seguinte figura:

| ‘ I J
{‘“ “Ma l{

i

9.4.1 Espiral de Fermat

A espiral de Fermat, também conhecida pelo nome de espiral parabdlica, é
uma curva semelhante a uma espiral de Arquimedes mas em que a equagao
que a define é

P =a’ep

Resolvendo a equagdo em ordem a p, obtemos

p=+a\/o

Dividindo a curva em duas metades para lidar com os dois sinais, te-
mos:

meia_espiral_fermat(p, a, t, n) =
[p + vpol (axsgrt(t), t) for t in division(0, t, n)]

espiral_fermat (p, a, t, n) =
[reverse (meia_espiral_ fermat (p, +a, t, n))...,
meia_espiral_fermat (p, —-a, t, n)[2:end]...]

Para vermos um exemplo da espiral de Fermat, podemos avaliar a se-
guinte expressao:

spline (espiral_fermat (xy (0, 0), 1.0, 16xpi, 400))

O resultado da avaliacdo anterior estd representado na Figura 9.3.
Um aspecto interessante da espiral de Fermat é o facto de modelar al-
guns fenémenos naturais, em particular, o arranjo das sementes numa flor
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Figura 9.3: A espiral de Fermat para ¢ € [0, 167].

de girassol. Num girassol, as sementes sdo dispostas numa superficie cir-
cular e, de modo a conseguir fazer crescer o maior niimero de sementes que
for possivel, elas encontram-se encostadas umas as outras, da forma mais
compacta que for possivel.

Nestas flores, cada semente estd posicionada de acordo com as equa-
coes’

p=ayn
p=0xn

em que n é o indice da semente contado a partir do centro da flor*, a é o fac-
tor de escala e 0 é o Angulo dourado (também chamado dngulo de Fibonacci)
e definido por § = F; onde ® = @ é a razdo dourada. Da definigdo
resulta que 0 = 2.39996 ~ 2.4.

Como podemos ver, esta equagdo é idéntica a da espiral de Fermat mas
com a diferenca de o angulo ¢ ndo crescer em fungdo de n, mas sim em
fungdo de § x n, afastando cada duas sementes de um angulo 4.

Para visualizarmos esta curva, é preferivel desenhar uma “semente” em
cada coordenada. Assim, podemos definir a fun¢do girassol que, dado
um ponto central p, um factor de crescimento a, um éngulo d, um raio r
e um numero de sementes n, desenha as sementes do Girassol com um
circulo de raio r para cada semente.

*Este modelo foi proposto por H. Vogel em 1979.
*Este indice é inversamente proporcional a ordem de crescimento da semente.
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Figura 9.4: A disposicdo das sementes de um Girassol.

Figura 9.5: A disposi¢do das sementes de Girassdis imagindrios em que,
da esquerda para a direita, o angulo delta corresponde a um incremento,
relativamente ao angulo dourado gz de +0.03, +0.02, +0.01, +0.00, —0.01,
—0.02 e —0.03.

girassol(p, a, d, r, n) =

for t in division(l, n, n - 1)
circle(p + vpol (axsqgrt(t), dxt), r)
end

As seguintes avaliagdes permitem-nos desenhar uma aproximagdo a
disposigdo das sementes do Girassol:

angulo_dourado = 2*pi/ ((sqrt(5) + 1)/2)"2

girassol(xy (0, 0), 1.0, angulo_dourado, 0.75, 200)

O resultado esta visivel na Figura 9.4.

E interessante verificar que a disposicio das sementes é extremamente
sensivel ao dngulo J. Na Figura 9.5 estdo desenhados girasséis em tudo
idénticos ao da Figura 9.4 excepto no angulo § que difere do angulo dou-
rado g em apenas umas centésimas de radiano.

9.4.2 C(issobide de Diocles

Diz a lenda que, no século V antes de Cristo, a populagiao Grega foi atin-
gida pela peste. Na esperanca de uma resposta, os Gregos recorreram ao
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Oréculo de Delos que profetizou que o problema estava na incorrecta vene-
racdo que estava a ser prestada ao Deus Apolo. De acordo com o Oréaculo,
Apolo s6 ficaria apaziguado se se duplicasse o volume do altar em forma
de cubo que os Gregos lhe tinham dedicado.

Os Gregos, na tentativa de rapidamente se livrarem dos terrificos efei-
tos da peste, encetaram de imediato a tarefa de construgdo de um novo
altar ctibico, mas, infelizmente, ao invés de duplicarem o seu volume, du-
plicaram a sua aresta, implicando que o volume final era oito vezes maior
que o volume original e ndo apenas duas vezes maior como o ordculo tinha
ordenado. Aparentemente, o ordculo sabia o que dizia, pois Apolo nédo se
satisfez com o novo altar e a peste continuou a devastar a Grécia.

Apos terem percebido o erro, os Gregos tentaram entdo descobrir qual
a alteragdo correcta a fazer ao comprimento da aresta do cubo para du-
plicar o seu volume mas nunca conseguiram encontrar uma solugdo. A
duplicacdo do volume de um cubo passou entdo a designar-se o problema
de Delos e, durante séculos, atormentou os ge()metras.5 Foi apenas dois
mil anos mais tarde, pela mao de Descartes, que se demonstrou que as téc-
nicas Gregas—que limitavam a construcdo geométrica ao uso de régua e
compasso—nunca poderiam resolver o problema.

No entanto, muito antes de Descartes, no século II antes de Cristo, o
matemadtico grego Didcles tinha encontrado uma “solugdo,” mas a custa
da utilizacdo de uma curva especial, actualmente denominada cissdide de
Di6cles. Essa curva extraordindria, infelizmente, ndo é desenhdvel apenas
empregando régua e compasso, o que implica que a solugdo encontrada
seria, quando muito, uma solugdo aproximada e ndo a verdadeira solucdo
do problema.

A cissoide de Ditcles define-se pela equagdo

v’ (2a —z) = 2,2 €[0,4q]
Colocando y em termos de x, obtemos:

3

T

—
y 2a — x

Infelizmente, esta formulagdo da curva é pouco apropriada pois obriga-
nos a tratar separadamente os sinais +. Uma conversao para coordenadas
polares permite-nos obter

p? sin? ¢(2a — pcos p) = p> cos® ¢
Simplificando e usando a identidade Pitagérica sin? ¢+ cos? ¢ = 1, obtemos

(1 — cos® ¢)(2a — pcos ¢) = pcos® ¢

*Felizmente, a peste ndo durou tanto como as dificuldades dos geémetras.
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ou seja,
2a(1 — cos? ¢) — pcos ¢ + pcos® ¢ = pcos’ ¢

Simplificando, obtemos finalmente

p = 2a( — cos @)

cos ¢
Uma vez que cos =5 = 0, a curva tende para infinito para aqueles valores.
Isto delimita o intervalo de variagdo a ¢ €] — 5, +5/.

Obviamente, para transformarmos a representagdo polar numa repre-
sentagdo paramétrica fazemos simplesmente

Finalmente, para permitir “centrar” a curva num ponto arbitrario, va-
mos proceder a uma translagdo a partir desse ponto. Assim, para definir-
mos esta curva em Julia basta-nos entao fazer:

cissoide_diocles(p, a, t0, tl, n) =
map_division(t -> p + vpol (2+«ax(1.0/cos(t) - cos(t)), t), t0, tl, n)

A Figura 9.6 mostra uma sequéncia de Cisséides de Didcles desenhadas
pela expressoes:

0, 0), 10.0, -0.65, 0.65, 100))

5, 0), 5.0, -0.8, 0.8, 100))

1 2.5, -1.0, 1.0, 100))

15, 0), 1.0, -1.25, 1.25, 100))
0.5, -1.4, 1.4, 100))

spline (cissoide_diocles (xy (
spline(cissoide_diocles (xy (
spline (cissoide_diocles (xy (
spline (cissoide_diocles (xy (
spline(cissoide_diocles (xy (

9.4.3 Lemniscata de Bernoulli

Em 1694, Bernoulli publicou uma curva a que deu o nome de lemniscata.
Essa curva acabou por se tornar imensamente famosa por ter sido adoptada
como simbolo para a representa¢do do infinito: 0O. Actualmente, a curva
é conhecida por lemniscata de Bernoulli, para a distinguir de outras curvas
que possuem uma forma semelhante.

A lemniscata de Bernoulli é descrita pela equagao

(.CU2 + 92)2 — a2(m2 o y2)

Infelizmente, como ja discutimos anteriormente, esta forma de repre-
sentagdo analitica da curva é pouco apropriada para o seu desenho, pois é
dificil colocar uma das varidveis em termos da outra. No entanto, se lhe
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<

Figura 9.6: Cisséides de Diocles. Da esquerda para a direita, os parametros
sdo a = 10,t € [-0.65,0.65], a = 5,t € [-0.8,0.8], a = 2.5,t € [-1,1],
a=1,t€[-1.251.25]ea=0.5,tc [-1.4,1.4].

aplicarmos a conversdo de coordenadas polares para rectangulares obte-
mos

(p? cos? ¢ + p*sin? )% = a?(p® cos? ¢ — p?sin? ¢)
Dividindo ambos os termos por p? e aplicando as identidades trigonomé-
tricas sin?z + cos? 2 = 1 e cos? z — sin? z = cos 27, obtemos
0% = a® cos 2¢
Esta equacgdo é agora facil de se converter para a forma paramétrica:

{p(t) = +avcos 2t
o(t) =t

Note-se que a presenga do simbolo + indica que, na verdade, se estdo a
tragar duas curvas em simultaneo. Para simplificar, vamos tragar cada uma
destas curvas independentemente. Assim, vamos comecar por definir uma
fungdo que calcula meia lemniscata com origem no ponto p:

meia_lemniscata_bernoulli (p, a, t0, tl, n) =
map_division(t -> p + vpol (axsgrt (cos(2+t)), t), t0, tl, n)

Em seguida, definimos uma fungdo que desenha a lemniscata completa
a partir do desenho de duas meias lemniscatas:

grafico_lemniscata_bernoulli(p, a, t0, tl, n) =
spline([meia_lemniscata_bernoulli (p, +a, tO0, tl, n)...,
meia_lemniscata_bernoulli (p, -a, tl, t0, n)[2:end]...])

Podemos agora visualizar a “infinidade” produzida por esta curva atra-
vés da seguinte expressao:
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Figura 9.7: Lemniscata de Bernoulli.

grafico_lemniscata_bernoulli (xy (0, 0), 1.0, -pi/4, pi/4, 100)

O resultado estd representado na Figura 9.7.
Exercicio 9.4.4 Embora nos exemplos anteriores tenhamos empregue a
representacdo paramétrica por esta ser a mais simples, nem sempre isso
acontece. Por exemplo, a lemniscata de Gerono, estudada pelo matematico
Camille-Christophe Gerono, define-se matematicamente pela equacao
gt =2 +y* =0
Resolvendo em ordem a y, obtemos

y==xvVz2—at

2 — 2% >0, 0 que implica

Para permanecer no plano real, é necessério que x
x € [-1,1].
Para evitar ter de desenhar duas curvas (provocadas pela presenga do
simbolo +), podemos ser tentados a usar a representagdo paramétrica desta
curva, definida por
= -1
"=
- 2t(t2 — 1)
y(t) = W
Infelizmente, enquanto a representacdo Cartesiana apenas precisa de fazer
x variar entre —1 e +1, a representagdo paramétrica precisa de fazer ¢ variar
entre —oo e +00, 0 que nos levanta uma impossibilidade computacional.
Por este motivo, neste caso a representacao Cartesiana é preferivel.
Tendo estas consideragcdes em conta, defina a fungdo grafico_lemniscata_gerono
que desenha a lemniscata de Gerono.

9.44 Curvade Lamé
A curva de Lamé é uma curva cujos pontos satisfazem a equagao
n

=1

’ X

n
Y
+’b

a
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Figura 9.8: A curva de Lamé paraa = 2,0 = 1,n = p/q, p,q € 1.8. A
variavel p varia ao longo do eixo das abcissas, enquanto ¢ varia ao longo
do eixo das ordenadas.

em quen > 0 eaebsdo os raios da curva.

A curva foi estudada no século dezanove pelo matematico Francés Ga-
briel Lamé como uma generalizacdo 6bvia da elipse. Quando n é um na-
mero racional, a curva de Lamé diz-se uma superelipse. Quando n > 2,
obtemos uma hiperelipse, tanto mais préxima de um rectangulo quanto
maior for n. Quando n < 2 obtemos uma hipoelipse, tanto mais préxima
de uma cruz quanto menor for n. Para n = 2, obtemos uma elipse e, para
n = 1, obtemos um losango. Estas variag¢des sdo visiveis na Figura 9.8 que
apresenta variagdes desta curva para a = 2, b = 1 e diferentes valores de n.

A curva de Lamé tornou-se famosa quando foi proposta pelo cientista
e poeta Dinamarqués Piet Hein como um compromisso estético e funci-
onal entre formas baseadas em padrdes rectangulares e formas baseadas
em padrdes curvilineos. No seu estudo para uma interseccdo de ruas no
bairro Sergels Torg, em Estocolmo, em que se estava a hesitar entre uma
rotunda tradicional ou um arranjo rectangular de vias, Piet Hein sugeriu a
superelipse como forma intermédia entre aquelas duas, produzindo o re-
sultado que esta visivel na Figura 9.9. De todas as superelipses, as mais
esteticamente perfeitas eram, na opinido de Piet Hein, as parametrizadas
porn=3e%=2_

Para desenharmos a curva de Lamé é preferivel utilizar a seguinte for-
mulagdo paramétrica.

1
2 (t) = a(cost)™ - sgncost
®) ( )1 & —rm<t<m
y(t) = b(sin2 t)" - sgnsint

A tradugdo desta férmula para Julia é directa:
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Figura 9.9: A superelipse proposta por Piet Hein para a praca Sergels, em
Estocolmo. Fotografia de Nozzman.
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superelipse(p, a, b, n, t) =
p + vxy(ax(cos(t)”2)”(1/n)+*sgn(cos(t)),
bx (sin(t)"2)~(1/n)*sgn(sin(t)))

Para gerarmos uma sequéncia de pontos da superelipse podemos, como
anteriormente, empregar a fun¢do map_division:

pontos_superelipse(p, a, b, n, pts) =
[superelipse(p, a, b, n, t) for t in division(-pi, pi, pts, false)]

Finalmente, para tragar a curva da superelipse, podemos definir:

curva_superelipse(p, a, b, n, pts) =
closed_spline (pontos_superelipse(p, a, b, n, pts))

As superelipses da Figura 9.8 foram geradas usando a funcao anterior.
Para isso, definimos uma func¢do testa_superelipses que, para valores
de a e b e para uma sequéncia de niimeros, testa todas as combinagdes de
expoente n = p/q, com p e ¢ a tomarem sucessivos valores dessa sequéncia.
Para se poder visualizar as vérias superelipses cada uma tem uma origem
proporcional a combinagédo p e ¢ usada:

testa_superelipses(a, b, ns) =
for num in ns
for den in ns
curva_superelipse (xy (num*2.5*a, denx2.5+b), a, b, num/den, 100)
end
end

A Figura 9.8 foi gerada directamente a partir da avaliagdo da seguinte
expressdo:

testa_superelipses (2.0, 1.0, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 81)

Exercicio 9.4.5 Defina a fun¢do tanque_superelipse que constréi um
tanque de forma supereliptica idéntico ao da praca de Sergels Torg, tal
como se apresenta em seguida:
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Sugestdo: defina previamente uma fun¢do denominada parede_curva
que constrdi paredes ao longo de uma determinada curva. A funcédo de-
verd receber a espessura e altura da parede a construir e uma entidade re-
presentando a curva (por exemplo, um circulo, uma spline, etc). Considere
também a utiliza¢do da fungdo sweep definida na secgdo 6.6.2.

Exercicio 9.4.6 Defina a fun¢do tanques_circulares que constréi uma
sucessdo de tanques circulares cujos centros estdo localizados ao longo de
uma superelipse, tal como se apresenta na imagem seguinte:

o) -)
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A fungdo deverd receber os pardmetros da superelipse, os parametros
de um tanque circular e o nimero de tanques a criar.
Exercicio 9.4.7 Defina uma fungdo que, invocando as fungdes tanque_superelipse
e tanques_circulares, cria uma praga tdo semelhante quanto possivel a
praca de Sergels Torg, tal como se apresenta na imagem seguinte:
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do anterior para produzir uma variante

Exercicio 9.4.8 Modifique a fung

perfeitamente circular:

do anterior para produzir a seguinte va-

Exercicio 9.4.9 Modifique a fung

riante:
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Exercicio 9.4.10 Modifique as func¢des anteriores para produzir a seguinte
variante:

9.5 Curvas Espaciais

Todas as curvas que vimos nas secgdes anteriores sao planares, pois encontram-
se inteiramente contidas num plano. Quando uma curva ndo esta contida
num plano diz-se espacial.

Do ponto de vista da modelacdo que temos feito, uma curva espacial
ndo tem nada de particularmente diferente de uma curva planar, excepto o
facto de empregar trés equacdes paramétricas, em vez de duas como acon-
tecia com as planares.

A titulo de exemplo, consideremos uma hélice, uma curva muito usada
em Arquitectura, por exemplo, em escadas. Esta curva tem uma descrigdo
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paramétrica definida por

(p,9,2) = (1,t,t)

Esta definicdo mostra que a medida que o angulo ¢ aumenta, também
a cota z aumenta.

Para flexibilizar a construgdo de hélices, podemos parameteriza-la um
pouco mais, acrescentando alguns coeficientes a cada uma das equagdes
paramétricas:

p(t) =r
o(t) = at
z(t) = Bt

E facil vermos que o parametro « representa o ntimero de “voltas” (i.e.,
multiplos de 27) que a hélice vai dar e  representa a “velocidade” com
que a hélice “avanga” ao longo do eixo da hélice (neste caso, o eixo Z ).0 A
fungdo Julia correspondente sera entdo:

pontos_helice(p, r, a, b, n) =
map_division(ti -> p + veyl(r, axti, bxti), 0, 2+pi, n)

As seguintes expressdes produzem diferentes hélices:

spline (pontos_helice(x(0), 2, 4, 1, 200))
spline (pontos_helice(x(5), 1, 8, 1, 400))
spline (pontos_helice(x(9), 2, 2, 1, 100))

O resultado da avaliacdo esta representado da Figura 9.10.

Uma das vantagens da utilizagdo da representacdo paramétrica é a fa-
cilidade com que podemos fazer altera¢des. Por exemplo, se resolvermos
tornar as coordenadas p, ¢ e z em funcgoes lineares de t,

p(t) = 1o+ rit
gb(t) = ag + a1t
z(t) = Bo + Bt

passamos a ter uma hélice conica. O parametro r( representa o raio da aber-
tura inicial da hélice cénica enquanto 1 representa a “velocidade” de aber-
tura da hélice cénica. Os parametros o e [y representam valores iniciais
para o angulo ¢ e para a altura z. A definigdo Julia correspondente é:

pontos_helice_conica(p, r0, rl, a0, al, b0, bl, n) =
map_division(ti -> p + veyl(r0O + rlxti, a0 + alxti, b0 + blxti),
0, 2xpi, n)

Logicamente, a hélice simples é um caso particular da hélice cénica, em
quetemosrg=7r,711 =0, 00 =0, 01 =, B =0,e 1 = f.

®Ao “avango” da hélice no periodo 27 denomina-se o passo da hélice.
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Figura 9.10: Trés hélices. Da esquerda para a direita, os parametros sdo
r=21,20a=1{4,8,2}ep=1{1,11}

Usando a hélice conica torna-se facil construir uma das curvas mais fa-
mosas dos tempos modernos: a dupla hélice que representa a estrutura mo-
lecular do ADN e que foi descoberta por James D. Watson e Francis Crick
na década de cinquenta do século passado. Para isso, basta avaliar duas
expressoes:

spline (pontos_helice_conica(u0O(), 1, 0, 0, 3, 0, 1, 100))
spline (pontos_helice_conica(u0O¢(), 1, 0, pi, 3, 0, 1, 100))

9.6 Precisao

Consideremos a curva Borboleta, proposta pelo matematico Temple H. Fay.
Esta curva periédica define-se pela equagdo em coordenadas polares

. 2% —
r = esln¢ — 2COS(4¢)) + Sin5 ( ¢24 7T>

A semelhanca do que fizemos anteriormente, vamos considerar a curva
relativamente a um ponto de partida P, dentro de um intervalo de variagao
do parametro independente ¢ € [to, t1].

curva_borboleta(p, t0, tl, n) =
map (t —> p+vpol (exp(sin(t))-2*cos (4*t)+sin((2«t-pi)/24)"5, t),
division(t0, tl, n, false))

Para o desenho desta curva falta-nos agora determinar o valor ade-
quado do parametro n. Para isso, é importante percebermos que o pe-
riodo da curva Borboleta é de 24w, sendo a curva completa gerada para
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Figura 9.11: A curva Borboleta produzida para valores crescentes do nu-
mero n de pontos.

t € [0,24n]. Uma vez que este periodo é relativamente grande, o nliimero
n de pontos a empregar devera ser suficiente para que se consiga reprodu-
zir fielmente a curva e é precisamente aqui que surge a maior dificuldade:
sem conhecer a forma da curva, é dificil estimar qual o melhor valor para
n. Se o valor de n for demasiado baixo, a curva ndo sera representada com
fidelidade, em particular, nos locais em que existem curvaturas muito acen-
tuadas; se o valor for demasiado alto, maior seré a necessidade de recursos
computacionais. Na pratica, é necessaria alguma experimentagdo para per-
ceber qual o melhor valor.

Esta necessidade de experimentagdo relativamente ao valor do ndmero
de pontos a empregar estd bem patente na Figura 9.11 que mostra as curvas
Borboleta desenhada para os seguintes crescentes valores de n:

closed_spline (curva_borboleta(xy (0, 10), 0, 24xpi, 10))
closed_spline (curva_borboleta (xy (10, 10), 0, 24%pi, 20))
closed_spline (curva_borboleta (xy (20, 10), 0, 24xpi, 40))
closed_spline (curva_borboleta(xy (30, 10), 0, 24xpi, 80))
closed_spline (curva_borboleta (xy (40, 10), 0, 24xpi, 160))
closed_spline (curva_borboleta(xy (0, 0), 0, 24xpi, 320))
closed_spline (curva_borboleta(xy (10, 0), 0, 24xpi, 640))
closed_spline (curva_borboleta (xy (20, 0), 0, 24%pi, 1280))
closed_spline (curva_borboleta (xy (30, 0), 0, 24%pi, 2560))
closed_spline (curva_borboleta (xy (40, 0), 0, 24xpi, 5120))

Como podemos verificar, quando o namero de pontos é insuficiente, as
curvas produzidas podem ser grotescas distor¢des da realidade. Por este
motivo, devemos ter um particular cuidado na escolha do valor adequado
para este parametro.

Uma alternativa interessante serd deixar ao computador a responsabili-
dade de adaptar o namero de pontos as necessidades de cada curva.
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Figura 9.12: Gréfico da fungéo f(z) = 3sin(1) no intervalo [0.05,0.8]. Da
esquerda para a direita empregaram-se, respectivamente, 8, 15, 30 e 60 pon-
tos de amostragem.

9.6.1 Amostragem Adaptativa

A fungdo map_division permite-nos gerar a curva de qualquer funcao f(¢)
no intervalo [to, ;] através da aplicagdo da funcdo f a uma sequéncia de n
incrementos de t igualmente espagados {to, ...,t;}. A esta sequéncia da-se
o nome de sequéncia de amostragem.

E facil vermos que quanto maior for o nimero de elementos da sequén-
cia de amostragem, maior serd a precisdo da curva produzida. Infeliz-
mente, quanto maior for essa precisdo, maior serd o esfor¢o dispendido
na computagdo do valor da fun¢do em todos os elementos da sequéncia.
Na prética, é necessdrio encontrarmos um equilibrio entre a precisdo e o
esfor¢o computacional.

Infelizmente, existem variadissimas fung¢des para as quais é dificil ou
mesmo impossivel encontrar um ntmero de pontos de amostragem apro-
priado. A titulo de exemplo, experimentemos produzir o grafico da fungdo
ft) = (¢, %szn(%)) no intervalo [0.05,0.8]. Esta fungdo tem como grafico
uma curva que oscila com uma frequéncia que é tanto maior quanto mais
proximos estamos da origem. A Figura 9.12 mostra uma sequéncia de gra-
ficos desta fungdo em que, da esquerda para a direita, o nimero de pontos
de amostragem foi sendo progressivamente aumentado.

Como podemos ver na figura, com poucos pontos de amostragem a
curva resultante é uma grosseira aproximacdo da curva real e é apenas
quando o ntimero de pontos de amostragem se torna muito elevado que
se consegue obter alguma precisdo. Acontece que essa precisdo apenas é
relevante nas zonas da curva onde héd grandes variagdes. Nas outras zo-
nas, onde a curva evolui suavemente, mais pontos de amostragem apenas
implicam maior tempo de processamento, sem qualquer vantagem signi-
ficativa para a qualidade do resultado. Isto sugere que devemos adaptar
o nuimero de pontos de amostragem ao longo da curva de acordo com a
sua suavidade: nas zonas onde a curva varia mais bruscamente devemos
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Py

Figura 9.13: Geragao adaptativa de pontos

empregar mais pontos de amostragem, mas nas zonas onde a variagao for
mais linear, podemos diminuir o niimero de pontos de amostragem. Desta
forma, o niimero de pontos de amostragem adapta-se a forma da curva.

Para que possamos empregar uma amostragem adaptativa precisamos
de definir um critério para classificar a “suavidade” de uma curva. Tal
como ilustramos na Figura 9.13, podemos comegar por admitir que temos
duas abcissas xp e 1 que usamos para calcular os pontos /) e P;. Para
sabermos se a curva se comporta de forma linear entre esses dois pontos
(podendo assim ser aproximada por um segmento de recta), vamos cal-
cular o valor médio z,, desse intervalo e o correspondente ponto P, da
curva. Se a fungdo for realmente linear nesse intervalo, entdo os pontos Py,
P,, e Py serdo colineares. Na prética, isso raramente acontecerd, pelo que
teremos de empregar um conceito de colinearidade aproximada, o que po-
demos fazer empregando qualquer um de varios critérios possiveis como,
por exemplo:

* A area do tridngulo Py, P, P ser inferior a um valor e suficiente-
mente pequeno.

¢ Oangulo Py, Py, P ser aproximadamente igual a 7.

e A soma da distancia entre Py e P, com a distincia entre P,, e P, ser
aproximadamente igual a distancia entre F e P;.

Outros critérios serdo igualmente aplicdveis, mas, por agora, vamos es-
colher o primeiro. A sua tradugédo para Julia é a seguinte:



330 CAPITULO 9. REPRESENTACAO PARAMETRICA

aproximadamente_colineares (p0, pm, pl, epsilon) =
let a = distance(p0, pm),

b distance (pm, pl),

c = distance(pl, p0)

area_triangulo(a, b, c) < epsilon

end

area_triangulo(a, b, c) =

let s = (a + b + ¢c)/2.0
sqrt (s*(s — a)*x(s — b)*(s — c))
end

A fungdo aproximadamente_colineares implementa o critério que
nos permite dizer que os segmentos de recta que ligam os pontos p0, pm,
e pl constituem uma boa aproximag¢do ao comportamento da curva entre
esses pontos. Quando este critério nado se verifica, podemos partir o inter-
valo em dois sub-intervalos e analisar cada um deles em separado, conca-
tenando os resultados.

map_division_adapt (£, t0, tl, epsilon) =
let p0 = £(t0),

pl = £(t1),
tm = (t0 + tl1)/2.0,
pm = f (tm)
if aproximadamente_colineares (p0, pm, pl, epsilon)
[p0, pm, pl]
else

[map_division_adapt (£, t0, tm, epsilon)...,
map_division_adapt (£, tm, tl, epsilon) [2:end]...]
end
end

Esta forma adaptativa de produzir uma amostragem de uma curva per-
mite resultados com muito maior precisdo mesmo empregando um niimero
total de pontos de amostragem relativamente pequeno. A Figura 9.14 mos-
tra uma sequéncia de graficos idénticos aos apresentados na Figura 9.12,
mas agora empregando um esquema de amostragem adaptativo com apro-
ximadamente o mesmo niimero de pontos de amostragem em cada caso.
Como podemos verificar, os gréaficos sdo substancialmente mais precisos,
em particular nas zonas perto da origem, sem que isso diminua visivel-
mente a qualidade nas zonas da curva cuja variagdo é mais suave.
Exercicio 9.6.1 O algoritmo usado na fun¢do map_division_adapt ndo
consegue lidar correctamente com fungdes peridédicas em que temos f(ty) =
f(t1) = f(*Fh). Neste caso, o triangulo degenerado formado por estes trés
pontos tem drea zero, o que leva o algoritmo a terminar de imediato. Mo-
difique a fun¢do de modo que ela receba um parametro adicional A; que
determina o maior intervalo admissivel entre dois valores consecutivos de
t.
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Figura 9.14: Gréfico da funcdo f(z) = 3sin(1) no intervalo [0.05,0.8]. Da
esquerda para a direita, a sequéncia de amostragem adaptativa possui, res-
pectivamente, 7, 15,29 e 57 pontos.

Exercicio 9.6.2 A fungdo map_division_adapt ndo é tdo eficiente quanto
seria possivel, em particular, porque repete sistematicamente a aplicacdo
da fungao f no ponto médio: f(t,,) é calculado para decidir se continua a
recursdo e, quando continua, terd de ser calculado novamente para per-
mitir calcular f(tp) ou f(¢1) na invocagdo seguinte. Redefina a fungdo
map_division_adapt de modo a evitar calculos repetidos.

9.7 Superficies Paramétricas

Ao longo da histéria, a arquitectura tem explorado uma variedade enorme
de formas. Como vimos, algumas dessas formas correspondem a sé6lidos
bem conhecidos desde a antiguidade, como cubos, esferas e cones. Mais re-
centemente, os arquitectos tém virado a sua atengdo para formas bastante
menos classicas, que exigem um tipo de descrigdo diferente. O famoso ar-
quitecto espanhol Félix Candela é um bom exemplo.

Candela explorou exaustivamente as propriedades do paraboléide hi-
perbdlico, permitindo-lhe criar obras que sdo hoje referéncias no mundo da
arquitectura. A Figura 9.15 ilustra a constru¢do de uma das obras de Félix
Candela, onde o elemento fundamental é precisamente uma fina casca de
betdo armado com a forma de um paraboléide hiperbélico. No seu tempo,
Candela realizava manualmente todos os cédlculos necessdrios para deter-
minar as formas que pretendia realizar. Iremos agora ver como podemos
obter os mesmos resultados de modo bastante mais eficiente.

Para isso, vamos generalizar as descrigdes paramétricas de curvas de
modo a permitirem a especificagdo de superficies. Embora uma curva seja
descrita por um triplo de fungdes de um tnico parametro ¢, por exemplo,
(x(t),y(t), z(t)), no caso de uma superficie esta terd de ser descrita por um
triplo de fungdes de dois pardmetros que variam independentemente,” por

"Matematicamente falando, uma superficie paramétrica é simplesmente a imagem de
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Figura 9.15: A capela de Lomas de Cuernavaca em construgdo. Fotografia
de Doroty Candela.

exemplo, (z(u,v),y(u,v),z(u,v)). Naturalmente, a escolha de coordena-
das rectangulares, cilindricas, esféricas ou outras é apenas uma questao de
conveniéncia: em qualquer caso, serdo necessdrias trés fungdes.

Tal como acontece com as curvas, embora possamos descrever uma su-
perficie na forma implicita, a representacdo paramétrica é mais adequada a
geragdo das posigdes por onde passa a superficie. Por exemplo, uma esfera
com centro no ponto (zg, Yo, 20) € raio r, pode ser descrita implicitamente
pela equagdo

(= 20)* + (y — y0)* + (2 = 20)* = 1* =0

mas esta forma ndo permite a geracdo directa de coordenadas, sendo pre-
ferivel adoptar uma descrigdo paramétrica, pelas fun¢des

(¢, ) = xo + rsin ¢ cosyp
y(¢, ) = yo + rsin¢sin
2(¢, ) = zo +rcos ¢

Para ilustrarmos o conceito de superficie paramétrica, vamos conside-
rar uma famosa superficie: a Faixa de M6bius.®

uma fungio injectiva de R? em R?.
8 A Faixa de Mobius ndo é uma verdadeira superficie, mas sim uma superficie com
fronteira.
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Figura 9.16: A faixa de Mobius.

9.7.1 A Faixa de Mobius

A faixa de Mobius (também conhecida por banda de Mobius) foi descrita
de forma independente por dois matematicos alemaes em 1858, primeiro,
por Johann Benedict Listing e, dois meses mais tarde, por August Ferdi-
nand Md6bius. Embora tenha sido apenas Listing a publicar a sua desco-
berta, esta acabou por ser baptizada com o nome de Mobius. A Figura 9.16
apresenta uma imagem de uma faixa de Mobius feita com uma tira de pa-
pel e onde se torna possivel perceber uma das extraordindrias caracteristi-
cas desta superficie: é possivel percorré-la inteiramente sem nunca sair do
mesmo “lado” pois, na verdade, a faixa de Mobius tem apenas um lado.?
Do mesmo modo, a superficie estd limitada por uma aresta apenas, que se
estende a toda a superficie. Na verdade, a faixa de Mobius é a mais simples
superficie de um s6 lado e com uma s6 aresta.

A faixa de Mobius tem sido sucessivamente usada nos mais variados
contextos, desde os famosos trabalhos de Maurits Cornelis Escher que em-
pregam a faixa de Mobius, como “M&bius Strip II,” até ao simbolo repre-
sentativo da reciclagem, que é constituido por trés setas dispostas ao longo
de uma faixa de Mobius, tal como se pode ver na Figura 9.17.

As equagdes paramétricas desta superficie, em coordenadas cilindricas,
sdo as seguintes:

Esta propriedade tem sido explorada, por exemplo, em correias de transmissdo que,
quando adoptam a topologia de uma faixa de Mobius, desgastam ambos os “lados” da
correia, em vez de desgastarem apenas um, permitindo assim durarem o dobro do tempo.
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Figura 9.17: O simbolo representativo da reciclagem: trés setas dispostas ao
longo de uma faixa de Mobius.

Dada a periodicidade das fungodes trigonométricas, temos § < [0, 27]

ouu € [0,47]. Nesse periodo, para um dado v, a coordenada z assumira
valores simétricos em relacdo ao plano xy, no limite, entre —v e v. Isto quer
dizer que a faixa de Mobius se desenvolve para cima e para baixo do plano
xy.

Para desenharmos esta superficie podemos usar, como abordagem ini-
cial, uma generalizagdo do processo que empregamos para desenhar cur-
vas paramétricas. Neste processo, limitavamo-nos a aplicar a func¢do argu-
mento f(t) ao longo de uma sucessao de n valores desde t, até t;. No caso
de superficies paramétricas, pretendemos aplicar a funcéo f(u,v) ao longo
uma sucessdo de m valores, desde ug até u; e, para cada um, ao longo de
uma sucessao de n valores, desde vy até v;. Assim, a fungdo f(u,v) serd
aplicada em m x n pares de valores. Este comportamento é facilmente ob-
tido a custa de dois mapeamentos encadeados:

map (u —> map (v -> f(u, v),
division(v0, vl1, n)),
division(u0, ul, m))

Por exemplo, no caso da faixa de Mobius, podemos definir:

faixa_moebius (u0, ul, m, vO0, vl, n) =
map (u —=> map(v -> cyl(l + vxcos(u/2), u, vxsin(u/2)),
division(v0, vl1, n)),
division (u0, ul, m))

Na realidade, esta combinagdo de mapeamentos com divisdes de inter-
valos é tdo frequente que o Khepri a disponibiliza através de uma extensao
da fun¢do map_division, permitindo escrever
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faixa_moebius (u0, ul, m, v0, vl, n) =
map_division((u, v) -> cyl(l + v*cos(u/2), u, vssin(u/2)),
ul0, ul, m,
v0, vl1, n)

Vimos que no caso de uma func¢do de um s6 parametro f(¢), tinhamos
que

map_division(f, to, ti, n)

era equivalente a

map (£,
division(tg, ti1, n))

Essa equivaléncia é agora estendida ao caso de fun¢des de dois pardme-
tros f(s,t), ou seja,

map_division(f, ug, ui, n, vo, vi, m)

é equivalente a

map (u —> map(v —-> f(u, v)
division(vg, vi, m)),
division(ug, ui, n))

Naturalmente, se 0 mapeamento interior produz uma lista com os re-
sultados da aplicagdo da fungdo f, o mapeamento exterior ird produzir
uma lista com as listas de resultados da aplicacdo da fungdo f. Admi-
tindo que cada aplica¢do da fungdo f produz um ponto em coordenadas
tri-dimensionais, facilmente vemos que esta expressao produz uma lista de
listas de pontos. Assim sendo, o resultado serd da forma:

[[Po,o, Poas ---+ Poml,

[P1o, P11, «+.r Piml,
.7

[Pnos Pnis, «+-r Pnml]

Para desenharmos esta lista de listas de pontos, podemos simplesmente
aplicar a func¢do spline a cada uma das listas de pontos:

splines (ptss) =
map (spline, ptss)

Assim, podemos facilmente apresentar uma primeira visualizagdo da
faixa de Mobius:

splines (faixa_moebius (0, 4*pi, 80, 0, 0.3, 10))

O resultado da avaliacdo da expressdo anterior estd representado da
Figura 9.18.
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Figura 9.18: A faixa de Mdobius.

Um aspecto interessante das superficies paramétricas tri-dimensionais
é que o conjunto de pontos que as definem pode ser organizado numa ma-
triz. De facto, se a superficie paramétrica é obtida através da aplicacdo da
funcdo f(s,t) ao longo uma sucessao de m valores, desde s¢ até s; e, para
cada um, ao longo de uma sucessdo de n valores, desde ¢y até ¢;, pode-
mos colocar os resultados dessas aplicagdes numa matriz de m linhas e n
colunas, tal como se segue:

f(s0,t0) .. f(so,t1)
f(Sl, to) e f(Sl, tl)

O que a fungdo map_division devolve ndo é mais do que uma repre-
sentacdo desta matriz, implementada em termos de uma lista de linhas da
matriz, cada linha implementada em termos de uma lista de valores corres-
pondentes aos elementos dessa linha da matriz.

E agora facil vermos que a aplicagdo da fungdo splines a representa-
¢do da matriz ndo faz mais do que desenhar m splines, cada uma definida
pelos n pontos de cada uma das m linhas da matriz. Outra alternativa seré
desenhar n splines definidas pelos m pontos de cada uma das n colunas da

matriz. Para isso, o mais simples é transpor a matriz, i.e., trocar as linhas
pelas colunas, ficando esta com a forma:

f(SQ,to) f(Sl,t[))
Flsotr) .. flsat)
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Figura 9.19: A faixa de Mdobius.

Para isso, podemos definir uma func¢do que, dada uma matriz imple-
mentada como uma lista de listas, devolve a transposta dessa matriz na
mesma implementagao:

matriz_transposta(matrix) =
[[row[1] for row in matrix]
for i in l:length(matrix[1])]

Usando esta fungéo, é agora possivel tragar curvas ortogonais as repre-
sentadas na Figura 9.18 simplesmente tracando as curvas obtidas a partir
da matriz transposta, i.e.,

splines (matriz_transposta(faixa_moebius (0, 4xpi, 80, 0, 0.3, 10)))

O resultado encontra-se na Figura 9.19.

Finalmente, para obtermos uma malha com o efeito combinado de am-
bas as curvas, podemos definir uma funcdo auxiliar malha_splines:
malha_splines (ptss) =

begin
splines (ptss)

splines (matriz_transposta (ptss))
end

Podemos agora usar esta fungao tal como se segue:
malha_splines (faixa_moebius (0, 4xpi, 80, 0, 0.3, 10))

O resultado encontra-se na Figura 9.20.
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Figura 9.20: A faixa de Mdobius.

Este género de representacdo, baseado na utilizagdo de linhas para dar
a ilusdo de um objecto, denomina-se modelo de arame (wire frame, em Inglés).
Formalmente, um modelo de arame ndo é mais que um conjunto de linhas
que representa uma superficie. Os modelos de arame tém a vantagem, so-
bre outras formas de visualizagdo, de permitirem um desenho muito mais

rapido.

9.8 Superficies

Os modelos de arame nao constituem superficies. De facto, por as linhas
serem infinitamente finas e ndo existir qualquer “material” entre elas, nao
é possivel associar um modelo de arame a uma verdadeira superficie.

Se o que pretendemos é, de facto, desenhar superficies, entdo é preferi-
vel explorar as capacidades do Khepri para a criacdo de superficies.

As malhas poligonais sdo aglomerados de poligonos, geralmente trian-
gulos e quadrilateros, que definem a forma de um objecto. Relativamente
aos modelos constituidos apenas por linhas, as malhas poligonais tém a
vantagem de poderem ser mais realisticamente visualizadas, por exemplo,
com remogdo de superficies invisiveis, com inclusdo de sombreados, etc.
Obviamente, cada face destas malhas poligonais possui espessura zero,
pelo que nédo sdo verdadeiros sélidos mas apenas representacdes abstrac-
tas de superficies. Ainda assim, podem ser muito tteis para se obter uma
mais correcta visualizagdo de uma superficie e podem ser subsequente-
mente transformadas para a criagdo de sélidos, por exemplo, através da
fungdo thicken que confere uma espessura uniforme a superficie.
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Figura 9.21: A faixa de Mdbius.

O Khepri disponibiliza uma operacao para a criagdo destas malhas poli-
gonais denominada surface_grid. A Figura 9.21 apresenta uma represen-
tagdo realistica da faixa de Mobius gerada a partir da seguinte expressao:

surface_grid(faixa_moebius (0, 4x%pi, 80, 0, 0.3, 10))

E agora possivel experimentar variagdes na faixa de Mobius, por exem-
plo, para fazer variar a “largura” da faixa, tal como se representa na Fi-
gura 9.22.

Para visualizarmos um exemplo mais arquitectéonico, vamos considerar
o paraboléide hiperbdlico empregue por Félix Candela na Capela de Lo-
mas de Cuernavaca. Esta superficie pode ser descrita na sua representagao

“ S

Figura 9.22: A faixa de Mobius para diferentes “larguras.” Da esquerda
para a direita o intervalo de variagdo em v é de [0, 1], [0,1], [0, 2] e [0, 4].
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implicita através da equagdo
2 —y?—2=0

ou, equivalentemente, através da sua representacdo paramétrica:

A traducdo para Khepri é:

thicken (
surface_grid(
map_division((x, y) —> xyz (X, Yy, X*X — y*Vy),
-0.5, 1.3, 40, -2, 2, 80)),
0.03)

Na expressdo anterior, usdmos os limites do dominio que aproximam
a superficie da obra real e demos espessura a superficie através da fungao
thicken. Na Figura 9.23 mostramos uma visualizagdo da obra onde elimi-
ndmos a porg¢do que fica debaixo de terra.
Exercicio 9.8.1 Defina uma fung¢do que, com os argumentos adequados,
constrdi a superficie representada na seguinte Figura.

Exercicio 9.8.2 Considere a seguinte figura:
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Figura 9.23: Uma aproximacdo da Capela de Lomas de Cuernavaca.
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\Aa 1

Assuma que a figura estd centrada na origem e representada usando
uma perspectiva isométrica. Repare que as intersec¢des da superficie com
qualquer plano paralelo ao plano XZ ou ao plano Y Z produz uma sinu-
soide perfeita (embora produza sinuséides de frequéncia diferente em fun-
¢do da distancia do plano de interseccdo a origem). A partir destas dicas,
tente descobrir qual as equagdes paramétricas que lhe deram origem.

9.8.1 Helicoide

Discutimos, na secgdo 9.5, o desenho da hélice. Vamos agora discutir a
superficie que generaliza aquela curva: a helicdide.

A helicéide foi descoberta em 1776 por Jean Baptiste Meusnier. As suas
equagdes paramétricas (em coordenadas cilindricas) sdo:

A Figura 9.24 mostra duas helicéides com parametros diferentes, gera-
dos a partir do seguinte fragmento de programa:

helicoide(p, a, u0, ul, m, v0, vl, n) =
map_division((u, v) —-> p + vcyl(u, axv, v),
u0, ul, m, v0, vl, n)

surface_grid(helicoide (xyz (0, 0, 0), 1, 0, 1, 10, 0, 2xpi, 100))
surface_grid(helicoide (xyz (7, 0, 0), 3, 0, 5, 50, 0, 2xpi, 200))

Uma caracteristica interessante da helicéide é que por cada ponto da
helicéide passa uma hélice.
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Figura 9.24: Duas helicéides com intervalo de variacdo em v de [0, 27]. A
helicéide da esquerda tem o = 1 e intervalo de variagdo em u de [0, 1]
enquanto que a da direita tem o = 3 e u € [0, 5].

9.8.2 Mola

Uma mola é outra figura geométrica que possui afinidades com uma hélice.
Matematicamente, a mola é o volume gerado por um circulo que se desloca
ao longo de uma hélice. Em termos mais simples, uma mola é uma hélice
com “espessura,” i.e., um tubo que se enrola ao longo de um eixo. Se for
ro o raio do tubo, r; a distancia do eixo do tubo ao eixo da hélice, o o
angulo de rotagdo inicial da mola e v, a “velocidade” ao longo do eixo Z,
as equagdes paramétricas da mola sdo:

p(u,v) =r1 4+ rocosu

O(u,v) =a+v

()
z(u,v) = % + rosinu

A tradugdo da defini¢do anterior para Julia fica:

mola(p, a, r0, rl, vz, u0, ul, m, vO, vl, n) =
map_division ((u, v) —-> p+vcyl (rl+rOxcos(u), a+v, vz*v/pi+rO*sin(u)),
u0, ul, m, vO, vl, n)

Na Figura 9.25 encontra-se a visualizacdo de uma mola no seu processo
de extensdo. Cada uma das imagens corresponde a uma mola com as mes-
mas dimensdes, excepto no que diz respeito a “velocidade” em z.
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Figura 9.25: Trés molas construidas com os parametros 7o = 1, r; = 5,
u € [0,27] e v € [0,67]. Da esquerda para a direita, temos a velocidade
v, € {1,2,4}.

surface_grid(

mola (xyz (0, 0, 0), 0, 1, 5, 1, 0, 2%pi, 50, 0, 3x2%pi, 150))
surface_grid(

mola (xyz (20, 0, 0), 0, 1, 5, 2, 0, 2*pi, 50, 0, 3%2xpi, 150))
surface_grid(

mola (xyz (40, O, 0), O, 1, 5, 4, 0, 2%pi, 50, 0, 3x2%pi, 150))

Exercicio 9.8.3 A mola tradicional é apenas a forma mais simples que é
possivel gerar a partir da fun¢do mola. Formas mais elaboradas podem ser
geradas quer através da parametrizagdo, quer através da composi¢do. Por
exemplo, através da composi¢do de “molas” podemos gerar cordas. Neste
caso, tratamos as “molas” como “fios” ou “filamentos” que, enrolados uns
com 0s outros, constituem uma corda.

Assim, uma corda pode ser vista como um conjunto de molas entrela-
cadas, com todas as molas a desenvolverem-se no mesmo eixo mas “ro-
dadas” (i.e., com um angulo inicial) e com um passo (i.e., uma velocidade
de desenvolvimento) que lhes permite ficarem encostadas umas as outras.
Na Figura seguinte estdo representados dois esquemas que mostram, a es-
querda, o posicionamento das molas no caso de uma corda de quatro “fios.”
Esta corda pode ser generalizada para qualquer nimero de fios, até o limite
inferior de dois fios, representado a direita.



9.8. SUPERFICIES 345
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Defina a fungdo corda que, recebendo os parametros adequados, cria
cordas. A titulo de exemplo, considere as seguintes expressoes cuja avalia-
¢do produz as trés cordas construidas com dois, trés e seis fios apresentadas
em seguida:

corda (xyz (0, 0, 0), 2, 1, 3)
corda (xyz (10, 0, 0), 3, 1,
corda (xyz (20, 0, 0), 6, 1,

>
2

Exercicio 9.8.4 Um breather é uma superficie matemadtica que caracteriza
um tipo particular de onda e que se encontra exemplificada na figura se-
guinte. A sua equacdo paramétrica é:
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'J,‘(U,U) C s 2 (1 — a?) cosh(au) sinh(au)
((1 — a2) cosh?(au) + a2 sin (\/mv))
2v/1 — a2 cosh(au) ( V1 — a2 cos(v) cos <MU> — sin(v) sin (Mv))

e ¢ ( (1 — a?) cosh®(au) + a? sin (mv)
2v/1 — a? cosh(au) < V1= a?sin(v) cos <\/1 —a v) + cos(v) sin (Mv»
\Z(u’v)_ a( (1 — a2) cosh?(au) + a2 sin ( 1—a2v ))

N\

,/

Note que, dada a periodicidade das fungdes trigonométricas, temos
=21 < u < 2re —121 < v < 127. O parametro a caracteriza diferentes
superficies e pode variar entre O e 1.

Defina a func¢do breather que desenha a superficie em questao a partir
de um ponto P, do parametro b e dos extremos de variagdo e do ntimero de
pontos a considerar ao longo dessa variacdo, respectivamente, para os pa-
rametros u e v. Por exemplo, a figura anterior foi produzida pela avaliagdo
da expressao:

surface_grid(
breather (xyz (0, 0, 0), 0.4, -13.2, 13.2, 200, -37.4, 37.4, 200))
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9.8.3 Conchas

Viérios autores defendem que a Natureza é uma manifestacdo matematica e
justificam essa crenga pela surpreendente semelhanca que algumas super-
ficies matematicas apresentam com formas naturais.

A superficie de Dini, é um desses casos. As equagdes paramétricas que
a definem sao:

x(u,v) = cos(u) sin(v)
y(u,v) = sin(u) sin(v)
z(u,v) = cos(v) + log(tan(%)) +ax*u

emquel<u<2re0<v <.
A tradugdo destas equagdes para Julia é directa:

dini(p, a, u0, ul, m, v0, vl, n) =
map_division((u, v) —-> p + vxyz(cos(u)=*sin(v),
sin(u) *sin(v),
cos(v) + log(tan(v/2.0)) + axu),
ul0, ul, m,
v0, vl1, n)

As seguintes invocagdes desta fun¢do mostram como é possivel, de
facto, simular as formas naturais de certo tipo de conchas. O resultado
encontra-se representado na Figura 9.26.

surface_grid
dini (xyz
surface_grid
dini (xyz
surface_grid

(
(0, 0, 0), 0.2, 0, 6xpi, 100, 0.1, pi*0.5, 100))
(
(3, 0, 0), 0.2, 0, 6xpi, 100, 0.1, pix0.7, 100))
(
dini (xyz (6, 0, 0), 0.2, 0, 6+pi, 100, 0.1, pix0.9, 100))

Um outro exemplo é o da concha em caracol, definida matematicamente
(em Julia) por:

concha(p, a, b, u0, ul, m, v0, vl, n) =

let f(u, v) =
let e = exp(u/6.0/pi),
c = cos(v/2.0)"2
p + vxyz(ax(l - e)=xcos(u)*c,
bx (e — 1)*sin(u) *c,
1 - exp(u/3.0/pi) - sin(v) + exsin(v))
end
map_division(f, u0, ul, m, vO0, vl, n)
end

A partir da fung¢do anterior, podemos experimentar variagdes como as
que se apresentam em seguida e que geram as superficies representadas na
Figura 9.27.
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Figura 9.26: A superficie de Dini como aproximac¢do matematica da forma
de certo tipo de conchas.

surface_grid(

concha (xyz (0, 0, 0), 1, 1, 0, 7%pi, 100, 0, 2xpi, 100))
surface_grid(

concha (xyz (7, 0, 0), 2, 2, 0, 7%xpi, 100, 0, 2xpi, 100))
surface_grid(

concha (xyz (18, 0, 0), 3, 1, 0, 7%pi, 100, 0, 2%pi, 100))

9.8.4 Cilindros, Cones, e Esferas

Embora tenhamos ilustrado a secdo anterior com superficies relativamente
complexas, nesta seccdo vamos comegar por fazer superficies comparativa-

!

<

Figura 9.27: A aproximagdo matematica da forma das conchas em caracol.
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mente muito mais simples, o que nos permitird perceber que a construgao
paramétrica de superficies é relativamente fcil desde que compreendamos
o impacto da variagdo dos pardmetros independentes u e v.

Por exemplo, a superficie de um cilindro de raio r caracteriza-se por ser
o conjunto de pontos que estdo a distancia fixa  de um eixo e entre uma
“altura” minima hg e maxima h; relativamente a esse eixo.

Admitindo, por simplicidade, que vamos fazer coincidir o eixo do ci-
lindro com o eixo Z, isto quer dizer que podemos empregar coordenadas
cilindricas (p, ¢, z), ficando a superficie do cilindro definida simplesmente
fixando p = r e deixando ¢ variar entre 0 e 27 e z variar entre hg e h;. Es-
tando p fixo e sendo as variagdes de ¢ e z independentes, a utilizagdo de
superficies paramétricas é simples: basta usar um dos parametros v ou v
para fazer a variacado de ¢ e o outro para a variagdo de z.

Mais especificamente, vamos fazer p(u,v) = r e vamos deixar ¢(u,v) =
ue z(u,v) = v variar independentemente, respectivamente entre u € [0, 27]
e v € [hg,h1]. Uma vez que ¢ depende directa e exclusivamente de u e z
depende directa e exclusivamente de v, podemos usar estes pardmetros
directamente na fun¢do. Desta forma, estamos em condi¢bes de escrever
uma func¢do que produza uma coordenada cilindrica a partir do valor do
raio r e a partir dos parametros independentes ¢ e z.

A imagem da esquerda da Figura 9.28 mostra o cilindro de raio 1 entre
ho = =1 e hy = 1, produzido pela avaliagdo da seguinte expressao:
surface_grid(

map_division (
(£i, z) -> cyl(1, fi, z),
0, 2*pi, 60,
-1, 1, 20))

Se, ao invés de fixarmos o raio p(fi, z) = r, o fizermos variar em funcao
da altura z, entdo é 6bvio que o raio do “cilindro” serd zero na origem
e aumentard (em valor absoluto) a medida que nos afastamos da origem.
A tnica diferenga para o caso anterior serd entdo na expressdo que cria
as coordenadas cilindricas que, agora, serd cyl (z, £i, z), reflectindo o
aumento linear do raio com z. Evidentemente, a figura resultante ndo sera
um cilindro mas antes o cone, que apresentamos na imagem central da
Figura 9.28.

Finalmente, consideremos a descricdo de uma esfera de raio » em coor-
denadas esféricas (p, ¢, 1), que se reduz a p = r, com ¢ a variar entre 0 e
27 e v a variar entre 0 e 7. Mais uma vez, necessitamos de duas variagdes
independentes, pelo que podemos atribuir arbitrariamente u a uma delas
e v a outra. Assim, vamos fazer p(u,v) = r, ¢(u,v) = u e ¥(u,v) = v com
u € [0,2r] e v € [0,7]. Tal como fizémos nos dois exemplos anteriores,
esta associacdo entre ¢ e 9 e, respectivamente, u e v permite-nos escrever a
func¢do directamente em termos dos primeiros. Exemplificando com r = 1,
temos:
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Figura 9.28: Um cilindro, um cone e uma esfera gerados como superficies
paramétricas.

surface_grid(
map_division (
(fi, psi) -> sph(l, fi, psi),
0, 2xpi, 60,
0, pi, 30))

O resultado encontra-se na imagem a direita da Figura 9.28.

Para vermos o impacto que pequenas alteragdes nos parametros podem
ter na forma das superficies geradas, vamos experimentar trés variagdes na
forma da esfera. A primeira variagdo consiste em adicionar ao raio da es-
fera uma sinusoéise de elevada frequéncia e reduzida amplitude, fun¢do da
“latitude” 1), por exemplo, fazendo p = 1 + %. O resultado serd a
formacdo de umas ondas de poélo a pélo, tal como € visivel na imagem da
esquerda da Figura 9.29. Se, por outro lado, resolvermos fazer a mesma
varia¢do no raio ficar dependente de uma sinuséide idéntica, mas fungao
de ¢, entdo ja as ondas marcham ao longo da “longitude”, por exemplo, de
este para oeste. Este efeito estd ilustrado na imagem central da Figura 9.29.
Finalmente, podemos obter um efeito combinado fazendo o raio depender
simultaneamente de uma sinuséide func¢ido da “latitude” e de outra sinu-
soide fungdo da “longitude,” ie, p = 1 + Sin(2200¢) + sin(2200¢)' O resultado
encontra-se na imagem a direita, na Figura 9.29.

Exercicio 9.8.5 Considere o seguinte elipséide:
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Figura 9.29: Esferas cujo raio é fungdo da “latitude,” da “longitude” ou de
ambos.

Um elips6ide é caracterizado pelas dimensdes dos seus trés raios orto-
gonais a, b, e c. A sua equagdo paramétrica é:

T = asiny cos ¢

y = bsin ¢ sin ¢
Z = ccosy

—5 <9< 45 TSP <A+

Defina a fun¢do elipsoide que produz o elipséide a partir dos trés
raios a, b, c e, ainda, do nimero n de valores a usar ao longo de ¢ e de 1.

9.9 A Adega Ysios

A adega Ysios é um edificio desenhado por Santiago Calatrava e destinado
a producdo, armazenamento e distribuicdo de vinhos. A Figura 9.30 apre-
senta uma vista frontal do edificio.

O edificio tem duas paredes longitudinais de forma sinusoidal cujo re-
mate superior é também de forma sinusoidal. Estas paredes tém 196 metros
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Figura 9.30: Adega Ysios. Fotografia de Luis Antonio Ortufio.

de comprimento e estdo afastadas uma da outra 26 metros ao longo da li-
nha média. A cobertura tem a forma de uma onda feita de paralelipipedos
que se apoiam nos topos sinusoidais das paredes. Note-se que os topos das
paredes onde se apoiam os paralelipipedos estdo geralmente a alturas di-
ferentes, pois as duas sinusoides dos topos estdo em oposigdo de fase uma
em relacio a outra.'”

Como se pode observar na Figura 9.30, a parte central da fachada sul,
destinada a albergar o centro de visitas, é mais saliente e mais elevada que
o resto do edificio.

Tal como se pode ver na Figura 9.31, os paralelipipedos da cobertura sao
de aluminio, em contraste com a madeira de cedro que é usada na fachada
sul. Na fachada norte emprega-se betdo com algumas pequenas aberturas
para iluminagdo. As fachadas este e oeste sdo constituidas por placas de
aluminio ondulado.

Nesta seccdo vamos abordar a modelagdo da parede frontal da adega.
Numa primeira andlise, podemos modelar essa parede como a extrusao
vertical de uma sinuséide. Infelizmente, embora esta operagdo consiga
modelar correctamente as extremidades laterais da parede, j4 ndo conse-
gue fazé-lo na parte central, pois, nessa regido, a parede tem uma evolugdo
mais complexa, afastando-se da vertical.

Uma segunda abordagem podera ser a interpolagdo de regides, mas esta
sO serd realizdvel se conseguirmos modelar as curvas que delimitam a pa-
rede. Para além disso, poderd ser necessario um ntimero elevado de curvas

%Oposicao de fase significa que, quando uma das sinuséides atinge o seu valor méximo,
a outra atinge o seu valor minimo e vice-versa. Para que isto acontega, a diferenca entre as
fases das duas sinuséides tem de ser 7.
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Figura 9.31: Adega Ysios. Fotografia de Koikile.

para conseguirmos representar fielmente a superficie da parede.

Uma terceira abordagem, mais rigorosa, consiste na descri¢do matema-
tica da superficie em questdo. Desta forma, as “curvas” necessdrias po-
derdo ser geradas automaticamente. Embora possa ser dificil perceber a
primeira vista que a parede da adega Ysios pode ser modelada por uma
funcdo matematica, vamos ver que é relativamente simples proceder a essa
modelacdo através da composigdo e modificacdo de fungdes mais simples.

Como primeira aproximagdo, podemos comecgar por considerar uma
parede sinusoéidal idéntica a que obteriamos se fizessemos a extrusao verti-
cal de uma sinusoéide. Para simplificar, vamos centrar a base da parede na
origem, o que implica que a bossa central tenha a sua amplitude maxima
na origem. Uma vez que o seno tem amplitude zero na origem, isto sugere
que, ao invés de um seno, seja preferivel empregar um cosseno, cuja am-
plitude é maxima na origem. A observacado desta obra de Calatrava indica
que este cosseno realiza trés ciclos para cada lado, pelo que o periodo de-
verd variar entre —67 e +67. Admitindo que esta parede evolui ao longo
do plano X Z, podemos comegar por experimentar a seguinte expressao:

surface_grid(
map_division (
(x, z) —> xyz(x,
cos (x),
z),
-7*xpi, 7xpi, 100,
0, 5, 10))

A expressdo mostra que fazemos a coordenada x variar liviemente com
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u, fazemos a coordenada y ser o cosseno de x e, finalmente, fazermos a
coordenada z variar livremente com v. Como podemos observar pela Fi-
gura 9.32, a superficie é uma boa aproximacao das extremidades laterais da
parede frontal da adega Ysios.

Figura 9.32: Primeira aproximacdo a modelagao da Adega Ysios.

Vamos agora modelar as sinuséides do topo da parede, onde se apoiam
os paralelipipedos da cobertura. Para isso, vamos simplesmente “defor-
mar” a superficie, fazendo com que a coordenada z vé oscilando de forma
cossinusoéidal ao longo do eixo X, aumentando a amplitude da oscilagdo
a medida que subimos em z. Para que a parede tenha a sua base livre da
influéncia dessa cossinosoide, vamos elevar o cosseno de uma unidade e
vamos empregar uma reduzida amplitude inicial:

surface_grid(
map_division (
(x, z) —-> xyz(x,
cos (x),
zx (1 + 0.2%xcos (x))),
-7+pi, 7xpi, 100,
0, 5, 10))

O resultado da modelagdo anterior estd representado na Figura 9.33.

Para modelar o aumento de amplitude que a “bossa” central vai tendo
com a altura podemos considerar aumentar a amplitude do cosseno a me-
dida que aumenta a cota z, fazendo:

surface_grid(
map_division (
(x, z) —-> xyz(x,
(z + 3)=*cos(x),
zx (1 + 0.2%cos(x))),
-7xpi, 7+pi, 100,
0, 5, 10))

O resultado, visivel na Figura 9.34, mostra que a evolugdo da parte cen-



9.9. A ADEGA YSIOS 355

Figura 9.33: Segunda aproximag¢do a modelacdo da Adega Ysios.

tral esta j& correctamente modelada, mas é preciso evitar que esta evolucao
afecte também as partes laterais. Para isso, basta-nos fazer uma combina-
¢do entre duas evolugdes distintas, uma para a regido central da parede,
correspondente a meio ciclo do cosseno, i.e., a uma gama de variacdo em z
entre —3 e +3, e outra para tudo o resto. Temos de ter em conta que para
compensar a diferenga de declive provocada pelo aumento da coordenada
y na regido central temos de aumentar igualmente a amplitude da variacdo
em z. Assim, temos:

Figura 9.34: Terceira aproximagdo a modelagdo da Adega Ysios.
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surface_grid(
map_division(
(x, z) -> xyz(x,

-pi/2 <= x <= pi/2 ?
(z + 3)*0.8%cos (x)
cos (x),

-pi/2 <= x <= pi/2 ?
zx (1 + 0.4%xcos (x))
zx (1 + 0.2%cos (x))),

-7+pi, T7xpi, 100,

0, 5, 10))

O resultado desta alteragdo estéd representado na Figura 9.35.

Figura 9.35: Quarta aproximacdo a modelagdo da Adega Ysios.

O formato final da fungdo ja d4 uma boa aproximagédo a forma da adega.
Esta fungdo pode ser vista como a representacdo matematica das ideias de
Calatrava para a parede frontal da Adega Ysios.

Exercicio 9.9.1 Defina a fungdo prisma_poligonal que, a partir de uma
lista de pontos coplanares e de um deslocamento d,. paralelo ao eixo X, cria
o prisma poligonal apresentado no esquema seguinte e que foi gerado por
prisma_poligonal ([ Py, P, Py, P3], d)
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Py

Ps

z

dz

Exercicio 9.9.2 Defina uma func¢do cobertura_ysios capaz de criar co-
berturas com o “estilo” da Adega Ysios, mas em que a forma da cobertura
é relativamente arbitrdria. Para permitir essa arbitrariedade, assuma que a
cobertura é definida por apenas quatro listas com igual ntiimero de pontos
(representados pelas suas coordenadas) e em que os pontos que estdo na
mesma posigdo nas quatro listas estio num mesmo plano paralelo ao plano
Y Z, tal como se esquematiza na imagem seguinte:

Usando um ponto de cada uma das quatro listas, empregue a fungao
prisma_poligonal (explicada no exercicio anterior) para criar um prisma
cuja espessura d, € igual a distancia entre os planos definidos por esses
pontos e pelos quatro pontos seguintes. A imagem anterior mostra dois
dos prismas construidos por este processo.

Exercicio 9.9.3 Defina a fun¢do curva_ysios que, convenientemente pa-
rametrizada, é capaz de gerar uma lista com um dos vértices dos sucessi-
vos prismas que constituem uma cobertura no estilo da Adega Ysios. A
seguinte imagem foi gerada pela fun¢do cobertura_ysios usando quatro
invocagdes da fungdo curva_ysios como argumentos.
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Exercicio 9.9.4 Identifique uma combinacdo de parametros para as fun-
¢Oes paredes_ysios e curva_ysios que seja capaz de reproduzir aproxi-
madamente a fachada e a cobertura da adega Ysios, tal como se apresenta
na seguinte imagem.

Exercicio 9.9.5 A seguinte imagem descreve um toro:

Deduza a equagdo paramétrica do toro e defina a funcao Julia toro que
cria um toro idéntico ao da imagem anterior a partir do centro do toro P,
dos raios maior ro e menor r; e do nimero de intervalos m e n a considerar
em cada dimensao.

Exercicio 9.9.6 Redefina a fungdo anterior para gerar um toro de esferas
semelhante ao apresentado na seguinte imagem:
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Exercicio 9.9.7 A “maga” apresentada abaixo pode ser descrita pela equa-
¢do paramétrica

x =cosu- (4+ 3.8cosv)
y =sinu- (4 + 3.8cosv)

z = (cosv+sinv —1)- (1 +sinv) - log(1 —w-l%) + 7.5sinv

0<u<2m;, —7m<v<m;

=7

Escreva uma expressao Julia que reproduz a “maga” anterior.

Exercicio 9.9.8 Considere a “rosa” que se apresenta em seguida:
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Esta “rosa” foi gerada a partir de uma equagdo paramétrica descoberta
por Paul Nylander. Pesquise por essa equacdo e escreva uma expressao
Julia capaz de gerar a superficie correspondente.

9.10 Normais a uma Superficie

Quando uma superficie ndo é plana, mas é guase-plana, pode ser dificil a
um observador perceber a sua curvatura. Nestes casos, é muito ttil dis-
por de um mecanismo que permita visualizar os efeitos dessa curvatura
sem com isso alterar a forma da superficie. A superimposicdo de vecto-
res normais é um processo simples de fazer essa visualizacdo, tal como se
pode constatar nas imagens apresentadas na Figura 9.36. A esquerda, ve-
mos uma superficie onde a curvatura nao é perfeitamente 6bvia. A direita,
vemos a mesma superficie mas com os vectores normais a mostrarem cla-
ramente a curvatura.

Para sobrepormos os vectores normais temos de calcular a sua posi¢do
e direcgdo. Admitindo que a superficie estd discretizada numa malha (tal
como é produzido, por exemplo, pela fun¢do map_division), essa malha é
composta por uma sucessao de quadrangulos que se estendem ao longo de
duas direc¢des. Para vermos a curvatura, podemos posicionar cada vector
no centro de cada um destes quadrangulos, segundo a direccdo normal a
esse quadrangulo.

Para calcularmos o centro de um quadrangulo podemos empregar a
abordagem apresentada na Figura 9.37. O centro do quadrangulo definido
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Figura 9.36: A imagem a esquerda mostra uma superficie quase plana. A
imagem a direita mostra a mesma superficie com vectores normais sobre-
postos, permitindo perceber melhor a sua curvatura.

P3
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A
N
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Figura 9.37: O centro de um quadrangulo como sendo o ponto médio dos
pontos médios das diagonais.
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Figura 9.38: Normal no centro de um quadrangulo (planar a esquerda e
ndo-planar a direita).

pelos pontos Fy, P1, P», e P3 pode ser obtido determinando os pontos mé-
dios My e M3 das diagonais do quadrangulo e, finalmente, o ponto médio
M deste segmento. Traduzindo isto para Julia temos simplesmente:

media_pontos (p0, pl
xyz ((pO0.x + pl.x)
(pO0.y + pl.y)

(p0.z + pl.z)

centro_quadrangulo (p0, pl, p2, p3) =
media_pontos (
media_pontos (p0, p2),
media_pontos (pl, p3))

O célculo da normal de um quadrangulo é simples quando o quadran-
gulo é planar, pois basta realizar o produto externo de duas arestas que se
juntam num mesmo vértice, tal como podemos ver a direita da Figura 9.38.
No entanto, no caso de um quadrangulo ndo planar (a direita da Figura 9.38),
j& essa logica ndo é aplicavel, pois poderdo existir normais diferentes em
cada vértice. E contudo possivel computar uma normal aproximada usando
o método de Newell [?] que se baseia no facto de as dreas das projeccdes de
um poligono nos planos Cartesianos serem proporcionais as componentes
do vector normal desse poligono. O método de Newell calcula essas dreas
e, a partir delas, deriva o vector normal N. Matematicamente falando, dado
um poligono com n vértices {vg, v1, ..., v,}, 0 método consiste em calcular
as componentes do vector normal N através do somatorio de éreas:

n

N, = E(Uz‘y —viy1,) - (Vi, +vig1,)
i=0

Ny =Y (vi. = vig1,) - (vi, +vit1,)
=0
n

N, = (vi, = vig1,) - (vi, +vig1,)
=0
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Para transformarmos o vector resultante num vector unitario, basta normalizd-
lo, i.e., dividir cada componente pelo seu comprimento. A fungdo pré-
definida unitize faz precisamente isso. Traduzindo para Julia, temos:

normal_poligono (vs) =
unitized(produtos_cruzados ([vs..., vs[1]]))

produtos_cruzados (vs) =
if length(vs) == 1
vxyz (0, 0, 0)
else
cross(vs[l], vs[2]) + produtos_cruzados (vs[2:end])
end

No caso de um quadrangulo, podemos simplesmente definir

normal_guadrangulo (p0, pl, p2, p3) =
normal_poligono([pl - p0, p2 - pl, p3 - p2, p0 - p3])

Na verdade, algumas das operagdes atrds definidas encontram-se pré-
definidas em Khepri, nomeadamente, o produto cruzado (denominado cross)
e o vector normalizado (denominado unitize).

Para representar visualmente a normal vamos empregar um cilindro
muito fino cuja dimensao serd proporcional & dimensdo do quadrangulo,
de modo a que ele se adapte automaticamente a diferentes quadrangulos.
Naturalmente, é também possivel empregar outros esquemas, por exem-
plo, adoptando dimensdes fixas.

normal (pt0, ptl, pt2, pt3) =
let ¢ = centro_gquadrangulo (pt0O, ptl, pt2, pt3),
n = normal_qgquadrangulo (pt0, ptl, pt2, pt3),

d = distance (pt0, pt2)

with (current_layer, create_layer ("White")) do
cylinder(c, d/40, c + n*dx1.5)
end
end

O passo seguinte é percorrer todos os quadrangulos da malha e cons-
truir a normal em cada um. Para isso, fazemos:

normais (ptss) =
[ [normal (p0, pl, p2, p3)
for (p0, pl, p2, p3)
in zip(ptsO[l:end-1], ptsl[l:end-1], ptsl[2:end], ptsO[2:end])]
for (pts0, ptsl)
in zip(ptss[l:end-1], ptss[2:end])]

Embora a visualizacdo das normais seja complementar a visualizagao
da superficie, ndo faz muito sentido ver a primeira sem também ver a se-
gunda. Assim sendo, vamos definir uma fun¢do que combina as duas vi-
sualizagoes:
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Figura 9.39: A superficie de Mobius com as normais sobrepostas.

superficie_e_normais (ptss) =
begin
normais (ptss)
surface_grid(ptss)
end

Para testarmos esta fun¢do podemos agora experimentar aplicd-la a ge-
racdo das normais da faixa de Mobius:

superficie_e_normais (faixa_moebius (0, 4xpi, 160, 0, 0.3, 5))

A Figura 9.39 mostra o resultado.

9.11 Processamento de Superficies

Uma observagdo cuidada da funcdo normais mostra que ela itera ao longo
dos quadrangulos da superficie, computando a normal em cada um. Natu-
ralmente, podemos generalizar este processo de modo a que seja possivel
processar uma superficie através da aplicagdo de uma qualquer operacédo a
todos os seus quadrangulos. A passagem para uma fungdo de ordem su-
perior é feita substituindo a fun¢do que calcula a normal por uma fungao
arbitraria:



9.11. PROCESSAMENTO DE SUPERFICIES 365

Figura 9.40: Uma rede feita de cilindros cruzados.

itera_qguadrangulos (f, ptss) =
[[£(p0, pPl, P2, P3)
for (p0, pl, p2, p3)
in zip(ptsO[l:end-1], ptsl[l:end-1], ptsl[2:end], ptsO[2:end])]
for (pts0, ptsl)
in zip(ptss[l:end-1], ptss[2:end])]

A partir de agora, a computagdo das normais a uma superficie pode ser
tratada como uma mera particularizagdo da fungdo itera_quadrangulos:

normais (ptss) =
itera_guadrangulos (normal, ptss)

A grande vantagem, contudo, estd no facto de podermos agora criar
muitas outras formas de processar uma superficie. A titulo de exemplo,
consideremos a criacdo de uma rede, tal como se apresenta na Figura 9.40.
Para este exemplo, a forma da rede é definida pela superficie paramétrica

z(u,v) =u
v

z(u,v) = W%(sin(u) +sin(2(v — 2)))

0<u<b
0<v<h

A criagdo da rede anterior pode ser feita simplesmente criando uma
cruz ao longo dos quadrangulos de uma superficie. A cruz pode ser feita
usando dois cilindros cujas extremidades coincidem com os vértices das
diagonais do quadrangulo. Para que os cilindros se adaptem a diferentes
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quadrangulos, podemos considerar que o raio dos cilindros é proporcional
ao tamanho do quadrangulo. A seguinte funcdo implementa esta aborda-
gem:

cruz_cilindros_qgquad(p0, pl, p2, p3) =
let r = min(distance(p0, pl), distance(p0, p3))/10
cylinder (p0, r, p2)
cylinder (pl, r, p3)
end

Para criarmos a rede da Figura 9.40 basta-nos agora fazer:

itera_qguadrangulos (
cruz_cilindros_qguad,
map_division((i, j) -> xyz (i, j, 0.07x(sin(i) + sin(2x(3 - 2)))),
0, 5, 20, 0, 5, 20))

A fungdo itera_quadrangulos pode assim ser usada quer para dife-
rentes superficies, quer para diferentes fungdes a iterar sobre as coordena-
das dessas superficies. A Figura 9.41 mostra diferentes construcdes realiza-
das sobre a superficie definida pela seguinte fun¢do paramétrica:

z(u,v) =u
v

y(u,v) =
4 . lu—1] .
z(u,v) = l—o(sm(u +v)+e 10 +sin(v—1))
0<u<3
0<v<6

Na Figura 9.42 mostramos o resultado das mesmissimas func¢des mas
agora iteradas sobre uma outra superficie definida por:

—nr<u<m
—nr<v<T

Exercicio 9.11.1 Para cada um dos exemplos apresentados na Figura 9.41
(ou, equivalentemente, na Figura 9.42), defina a fun¢do que recebe quatro
pontos como argumento e que, ao ser iterada pela fun¢do itera_quadrangulos
ao longo das coordenadas da superficie, reproduz o modelo.

Exercicio 9.11.2 Defina uma func¢do que, dadas as coordenadas dos quatro
vértices de um quadrangulo, cria dois cilindros entrelacados ao longo das
diagonais do quadrangulo, tal como se apresenta na seguinte imagem:
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Figura 9.41: Diferentes construgdes feitas a partir de uma superficie. Da
esquerda para a direita e, de cima para baixo, o elemento que se repete é:
(1) quatro cilindros unidos a uma esfera; (2) um cubo; (3) um cone; (4) uma
calota esférica; (5) um cilindro; (6) um paralelipidedo de altura aleatéria.
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Figura 9.42: Diferentes construgdes feitas a partir de uma superficie.

Usea fungéo que criou como argumento de itera_guadrangulos para
gerar o “tecido” que se apresenta em seguida:
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Exercicio 9.11.3 A abordagem empregue no exercicio anterior ndo é ade-
quada quando a superficie em questdo ndo é quase-plana pois os cilindros
correspondentes a dois quadrangulos adjacentes podem néo ficar correcta-
mente alinhados, caso em que apresentardo sobreposi¢des ou, pior, espagos
vazios.

Redefina o processo de criagdo do tecido de modo a que sejam empre-
gues cilindros entrelagados, mas em que cada cilindro corresponde a um
fio completo (e ndo apenas ao trogo contido num quadrangulo). Para sim-
plificar, pode assumir que os fios se desenvolvem ao longos das linhas e
colunas da matriz de coordenadas da superficie, de forma a gerar imagens
como a que se segue:

Vimos nos exemplos anteriores uma separacao entre a geracdo das coor-
denadas de uma superficie (usando, por exemplo, a funcdo map_division)
e o uso dessas coordenadas, por exemplo, para visualizagdo (usando a fun-
¢do surface_grid) ou para processamento (usando a fun¢do itera_quadrangulos).

Esta separagdo é vantajosa porque nos permite combinar arbitrariamente
diferentes fung¢des de geracdo de coordenadas com diferentes fun¢des que
usam essas coordenadas. Uma outra possibilidade interessante é a das fun-
¢des que processam as coordenadas para produzirem novas coordenadas.
Um exemplo trivial seria a aplicacdo de um efeito de escala sobre uma su-
perficie, simplesmente multiplicando a escala por cada uma das coordena-
das, gerando assim um novo conjunto de coordenadas.
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Um exemplo um pouco menos trivial, mas bastante mais interessante, é
o da criagdo de treligas cuja forma acompanha uma superficie. Como vimos
na secgdo 5.6, estas trelicas sdo compostas por esferas unidas entre si por
barras, formando piramides quadrangulares. Para construirmos uma tre-
lica que acompanhe uma superficie podemos simplesmente construir cada
uma das pirdmides da trelica com a base assente na superficie e com o topo
localizado no vector normal a essa superficie. A fun¢do trelica_espacial
(que desenvolvemos na secgdo 5.6.3) é perfeitamente capaz de construir es-
tas treligas, desde que receba as posigdes dos nos da trelica sob a forma
de uma lista com um ntmero impar de listas de coordenadas, segundo a
sequéncia nds-da-base, nés-do-topo, nés-da-base, nés-do-topo, ..., nés-da-
base.

Tendo estes pressupostos em conta, para construirmos uma trelica que
acompanha uma superficie podemos comegar por gerar as coordenadas
dessa superficie, mas convenientemente espagadas, de modo a servirem
de posi¢des aos nds da base de cada piramide da treliga. De seguida, para
cada quadrangulo de coordenadas, temos de localizar o n6é do topo da pi-
ramide cuja base é esse quadrangulo. Para isso, podemos admitir que as
trelicas empregardo, tanto quanto possivel, barras com a mesma dimenséao
[. Isto implica que o n6 do topo de cada piramide estard localizado na nor-
mal ao quadrangulo definido pelos nés da base, a uma distancia do centro
desse quadrangulo dada por h = ﬁ Assim sendo, temos de calcular quer

o centro, quer a normal do quadrangulo. A seguinte funcdo ilustra esse
processo:

vertice_piramide_quadrangular (p0O, pl, p2, p3) =

let h = (distance(p0, pl) +
distance (pl, p2) +
distance (p2, p3) +
distance (p3, p0))/4.0/sqrt (2)
centro_qguadrangulo (p0, pl, p2, p3) +
normal_qgquadrangulo (p0, pl, p2, p3)x*h

end

O passo seguinte sera usar esta fun¢ao para computar as coordenadas
dos vértices ao longo da malha de coordenadas da superficie, criando no-
vas sequéncias de coordenadas que inserimos entre as sequéncias de coor-
denadas da malha original, de modo a reproduzir a alternancia entre nés-
da-base e nés-do-topo da trelica.

As seguintes duas fungdes realizam essa tarefa:
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Figura 9.43: Trelica construida sobre uma superficie.

S AVAYAYAYS

_piramide (ptss)

if length(ptss)

insere_vertice

1

ptss
else

ptss([2]),

_piramide_2 (ptss[1],

insere_vertice
insere_vertice

[ptss[1],

-]

_piramide (ptss[2:end]) ..

end

ptsl)

_piramide_2 (ptsO,
[vertice_piramide_quadrangular (ptsO[1],

insere_vertice

ptsl[2], ptsO0[2]),

ptsl[1l],

2 7

(length (pts0)

[]

_piramide_2 (ptsO[2:end], ptsl[2:end]))..

insere_vertice

Finalmente, dada uma malha qualquer, apenas temos de encadear a

criacdo dos vértices com a criagdo da treliga, i.e.:

pacial (insere_vertice_piramide (malha))

trelica_es

A Figura 9.43 mostra o resultado da criagdo de uma trelica sobre a
mesma superficie usada na Figura 9.41. Naturalmente, podemos combinar

a construgdo de trelicas com qualquer outra superficie. A Figura 9.44 mos-
tra uma treliga construida sobre a mesma superficie usada na Figura 9.42.

Finalmente, a titulo de curiosidade, a Figura 9.45 mostra uma trelica
construida sobre uma faixa de Mobius. Esta trelica foi produzida pela ava-

liagdo da seguinte expressao:

_piramide (

(

_espacial
insere_vertice

trelica_es

4%pi,

(0,

faixa_moebius

“defeito.”

Exercicio 9.11.4 Se observar atentamente a trelica ird notar um

Identifique-o e explique-o.

cacto” apresentados na ima-

“

9.11.5 Considere o “ourico” e o

gem seguinte:

z

icio

Exerc
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Figura 9.44: Trelica construida sobre uma superficie.

Figura 9.45: Uma trelica com a forma de uma faixa de Mobius.



9.11. PROCESSAMENTO DE SUPERFICIES 373

£ 3
7N
;
RN
AN
NS
INSE
IR
i\
i S

Defina uma fung¢do que, convenientemente parametrizada, seja capaz
de construir ourigos e cactos como os anteriores.



374 CAPITULO 9. REPRESENTACAO PARAMETRICA



Epilogo

Vimos, ao longo desta obra, como a programacdo se pode tornar numa
importante ferramenta para o arquitecto. A programacdo permite-nos for-
malizar e transmitir um pensamento, permite-nos modelar rigorosamente
formas que s6 existem na nossa imaginagdo, permite-nos automatizar ta-
refas monétonas e repetitivas, permite-nos, inclusive, gerar formas em que
nem sequer tinhamos pensado. Todas estas capacidades justificam que se
dé a programacao a atengdo que ela merece.

E precisamente essa atencio que os grandes ateliers de arquitectura tém
vindo a dar no passado recente e, na verdade, o dominio da programacgao
comega a ser um requisito frequente para a admissao.

Aprender a programar é, portanto, um imperativo. A semelhanca de
muitas outras disciplinas, é uma aprendizagem que exige esforco, dedica-
¢do, rigor, e atengdo ao pormenor. Mas é também uma aprendizagem com
um enorme retorno do investimento realizado. Aqueles que dominam a
programagdo tornam-se mais capazes e mais eficientes.

Optamos, nesta obra, por ensinar a programar no contexto da Arquitec-
tura. Para isso, selecciondmos os topicos que tivessem uma aplicabilidade
imediata & Arquitectura e, na verdade, muitos dos exemplos que usdmos
foram, na realidade, fornecidos por arquitectos.

Apesar da dimensao desta obra, convém termos presente que ela ilustra
apenas uma frac¢do infinitesimal do que podemos considerar como progra-
magdo. Intmeras outras obras terdo de ser (continuamente) escritas para
que essa fracgdo comece a ter significado. A bibliografia recomendada enu-
mera algumas fontes adicionais de informacao para os leitores interessados
em aprofundar os conhecimentos.

375
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Solucoes

Solucido do Exercicio 1.1.1

n__ )L sen =20
N bx b™ D geneN.

Solugdo do Exercicio 1.1.2 Um programa é o conhecimento que se transmite a um com-
putador e que serve para dar ao computador a capacidade para resolver um determinado
problema.

Solugdo do Exercicio 1.1.3 Uma linguagem de programacéo é uma linguagem onde ndo
ha margem para qualquer ambiguidade, lacuna ou imprecisdo. Isso permite que ela seja
usada para descrever rigorosamente os processos que, se forem levados a cabo, produzem
os resultados desejados. Por serem rigorosas, as linguagens de programacao sdo compre-
ensiveis por computadores que poderdo executar os processos nelas descritos.

Solugdo do Exercicio 1.3.1 O REPL é o read-eval-print-loop, um ciclo que o Julia realiza
continuamente em que lé uma expressao, avalia-a e escreve o resultado, se existir.

Solugio do Exercicio 1.3.2

1. 1 x3

2. 545

5 2
3

40?

5 %
3

Solugido do Exercicio 1.3.3
1. 1.5

-1

1.0

—4

Ll

Solucido do Exercicio 1.4.1
dobro(x) =

2%X
Solugao do Exercicio 1.4.2
1. volume_esfera
2. primo

3. centimetros_para_polegadas
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Solucio do Exercicio 1.4.3
radianos (graus) =

3.14159% (graus/180.0)

Solucio do Exercicio 1.4.4

graus (radianos) =
180.0% (radianos/3.14159

Solucio do Exercicio 1.4.5

perimetro_circunferencia(raio) =
2%3.14159«raio

Solucio do Exercicio 1.4.6

volume_paralelipedo (comprimento, altura, largura) =
comprimentoxalturaxlargura

Solucido do Exercicio 1.4.7

volume_cilindro(raio, comprimento) =
area_circulo(raio) xcomprimento

Solucio do Exercicio 1.4.8

media(x, y) =
(x + vy)/2.0

Solucio do Exercicio 1.5.1
1. sart(1/log(2”abs (3 - 9x1log(25))))
2. cos (2/sqrt (5))"~4/atan(3)

3. 1/2 + sqrt(3) + sin(2)"~(5/2)

Solucio do Exercicio 1.5.2

1. logsin(2* + Latair;ﬂ)

f
2. cos® coscos 0.5
sin T©
3 . Ccos %i
. sin ——53—

Solugio do Exercicio 1.5.3

Solucio do Exercicio 1.5.4

area_pentagono_regular (r) =
5/8*r"2+sqrt (10 + 2xsqrt (5)

Solucdo do Exercicio 1.5.5

volume_elipsoide(a, b, c) =
4/3*xpixaxbx*c

Solu¢io do Exercicio 1.6.1

f(x) =
x — 0.1x(10xx — 10)
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Solucido do Exercicio 1.6.2

julia> £(5.1)
0.9999999999999991

julia> £(51367.7)
0.999999999992724

julia> £(176498634.7)
0.9999999701976776

julia> £(1209983553611.9
0.999755859375

julia> £(19843566622234755.9
0.0

julia> £(553774558711019983333.9)
-65536.0

Como o tratamento dos ntimeros inexactos empregue em Julia ndo corresponde ao
comportamento matematico usual, surgem erros de arredondamento que explicam os re-
sultados obtidos.

Solugdo do Exercicio 1.6.3 Se um lango de escada de altura a tem n espelhos entdo cada
espelho tem uma altura de . Neste caso, de acordo com a proporgéo, a largura de cada
cobertor serd 0.64 — 2~. Uma vez que a n espelhos estdo associados n — 1 cobertores, o
comprimento total do lango de escadas serd, entdo, (n — 1)(0.64 — 22).

comprimento_lanco_escadas (altura_lanco, n_espelhos) =
(n_espelhos - 1)*(0.64 - 2x(altura_lanco/n_espelhos))

Solugido do Exercicio 1.10.1
1. true
2. true

3. true

Solugido do Exercicio 1.10.2

* Uma expressdo condicional é uma expressdo cujo valor depende de um ou mais
testes, permitindo escolher vias diferentes para a obten¢do do resultado.

* Uma expressao logica é uma expressao cujo valor pode ser interpretado como ver-
dade ou falso.

Solugdo do Exercicio 1.10.3
* Um valor 16gico é um valor que é interpretado como verdade ou falso.

® Os valores légicos usados em Julia sdo 0 true e 0 false.

Solugido do Exercicio 1.10.4
* Um predicado é uma fungdo que produz valores l6gicos.

® Os operadores > e = sdo exemplos de predicados.

Solucido do Exercicio 1.10.5
¢ Um operador relacional é um operador que compara os seus operandos.

* Os operadores >, = e <= sdo exemplos de operadores relacionais.

Solugio do Exercicio 1.10.6
* Um operador légico é um operador que combina valores l6gicos.

® Os operadores and, or e not sdo exemplos de operadores 16gicos.



384 SOLUCOES

Solucdo do Exercicio 1.10.7
1. x<vy
2. x <=y
. x<y<z

. X<y && x< 2z

3
4
5. x<=y <=1z
6. x <=y &&y<z
7

X<y &&y <=2z

Solucio do Exercicio 1.12.1

soma_maiores(x, y, z) =
if x >=y
if y >= z
X +y
else
X + z
end
elseif x < z
y + 2z
else
X +y
end

Solucido do Exercicio 1.12.2

max3(x, y, z) =
max (x, max(y, z))

Solucio do Exercicio 1.12.3

segundo_maior(x, y, z) =
max3 (min(x, y), min(y, z), min(z, x))

Solucio do Exercicio 1.15.1

module Hyperbolic
export sinh(x), cosh(x), tanh(x)

sinh(x) =
(exp(x) - exp(-x))/2

cosh (x) =
(exp(x) + exp(-x))/2

tanh (x) =
(exp (x) — exp(-x))/(exp(x) + exp(-x))

Solu¢io do Exercicio 1.15.2

asinh (x) =
log(x + sgrt(xxx + 1)

acosh(x) =
log(x + sqgrt(xxx — 1)

atanh (x) =
if abs(x) < 1
log((1 + x)/(1 - x))/2
else
log((x + 1)/(x = 1))/2
end
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Solucao do Exercicio 2.3.1

posicao_media (p0, pl) =
xyz (media (cx (p0), cx(pl)), media(cy(p0), cy(pl)), media(cz(p0), cz(pl)))

Solugao do Exercicio 2.3.2

posicoes_iguais (p0, pl) =
cx (p0) == cx(pl) && cy(p0) == cy(pl) && cz(p0) == cz(pl)

Solucido do Exercicio 2.3.3

vector_unitario(v) =
let 1 = sqrt(v.x"2 + v.y"2 + v.z"2)
vxyz (v.x/1l, v.y/l, v.z/1l)
end

Solugido do Exercicio 2.3.4
vector_simetrico(v) =
VXyz (-Vv.x, -V.y, -V.z)
Solugido do Exercicio 2.4.1
distancia_ponto_recta(p0, pl, p2) =
abs ((p2.x-pl.x)* (pl.y-p0.y) - (pl.x-p0.x)* (p2.y-pl.y)) /sqrt ((p2.x-pl.x) "2+ (p2.y-pl.y)"2)
Solugido do Exercicio 2.4.2
numero_minimo_espelhos (p0, pl) =

ceil ((cy(pl) - cy(p0))/0.18)

Solucio do Exercicio 2.5.1 Este problema obriga-nos a trabalhar com tolerancias, de modo
que as comparagdes ndo sejam feitas em termos absolutos mas sim relativamente a uma
dada tolerancia ¢, i.e., ao invés de a = b, testamos ||a — b|| < e. Comecemos entdo por
definir a tolerancia para a comparagdo de coordenadas:

tolerancia_posicoes = le-15

A comparagédo de coordenadas pode agora ser definida como:

posicoes_iguais (p0, pl) =
distancia (p0O, pl) <= tolerancia_posicoes

Solugdo do Exercicio 2.6.1

circle(xy (0, 0), 4)
circle(xy(sqrt(8), sqrt(8)), 2)
circle(xy(sgrt (18), sqrt(18)), 1)

Solucido do Exercicio 2.6.2
circle(xy (-1, 0), 1)

circle(xy(+1, 0), 1)

Solucdo do Exercicio 2.6.3

circle(xy (-1, -1), 1)
circle(xy (-1, +1), 1)
circle(xy (+1, +1), 1)
circle(xy(+1, -1), 1)
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Solucio do Exercicio 2.6.4 Para se determinar a distdncia do centro das circunferéncias a
origem é necessario empregar alguma trigonometria tal como é ilustrado na seguinte figura:

Da andlise da figura depreendemos que a colocagdo das trés circunferéncias implica
a divisdo do plano em trés secgdes, cada uma a cobrir um angulo 2a = 2F. A distancia

p do centro de cada circunferéncia ao centro do plano pode entao ser obtida pela relagao
trigonométrica

1 =psina
logo

p= 1 11547

41 jus -

3
Uma vez que o plano estd divido em 3 sec¢des, os angulos dos centros serdo, sucessiva-
mente, 0, %’T e2- %’r = 4,7". Com base nestes dados é agora simples usar coordenadas

polares para criar as trés circunferéncias.

circle(pol(1.1547, 0/3xpi), 1)
circle(pol(1.1547, 2/3%pi), 1)
circle(pol(1.1547, 4/3xpi), 1)

Solucio do Exercicio 2.8.1

circulo_e_raio(p, r) =
begin
circle(p, r)
text (string ("Raio:
end

n
’

r), p + vpol(r«1.25, 0), r+0.25)

Solucio do Exercicio 2.8.2

circulo_e_raio(pol (0, 0), 4)
circulo_e_raio(pol (4, pi/4), 2)
circulo_e_raio(pol (6, pi/4), 1)

Solucio do Exercicio 2.11.1

Solugido do Exercicio 2.11.2

divisao_rectangular (p, comprimento, largura, funcao) =

begin
rectangle(p, p + vxy(comprimento, largura))
text_centered (funcao, p + vxy(comprimento*0.5, largurax0.7), comprimento/8)
text_centered("Area:${ (comprimentoxlargura)}", p + vxy(comprimento*0.5, largurax0.3),

end

comprimento
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Solugdo do Exercicio 2.13.1

cruzeta(xyz (0, 0, 0), 2, 1, 5)
cruzeta (xyz (0, 0, 0), 0.5, 1, 0.5)

Solugdo do Exercicio 2.13.2

ampulheta(p, rb, rc, h) =
begin
cone_frustum(p, rb, p + vz (h/2), rc)
cone_frustum(p + vz (h/2), rc, p + vz(h), rb)
end

Solucdo do Exercicio 2.13.3

obelisco(p, b, h, bp, hp) =
let 1 = b/2,
11 = bp/2,
hO = h - hp
regular_pyramid_frustum(4, p, 1, 0, hO, 11)
regular_pyramid(4, p + vz (h0), 11, 0, hp)
end

obelisco(u0(), 16.8, 169.3, 10.5, 16.9)

Solugio do Exercicio 2.13.4

obelisco_perfeito(p, h) =
let b = h/10
obelisco(p, b, h, 2/3xb, b)
end

obelisco_perfeito(ul0(), 168)

Solucido do Exercicio 2.13.5

prisma(n, p0, r, a, pl) =
regular_pyramid_frustum(n, pO, r, a, pl, r)

Solucido do Exercicio 2.13.6

bloco_sears(p, i, 3j, 1, h) =
let r = 1/2,
pij = p + vxy(i*l + 1/2, j*x1 + 1/2)
prisma(4, pij, r, pi/4, pij + vz (h))
end

torre_sears(p, 1, h00, hOl, hO02, hl10, hll, hl2, h20, h21, h22) =
begin

bloco_sears(p, 0, 0, 1/3, h00)
bloco_sears(p, 0, 1, 1/3, h0l
bloco_sears(p, 0, 2, 1/3, h02)
bloco_sears(p, 1, 0, 1/3, hl0)
bloco_sears(p, 1, 1, 1/3, hll
bloco_sears(p, 1, 2, 1/3, hl2)
bloco_sears(p, 2, 0, 1/3, h20)
bloco_sears(p, 2, 1, 1/3, h2l)
bloco_sears(p, 2, 2, 1/3, h22)

end

torre_sears (u0(), 68.7, 270, 442, 205, 368, 442, 368, 205, 368, 270)
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Solu¢io do Exercicio 2.13.7
porta(p, ¢, h, e) =

begin

box(p + vx(-c/2 - e), e, e, h)

box(p + vx(c/2), e, e, h)

box(p + vxz(-c/2 - e, h), e + c + e, e, e)
end

torre(p, cb, 1lb, ct, 1t, h) =
cuboid (p vxyz (-cb/2, -1b/2, 0),
vxyz (cb/2, -1b/2, 0),
vxyz(cb/2, 1b/2, 0),
vxyz (-cb/2, 1lb/2, 0),
vxyz (-ct/2, -1t/2, h),
vxyz(ct/2, -1t/2, h),
vxyz(ct/2, 1t/2, h),
vxyz(-ct/2, 1t/2, h))

'O '8 '8 T T T T
+ o+ o+ o+ o+

pilone(p, cb, 1lb, ct, 1lt, h, cp, hp, ep) =
begin
torre(p + vx(-(cp + cb)/2), cb, 1lb, ct, 1lt, h)
torre(p + vx(+(cp + cb)/2), cb, 1lb, ct, 1lt, h)
porta(p + vy(-1b/2), cp, hp, ep)
end

pilone(xyz (0, 0, 0), 50, 20, 30, 10, 50, 6, 20, 8)

Solugio do Exercicio 2.14.1

cyl _rho(p) =
sqgrt (cx(p) "2 + cy(p)"2)

cyl_phi(p) =
atan2 (cy (p), cx(p))

cyl_z(p) =
cz (p)

Solugido do Exercicio 2.14.2

degrau(p, r, fi, z) =
cylinder(p + vcyl(0, 0, z), r, p + veyl(l0xxr, fi, 2z)

escada(p, r, h, a) =

begin
cylinder(p, r, p + vxyz (0, 0, 10xh))
degrau(p, r, ax0, hxl)
degrau(p, r, axl, hx2)
degrau(p, r, ax2, hx3)
degrau(p, r, ax3, hx4)
degrau(p, r, ax4, hx5)
degrau(p, r, ax5, hx6)
degrau(p, r, ax6, hx7)
degrau(p, r, ax7, hx8)
degrau(p, r, ax8, hx9)

end

Solu¢io do Exercicio 2.15.1

sph_rho (p) =
sgrt (cx (p) "2 + cy(p) "2 + cz(p)"2)

sph_phi (p) =
atan2 (cy (p), cx(p))

sph_psi(p) =
atan2 (sqrt (cx (p) "2 + cy(p)"2), cz(p))



389

Solugdo do Exercicio 2.15.2

Solugdo do Exercicio 2.16.1

abaco (p, a_abaco, 1l_abaco) =
box (p + vxyz(-1l_abaco/2, -1_abaco/2, 0),
p + vxyz(l_abaco/2, 1_abaco/2, a_abaco))

Solucdo do Exercicio 3.1.1

ackermann(m, n) =

if m ==
n+ 1
elseif n == 0
ackermann(m - 1, 1)
else
ackermann(m - 1, ackermann(m, n - 1))
end

Solugdo do Exercicio 3.1.2
1. 9=8+1
2. 10=8+2
3. 19=2x8+3
4. 2045 = 20579 _ 3

2
922
2‘2
2

o

-3

Solugido do Exercicio 3.2.1

piramide_degraus(p, b, t, h0, hl, d, n) =

if n ==
nothing

else
regular_pyramid_frustum(4, p, b, 0, hO, t)
regular_pyramid_frustum (4, p + vz (h0), t, 0, hl, b - d)
piramide_degraus(p + vz (h0O + hl), b - d, t - d, hO, hl, d, n - 1)

end

piramide_degraus (xyz (0, 0, 0), 120, 115, 15, 5, 15, 6)

Solugdo do Exercicio 3.2.2

arco_falso(p, ¢, e, de, 1) =
if e <=0
box (p + vxy(-c/2, -1/2), p + vxyz(c/2, 1/2, 1)
else
box(p + vxy(-c/2, -1/2), p + vxyz(-e/2, 1/2, 1)
box(p + vxy(e/2, -1/2), p + vxyz(c/2, 1/2, 1)
arco_falso(p + vz(l), ¢, e - de - de, de, 1)
end

Solucido do Exercicio 3.2.3

equilibrio_circulos(p, r, f) =
if r <1
nothing
else
circle(p, r)
equilibrio_circulos(p + vy ((1 + f)=xr), fxr, f)
end
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Solucio do Exercicio 3.2.4

circulos_radiais(p, n, r0, rl, fi, d_fi) =

if n ==

nothing
else

circle(p + vpol(r0, fi), rl)

circulos_radiais(p, n - 1, r0, rl, fi + d_fi, d_fi)
end

Solucgdo do Exercicio 3.2.5 A funcdo circulos_radiais definida no exercicio anterior
simplifica bastante a resolu¢do do problema, sendo apenas necessario calcular os pardme-
tros correctos. Para isso, podemos reportarmo-nos a figura seguinte:

¢

Da figura depreende-se que

.«
r1 = rosin —

2
Sendo 9 = r + r1, temos

ry = (r+r1)sin%

ou seja

sin &

T =r——«&

1 —sin$
Por outro lado, para uma flor de n pétalas, temos que a = 27, 0 que implica que

sin 7

ro=ro——t—

1—sinZ

n

Estamos agora em condi¢des de definir a funcéo flor:

flor(p, raio, petalas) =

let coef = sin(pi/petalas),
rl = raioxcoef/ (1 - coef),
r0 = raio + rl

circle(p, raio)
circulos_radiais(p, petalas, r0, rl, 0, 2xpi/petalas)
end
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circulos (p, raio)
if raio < 1

391

nothing
else
circle(p, raio)
circulos(p + vx(raio), raio/2)
circulos(p + vy(raio), raio/2)
end
Solugdo do Exercicio 3.2.7
serra (p0, dentes, comprimento, altura) =

if dentes

nothing
else
let pl = p0 + vxy(comprimento/2, altura),
p2 = p0 + vx(comprimento)
line(p0, pl, p2)
serra (p2, dentes - 1, comprimento, altura)
end
end
Solugido do Exercicio 3.2.8
losangos (p, c) =
if c <1
nothing
else
let p0 = p + vpol(c, 0),
pl = p + vpol(c, pi/2),
p2 = p + vpol(c, pi),
p3 = p + vpol(c, 3xpi/2),
c2 = ¢/2.0
line (p0, pl, p2, p3, pO0)
losangos (p0, c2)
losangos (pl, c2)
losangos (p2, c2)
losangos (p3, c2)
end
end
Solucido do Exercicio 3.2.9
escada_rampa (p, alfa, ¢, n) =
if n ==
nothing
else
let e = cxtan(alfa),
pl = p + vy(e),
p2 = pl + vx(c)
line(p, pl, p2)
escada_rampa (p2, alfa, ¢, n - 1)
end

end
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Solucido do Exercicio 3.2.10

escada_progressao_geometrica(p, alfa, ¢, n, f) =

if n==0
nothing
else
let e = cxtan(alfa),
pl p + vyl(e),

p2 = pl + vx(c)
line(p, pl, p2)
escada_progressao_geometrica (p2, alfa, cxf, n - 1, f)
end
end

Solugido do Exercicio 3.3.1 Dados os pontos inicial P e final @, é facil constatarmos que o
vector v que mede a separagdo entre as n colunas é determinado por

Q-P

n

17 =
Assim, podemos definir uma fung¢éo que coloca as colunas entre dois pontos quaisquer p e
q:

colunas_doricas_entre(p, g, h, n) =
colunas_doricas(p, h, (g - p)/n, n)

Solugdo do Exercicio 3.3.2

colunas_tholos(p, n_colunas, raio, fi, d_fi, altura) =
if n_colunas ==

nothing
else
coluna_dorica(loc_from_o_phi(p + vpol(raio, fi), £fi), altura)
colunas_tholos (p, n_colunas - 1, raio, fi + d_fi, d_fi, altura)
end

Solucio do Exercicio 3.3.3

torre_tholos (p, n_modulos, n_degraus_topo, n_degraus, rb, dab, drb, n_colunas, rp, ap) =
if n_modulos == 0
base_tholos (p, n_degraus_topo, rb, dab, drb)
else
tholos (p, n_degraus, rb, dab, drb, n_colunas, rp, ap)
torre_tholos(p + vxyz (0, 0, n_degrausxdab + ap),
n_modulos - 1, n_degraus_topo, n_degraus,
rb, dab, drb, n_colunas, rp, ap)
end

torre_tholos (xyz (0, 0, 0), 6, 10, 3, 7.9, 0.2, 0.2, 20, 7, 4)

Solugdo do Exercicio 3.3.4

torre_tholos (p, n_modulos, n_degraus_topo, n_degraus, rb, dab, drb,
n_colunas, rp, ap) =
if n_modulos ==
base_tholos (p, n_degraus_topo, rb, dab, drb)
else
tholos (p, n_degraus, rb, dab, drb, n_colunas, rp, ap)
torre_tholos(p + vxyz (0, 0, n_degrausxdab + ap),
n_modulos - 1, n_degraus_topo, n_degraus,
0.9«rb, dab, drb, n_colunas, 0.9*rp, ap)
end

torre_tholos (xyz (0, 0, 0), 6, 10, 3, 8.5, 0.2, 0.2, 20, 7, 4)
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Solucido do Exercicio 3.3.5

Solugio do Exercicio 3.3.6

cidade_espacial (p, raio) =
begin
sphere (p, raio/8.0)
if raio < 1
nothing
else
let r2 = raio/2,

nx = p - vx(r2),
px = p + vx(r2),
ny = p - vy(r2),
py = p + vy(r2),
nz = p - vz (r2),
pz = p + vz (r2)

cylinder (nx, raio/32.0, px)
cylinder (ny, raio/32.0, py)
cylinder (nz, raio/32.0, pz)
cidade_espacial (nx, r2)
cidade_espacial (px, r2)
cidade_espacial (ny, r2)
cidade_espacial (py, r2)
cidade_espacial (nz, r2)
cidade_espacial (pz, r2)
end
end
end

cidade_espacial (xyz (0, 0, 0), 8)

Solugido do Exercicio 3.4.1

arco_espiral(p, r, a_ini, a_inc) =
begin
arc(p, r, a_ini, a_inc)
rectangle(p, p + vpol(sqgrt(2)+r, a_ini + a_inc/2)
end

espiral (xy (40, 0), 1, pi, pi/2, pix9, 1.618)
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Solucdo do Exercicio 3.4.2 Para que os arcos de circunferéncia possam interligar-se sua-
vemente, é necessario que exista uma relacdo entre os raios ro, r1 e 72. E facil ver que

(ro —ri)cosa+mro =12
Por outro lado, a altura i do évulo é dada por
h=ro+ (ro —r1)sina+ry

Uma vez que a fungdo nédo recebe nem o raio 72 nem o angulo «, temos de os deduzir. Para
isso, vamos resolver a primeira equacdo em ordem a r»

To —Tr1COsS«

T2 =
1 —cosa

e vamos substituir na segunda equacgao

T — T1 COS QY .
h=ro+(———— —ri)sina+r

1 —cosa

Simplificando, obtemos

sin o
h=ro+ri+(ro—ri)———
1—cosa
Empregando agora a igualdade trigonométrica
a 1—cosa
tan - = ——
2 sin «
temos
1
h=ro+r ro— 7T
o+ 71+ (1o 1) tan
ou seja,

-1 To—T
a=2tan = ——M—
h—ro—m71

Estamos agora em condic¢des de definir a fung¢do pretendida:

ovo(p, r0, rl, h) =
let alfa = 2xatan2(r0 - rl, h - r0 - rl),
r2 = (r0 - rlxcos(alfa))/ (1 - cos(alfa))
arc(p, r0, 0, -pi)
arc(p + vx(r0 - r2), r2, 0, alfa)
arc(p + vx(r2 - r0), r2, pi - alfa, alfa)
arc(p + vy((r2 - rl)xsin(alfa)), rl, alfa, pi - alfa - alfa)
end

Solucio do Exercicio 3.4.3

piramide_cilindros(p, 1, r, £, a, d, da) =
if r < 0.01
nothing
else
cylinder(p + vpol(l, a + -d), r, p + vpol(l, a + d + pi/2)
cylinder(p + vpol(l, a + pi - d), r, p + vpol(l, a + d + 3xpi/2))
piramide_cilindros(p + vz ((1 + f)*r), 1xf, r+xf, £, a + pi/2 + da, d, da)
end
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folha (topo) =
sphere (topo, 0.5)

ramo (p, topo) =
let raio = distance(p, topo)/10.0
cone_frustum(p, raio, topo, raiox0.9)
end

arvore (p, ¢, fi, psi, min_fi, max_fi, min_psi, max_psi, min_£f, max_f) =
let topo = p + vsph(c, fi, psi)
ramo (p, topo)
if ¢ < 2
folha (topo)
else
arvore (topo,
cxrandom_range (min_f, max_f),
fi + random_range (min_fi, max_£fi),
psi + random_range (min_psi, max_psi),
min_fi, max_fi, min_psi, max_psi, min_f, max_f)
arvore (topo,
cxrandom_range (min_f, max_f),

fi - random_range (min_fi, max_fi),
psi - random_range (min_psi, max_psi),
min_fi, max_fi, min_psi, max_psi, min_f, max_f)
end
end

Solucido do Exercicio 4.4.2

posicao_aleatoria() =
xyz (random_range (0, 200), random_range (0, 100), random_range (0, 100)

cilindros_aleatorios(n) =

if n ==
nothing

else
cylinder (posicao_aleatoria (), random_range(l, 10), posicao_aleatoria()
cilindros_aleatorios(n - 1)

end

Solucio do Exercicio 4.4.3

caminhada_aleatoria(p, d, n) =

if n ==
nothing
else
let pl = p + vpol(random_range (0, d), random_range (0, 2xpi))
if pl !'=p
line(p, pl)
end
caminhada_aleatoria(pl, d, n - 1)
end
end

caminhada_aleatoria(u0(), 5, 100)

Solugio do Exercicio 4.4.4

cara_ou_coroa () =
if random(10) < 3
"cara"
else
"coroa"
end

395
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Solu¢io do Exercicio 4.4.5

cilindros_esfera(p, r, rc, n) =

if n==0
nothing
else
cylinder (p, rc, p + vsph(r, random_range (0, 2xpi), random_range (0,
cilindros_esfera(p, r, rc, n — 1)
end
Solucio do Exercicio 4.4.6
round_vector (v) =
vxyz (round(v.x), round(v.y), round(v.z))
direccao_ortogonal_aleatoria_excepto (v0) =
let vl = round_vector (sph(l, random_range (0, 4)+*pi/2, random_range (0,
if vO == vl || v0 == vlx-1
direccao_ortogonal_aleatoria_excepto (v0)
else
vl
end
end

blocos_conexos(p, v, ¢, 1, n) =

if n ==
nothing
else
right_cuboid(p, 1, 1, p + vxc)
let vl = direccao_ortogonal_aleatoria_excepto(v),
pl = p + vs(c - 1/2.0) + v1x1/2.0
blocos_conexos(pl, vl, ¢, 1, n - 1)
end
end

Solucio do Exercicio 4.5.1

predioO(p, 1, h) =
box(p, 1, 1, random_range (0.1, 1.0)=xh)

prediol(p, 1, h) =
cylinder(p + vxy(1/2, 1/2), 1/2, random_range (0.1, 1.0)~*h)

Solugio do Exercicio 4.5.2

predio(p, 1, h) =
if random(5) ==
prediol (p, 1,
else
predioO(p, 1, h)
end

0
h)

Solugdo do Exercicio 4.5.3
predio_blocos(n, p0, c0, 10, h0) =

if n==1
box (p0, <0, 10, hO)
else
let ¢l = random_range (0.7, 1.0)=xcO,
11 = random_range (0.7, 1.0)=*10,
hl = random_range (0.2, 0.8)xhO,

pl = p0 + vxyz((cO - ¢l1)/2.0, (10 - 11)/2.0, hl)
box (p0, cO0, 10, hl)
predio_blocos(n - 1, pl, cl, 11, hO - hl)
end
end

predioO(p, 1, h) =
predio_blocos (random_range (1, 6), p, 1, 1, h)

pi)))

3)*xpi/2))
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Solugao do Exercicio 4.5.4

gaussiana_2d(x, y, sigma) =
exp (- ((x/sigma)~2 + (y/sigma)"2)

predio(p, 1, h) =
let h = h*xmax (0.1, gaussiana_2d(cx(p), cy(p), 25.0x1)
if random(5) == 0
prediol(p, 1, h)
else
predioO(p, 1, h)
end
end

Solugdo do Exercicio 4.5.5

predio(p, 1, h) =
let coef = max(gaussiana_2d (500 - cx(p), 500 - cy(p), 11lx1),
(p), 5500 - cy(p), 14x1)
(p)

gaussiana_2d (2000 - cx ,
, 2500 - cy(p), 13%1)

gaussiana_2d (4500 - cx
if coef > 0.1
let h = hxmax(coef, 0.1)
if random(5) ==
prediol(p, 1, h)
else
predioO(p, 1, h)
end
end
end
end

Solugio do Exercicio 4.5.6

esferas_na_esfera(p, ri, re, rl, n) =

if n ==
nothing
else
let r random_range (ri, re)
sphere (p + vsph(r, random_range (0, 2xpi), random_range(0, pi)), rl - r)
esferas_na_esfera(p, ri, re, rl, n - 1)
end
end

Solugio do Exercicio 4.5.7
delete_all_shapes()

random_element (1) =
l[random(length(1l))+1]

misterio(ps, n) =
let p = psl[0]
for i in range(n):

let p = intermediate_loc(p, random_element (ps))
surface_circle(p, 1)
end

end
misterio([xy (0, 0), xy (200, 0), xy (100, 200)], 5000)

Solugido do Exercicio 5.3.1

elemento_aleatorio(lista) =
lista[random(length(lista))+1]
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Solucao do Exercicio 5.3.2

um_de_cada (listas) =

if listas == []

[]
else

[elemento_aleatorio(listas[1l]), um_de_cada(listas[2:end])...]
end

Solugdo do Exercicio 5.3.3

elementos_aleatorios (n, lista) =

if n ==
[1
else
let i = random(length(lista))+1
[lista[i], elementos_aleatorios(n-1, [lista[l:i-1]..., lista[i+l:end]...])...
end

end

Solucio do Exercicio 5.3.4

Solugdo do Exercicio 5.3.5

iota(b, 1) =
enumera (0, b-1, i)

Solucio do Exercicio 5.3.6

pertence (num, lista) =
if lista == []
false
elseif num == listal[l]
true
else
pertence (num, lista[2:end])
end

Solugdo do Exercicio 5.3.7

eliminal (num, lista) =

if lista == []
[1
elseif num == lista[l]
listal[2:end]
else
[lista[l], eliminal (num, lista[2:end])...]
end

Solucio do Exercicio 5.3.8

elimina (num, lista) =

if lista == []
[]
elseif num == listal[l]
elimina (num, lista[2:end])
else
[lista[l], elimina(num, lista[2:end])...]
end

Solucio do Exercicio 5.3.9

substitui (novo, velho, lista) =

if lista == []

[]
elseif velho == listall]

[novo, substitui (novo, velho, lista[2:end])...]
else

[lista[l], substitui (novo, velho, lista[2:end])...]
end
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Solucido do Exercicio 5.3.10

remove_duplicados (lista) =

if lista == []
[]

elseif pertence(listal[l], lista[2:end])
remove_duplicados (lista[2:end])

else
[lista[l], remove_duplicados(lista[2:end])...]

end

Solucido do Exercicio 5.3.11

ocorrencias (num, lista) =

if lista == []
0
elseif num == listal[l]
l+ocorrencias (num, listal[2:end])
else
ocorrencias (num, listal[2:end])
end

Solugido do Exercicio 5.3.12

posicao (num, lista) =

if num == listal[l]

0
else

l+posicao (num, lista[2:end])
end

Solugio do Exercicio 5.4.1

divide_poligono(pts, i, Jj) =
[[pts[l:i+2]..., pts[j+l:end]...], pts[i+l:J+2]]

Solugio do Exercicio 5.4.2

ponto_intermedio (p0, pl, f) =
p0+ (pl-p0) «£

bisseccao_poligono (pts, i, j, fi, £3j) =
let pti = ponto_intermedio(pts[i+1l], pts[i+1+1], £fi),
ptj = ponto_intermedio (pts[j+1], [pts..., pts...1[j+2], £f3)
[[pts[l:i+1+1]..., pti, ptj, pts[j+2:end]...], [pt], pti, pts[i+2:3+2]...]]
end

Solugdo do Exercicio 5.4.3

bisseccao_aleatoria_poligono (pts) =
let 1 = length(pts),

ij = enumera(0, 1, 1),
i = ijl[random(l) + 17,
j = [e for e in i1ij if e != i][random(l - 1) + 1]

bisseccao_poligono (pts,
min (i, 3J),
max (i, 3),
random_range (0.0, 1.0),
random_range (0.0, 1.0))
end
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Solu¢io do Exercicio 5.4.4

divisao_aleatoria_poligonos (pols, n) =

if pols == []
[1
else
[divisao_aleatoria_poligono(pols[1l], n)...,
divisao_aleatoria_poligonos (pols[2:end], n)...]
end

divisao_aleatoria_poligono(pts, n) =
if n ==
[pts]
else
divisao_aleatoria_poligonos (bisseccao_aleatoria_poligono (pts), n-1)
end

Solucio do Exercicio 5.5.1

pontos_arco_sinusoidal(p, ¥, a, c, fi, dfi, n) =
if n == 0
[]
else
[p + vpol(r + a*sin(cxfi), fi),
pontos_arco_sinusoidal(p, r, a, c¢, fi+dfi, dfi, n-1)...]
end

pontos_sinusoide_circular(p, ri, re, ¢, n) =
pontos_arco_sinusoidal (p, (ri+re)/2, (re-ri)/2, ¢, 0, 2%pi/n, n)

Solugio do Exercicio 5.5.2

pontos_arco_raio_aleatorio(p, r0, rl, fi, dfi, n) =
if n ==
else
[p+vpol (random_range (xr0, rl), fi),
pontos_arco_raio_aleatorio(p, r0, rl, fi+dfi, dfi, n-1)...]

end

pontos_circulo_raio_aleatorio(p, r0, rl, n) =
pontos_arco_raio_aleatorio(p, r0, rl, 0, 2xpi/n, n)

Solucio do Exercicio 5.6.1

coordenadas_x(p, 1, n) =

if n==0

[]
else

[p, coordenadas_x(pt+vx(l), 1, n-1)...]
end

trelica_recta(p, h, 1, n) =
trelica(coordenadas_x(p, 1, n),
coordenadas_x (p+vxyz(1/2, 1/2, h), 1, n-1),
coordenadas_x (p+vy (1), 1, n))
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Solugido do Exercicio 5.6.2 Relativamente a figura anterior, a linha c;a;+1 tem compri-

mento V12 + [2 = v/2l. A distancia entre o ponto c; e o centro da base é, consequentemente,
@. Para que as barras tenham todas o mesmo tamanho, a barra c;b; terd também de ter
comprimento I. Ora como esta barra é a hipotenusa do tridngulo com catetos de compri-
mento h e Y2, temos que > = h? + (¥2')2, ou seja

h =

Sl=

Assim, podemos definir:

trelica_modulo(p, 1, n) =
trelica_recta(p, 1/sqrt(2), 1, n)

Solugido do Exercicio 5.6.3

trelica_plana(ais, bis) =

begin
nos_trelica (ais)
nos_trelica (bis)
barras_trelica(ais, bis)
barras_trelica(bis, ais[2:end])
barras_trelica(ais, ais[2:end])
barras_trelica(bis, bis[2:end])

end

Solugido do Exercicio 5.6.4

media(a, b) =
(a+b) /2

ponto_medio(p, q) =
xyz (media(cx(p), cx(g)), media(cy(p), cy(q)), media(cz(p), cz(q)))

pontos_medios (ps, gs) =
if ps == []
[]
else
[ponto_medio(ps[l], gs[l]), pontos_medios(ps[2:end], gs[2:end])...]
end

trelica_especial (ais, bis, cis) =

let dis = pontos_medios(ais, cis)
nos_trelica(ais)
nos_trelica (bis)
nos_trelica(cis)
nos_trelica(dis)
barras_trelica(ais, cis)
barras_trelica(bis, dis)
barras_trelica(bis, dis[2:end]
barras_trelica(ais, ais[2:end]
barras_trelica(cis, cis[2:end]
barras_trelica(bis, bis[2:end]

end

Soluc¢do do Exercicio 5.6.5 O primeiro passo consiste na deducdo das férmulas que re-
lacionam a largura e e o angulo inicial )9 com o raio r e com o niimero ny de trelicas
pretendidas.
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Para isso, através da observagdo da figura anterior é facil constatar que 7o sing =
rcosa. Sendo e = 2rsin(§) e o = 2—;:, temos

n

.o
e =2rsin —
ng

e ainda

T Cos -~
ng

To

o = asin

O segundo passo consiste em iterar a fun¢do trelica_arco para sucessivos valores do
angulo ¢ a variar entre 0 e 2 em incrementos de 22%:

ng

abobada_trelicas(p, rac, rb, rf, n, n_fi) =
let e = 2xrf*sin(pi/n_f£fi),
psi0 = asin(rf*cos(pi/n_£fi)/rac)
[trelica_arco(p, rac, rb, fi, psiO, pi/2, e, n) for fi in division(0, 2*pi, n_fi, false)]
end

Solucao do Exercicio 5.6.6

escada_de_mao (ais, bis) =

begin
nos_trelica(ais)
nos_trelica(bis)
barras_trelica(ais, bis)
barras_trelica(ais, ais[2:end])
barras_trelica(bis, bis[2:end])

end

Solugido do Exercicio 5.6.7

coordenadas_helice(p, r, fi, dfi, dz, n) =
if n ==

else

[ptvpol (r, £i),

coordenadas_helice (ptvz (dz), r, fi+dfi, dfi, dz, n-1)...]
end

genoma (p, r, dfi, dz, n) =
escada_de_mao (coordenadas_helice(p, r, 0, dfi, dz, n),
coordenadas_helice(p, r, pi, dfi, dz, n))

Solugdo do Exercicio 5.6.8

trelica(ais, bis, cis) =
trelica_espacial([ais, bis, cis]
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Solucido do Exercicio 5.6.9

coordenadas_trelica_aleatoria(p, h, 1, m, n, r) =

if m ==
[coordenadas_linha_aleatoria(p, 1, n, r)

else
[coordenadas_linha_aleatoria(p, 1, n, r),
coordenadas_linha_aleatoria(p+vxyz(1/2, 1/2, h), 1, n-1, r),
coordenadas_trelica_aleatoria(p+tvy(l), h, 1, m-1, n, r)...]

end

coordenadas_linha_aleatoria(p, 1, n, r) =
if n ==
[ptvxyz_aleatorio(r)]
else
[ptvxyz_aleatorio(r), coordenadas_linha_aleatoria(pt+vx(l), 1, n-1, r)...]
end

vxyz_aleatorio(r) =
vxyz (random_range (-r, +r), random_range(-r, +r), random_range(-r, +r)

Solucido do Exercicio 5.6.10

coordenadas_piramides_arco(p, rac, rb, 1, fi, psiO, psil, dpsi, m) =

ifm==0
[pontos_arco (p+vpol (1/2, fi-pi/2), rac, fi, psiO, psil, dpsi)]
else

[pontos_arco (p+vpol (1/2, fi-pi/2), rac, fi, psiO, psil, dpsi),
pontos_arco(p, rb, fi, psiO+dpsi/2, psil-dpsi/2, dpsi),
coordenadas_piramides_arco (p+vpol (1, fi+pi/2),
rac, rb, 1, fi, psi0O, psil, dpsi, m-1)...]
end

trelica_espacial_arco(p, rac, rb, 1, n, fi, psiO, psil, m) =
trelica_espacial (
coordenadas_piramides_arco(p, rac, rb, 1, fi, psi0, psil, (psil-psiO)/n, m))

Solugdo do Exercicio 5.6.11

coordenadas_trelica_ondulada(p, rac, rb, 1, fi, psiO, psil, dpsi, alfa0, alfal, d_alfa, d_r) =
if alfa0 >= alfal
[pontos_arco (p+vpol (1/2.0, fi-pi/2), rac+d_rxsin(alfa0O), fi, psi0O, psil, dpsi)
else
[pontos_arco (p+vpol (1/2.0, fi-pi/2), rac+d_r*sin(alfal), fi, psiO, psil, dpsi),
pontos_arco(p, rb+d_rxsin(alfal), fi, psiO+dpsi/2, psil-dpsi/2, dpsi),
coordenadas_trelica_ondulada (p+vpol (1, fi+pi/2), rac, rb, 1, fi, psiO, psil, dpsi, alfa0+d_alfa, alfal, d_sa
end

trelica_ondulada(p, rac, rb, 1, n, fi, psiO, psil, alfaO, alfal, d_alfa, d_r) =
trelica_espacial (
coordenadas_trelica_ondulada (
p, rac, rb, 1,
fi, psiO, psil, (psil - psiO)/n,
alfal0, alfal, d_alfa, d_r))

Solucido do Exercicio 6.2.1

bacia(p, r, e) =
let re = r+e
subtraction (box (p-vxyz (re, re, re),
ptvxyz(re, re, 0)),
sphere(p, r))
end
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Solucio do Exercicio 6.2.2

banheira(p, r, e, 1) =
let re = r + e
subtraction (box(p - vxyz(re, re, re),
p + vxyz(l + re, re, 0)),
union (sphere(p, r),
cylinder(p, r, p + vx(1l)),

sphere(p + vx (1), 1r)))
end

Solucio do Exercicio 6.4.1

(R’ =R
(RoU R = R§ NRY
(RoNR1)° = RS URY
RUR® =U

RNR =02

RoNRY = Ro\ R

R§ URy = (Ro\ R1)°

Solucio do Exercicio 6.4.2

is_complemento (objecto) =
isinstance (objecto, tuple) && objecto[l] is "-"
complemento (regiao) =
if is_empty_shape (regiao)
universal_shape ()
elseif is_universal_shape (regiao)
empty_shape ()
elseif is_complemento (regiao)
regiao[2:end]
else
"-", regiao
end

SOLUCOES
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Solucido do Exercicio 6.4.3

uniao (r0, rl) =
if is_complemento(r0) && is_complemento(rl)
complemento (intersection (complemento (r0), complemento(rl)))
elseif is_complemento (r0)
complemento (subtraccao (complemento (r0), rl)
elseif is_complemento(rl)
complemento (subtraccao (r0, complemento(rl)))
else
union (r0, rl)
end

interseccao (r0, rl) =
if is_complemento(r0) && is_complemento(rl)
complemento (uniao (complemento (r0), complemento(rl)))
elseif is_complemento (r0)
subtraccao(rl, complemento (r0))
elseif is_complemento(rl)
subtraccao (r0, complemento (rl))
else
intersection(r0, rl)
end

subtraccao(r0, rl) =
if is_complemento (r0) && is_complemento (rl)
subtraction (complemento(rl), complemento (r0)
elseif is_complemento (r0)
complemento (uniao (complemento (r0), rl)
elseif is_complemento(rl)
complemento (uniao (r0, complemento(rl)))
else
subtraction(r0, rl)
end

Solugio do Exercicio 6.4.4

poligonos_recursivos(p, r, fi, alfa_r, n, nivel) =
if nivel ==
empty_shape ()

else
let pontos = regular_polygon_vertices(n, p, r, fi, true)
union ([surface_polygon (pontos),
lista_poligonos_recursivos (pontos, rxalfa_r, fi, alfa_r, n, nivel-1)...
end
end

lista_poligonos_recursivos (pontos, r, fi, alfa_r, n, nivel) =
if pontos == []
[]
else
[poligonos_recursivos (pontos[1l], r, fi, alfa_r, n, nivel),
lista_poligonos_recursivos (pontos([2:end], r, fi, alfa_r, n, nivel)...]
end

Solucio do Exercicio 6.4.5 Uma vez que toda a geometria da sec¢do se define a partir da
largura [, é necessario deduzir os restantes pardmetros a partir de [. O seguinte esquema
mostra as relag¢des entre os varios pardmetros.



406 SOLUCOES

1

To

/

Pela observacdo do esquema ¢ evidente que a = 5. Também sabemos pela definigédo
do cosseno que ro cosa = £, ou seja, ro = 5-—. Para o célculo de r; podemos considerar
o triangulo cujo cateto é ro + r1 e cuja hipotenusa é d. O angulo entre estes dois lados
do tridngulo é « e a hipotenusa é d = l/\/§ Logo, temos 70 + r1 = dcosa, ie., 11 =

cos o 1
l( N 2cosa)'

Com base nestas equagdes podemos definir a fun¢do seccao_petronas:

seccao_petronas (p, 1) =
let d = 1/sqrt(2),

cos_a = cos(pi/8),
r0 = 1/2«xcos_a,
rl = lx(cos_a/sqrt(2)-1/2xcos_a)

union (surface_regular_polygon(4, p, d, 0),
surface_regular_polygon (4, p, d, pi/4),
uniao_circulos(p, r0, pi/8, pi/4, rl, 8)

end
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Solucdo do Exercicio 6.4.6

tronco_cone_petronas(p, r, dr, h, n) =
if n ==
p
else
seccao_petronas (p, r)
tronco_cone_petronas (ptvz (h), r+dr, dr, h, n-1)
end

bloco_petronas(p, r0, rl, r2, h, n) =
let p = tronco_cone_petronas(p, r0, (rl-r0)/1.0/n, h, n)
seccao_petronas (p, r2)
ptvz (h)
end

torre_petronas (p) =
let p = bloco_petronas(p, 37, 37, 37, 5
p = bloco_petronas(p, 35, 35, 36, 4
p = bloco_petronas(p, 32, 32, 33, 4, 12),
p = bloco_petronas(p, 28, 27, 28, 4
p = bloco_petronas(p, 24, 21, 22, 4
p = bloco_petronas(p, 18, 15, 16, 4,
p = bloco_petronas(p, 14, 5, 4, 3, 5)
end

torre_petronas (xy (0, 0)
torre_petronas (xy (96, 0))

Solugido do Exercicio 6.4.7

malha_tubos(p, ¢, r, n, m) =
if m ==
empty_shape ()
else
union (linha_tubos(p, ¢, r, n),
malha_tubos (ptvz (2xr), ¢, r, n, m-1)
end

linha_tubos(p, ¢, r, n) =

if n==0
empty_shape ()
else

union (subtraction(cylinder(p, r, p+vy(c)),
cylinder(p, 0.9%r, ptvy(c))),
linha_tubos (pt+vx (2xr), ¢, r, n-1))
end

cobertura_tubos(p, h, n) =
let rl = h/2.0/n,
r0 = h-rl
subtraction (malha_tubos (p+vxyz (-r0, 0, rl), h, rl, 2%n, n),
sphere (p, r0))
end

cobertura_tubos (xyz (0, 0, 0), 5, 9)
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Solugdo do Exercicio 6.4.8

malha_tubos(p, ¢, r, n, m) =
if m ==
empty_shape ()
else
union (linha_tubos(p, ¢, r, n),
malha_tubos (p+vz (2xr), ¢, r, n, m-1))
end

linha_tubos(p, ¢, ¥, n) =

if n ==
empty_shape ()

else
union (subtraction(cylinder (p, r, ptvx(c)),

cylinder(p, 0.9xr, pt+vx(c))),
linha_tubos (p+vy (2%r), c, r, n-1))
end

cobertura_tubos(p, h, n) =
let rl = h/2.0/n,
r0 = h-rl
subtraction (malha_tubos (p+vxyz (-h, rl, rl), 2+h, rl, n,
sphere (p, r0))
end

Solucio do Exercicio 6.4.9

malha_tubos(p, ¢, r, n, m) =
if m ==
empty_shape ()
else
union (linha_tubos(p, ¢, r, n),
malha_tubos (pt+vy(2*r), ¢, r, n, m-1))
end

linha_tubos(p, ¢, r, n) =

if n==0
empty_shape ()
else

union (subtraction(cylinder (p, r, pt+vz(c)),
cylinder(p, 0.9xr, p+vz(c))),
linha_tubos (p+vx (2*r), c, r, n-1))
end

cobertura_tubos(p, h, n) =
let rl = h/2.0/n,
r0 = h-rl
subtraction (malha_tubos (p+vxyz (-r0, rl, 0), h, rl, 2«n,
sphere (p, r0))
end

n),

n),

SOLUCOES

Solugdo do Exercicio 6.4.10 Uma vez que se pretende uma “esfera,” o melhor sera usar

coordenadas esféricas para os centros das bases dos cones.

[cone(sph(l, pixfi, pixpsi), O.lxsin(pixpsi), ul())
for fi in 0:1/10:2
for psi in 1/30:7/75:1]

Solugio do Exercicio 6.4.11
for psi in 0:1/10:1
let n = floor (15xsin(pixpsi)
for 1 in O:n
cone (sph (1, i*2+pi/n, pixpsi), 0.1, ul())
end
end
end
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Solugdo do Exercicio 6.4.12

casca_esferica_perfurada(p, r, e, rc, n) =
subtraction([sphere(p, ),
sphere (p, r-e),
[cone (pt+vsph (1.1xr, i*2xpi/n, pi*psi), 0.1, p)
for psi in 0:1/10:1
for 1 in 0:1:floor(15xsin(pi*psi))+1]1...1)

Solugio do Exercicio 6.4.13

coordenada_aleatoria (p0, pl) =
xyz (random_range (cx (p0), cx(pl)),
random_range (cy (p0), cy(pl)
random_range (cz (p0), cz(pl))

lista_coordenadas_aleatorias (p0, pl, n) =
[coordenada_aleatoria(p0, pl) for i in 1:n]

lista_valores_aleatorios(a, b, n) =
[random_range(a, b) for i in 1l:n]

uniao_esferas(cs, rs, e) =
union ([sphere(c, r-e) for (c, r) in zip(cs, rs)])

uniao_cascas_esfericas_perfuradas(cs, rs, e, rc, n) =
union([casca_esferica_perfurada(c, r, e, rc, n) for (c, r) in zip(cs, rs)])

cascas_esfericas_perfuradas_aleatorias(p0, pl, r0, rl, e, n, rc, m) =
let ¢cs = lista_coordenadas_aleatorias(p0, pl, n),
rs = lista_valores_aleatorios(r0, rl, n)
subtraction (uniao_cascas_esfericas_perfuradas(cs, rs, e, rc, m),
uniao_esferas(cs, rs, e))
end

Solugdo do Exercicio 6.4.14

cubo_furado (p, lado) =
for 1 in 0:2

for j in 0:2

0:

for k in 2
if !l ==3=1111==k%k == I3 ==k ==1)
cubo_vertice (pt+vxyz (i*xlado, jxlado, kxlado), lado)
end
end
end
end

cubo_vertice (p, lado) =
box (p, ptvxyz(lado, lado, lado))
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Solu¢io do Exercicio 6.4.15

esponja_menger (p, lado, nivel) =

if nivel == 0
cubo_vertice (p, lado)
else

let lado = lado/3.0
for 1 in 0:2
for j in 0:2
for k in 0:2

if (i ==3==1 || i==k==11]] j==k==1)
esponja_menger (pt+vxyz (ixlado, j*lado, kxlado), lado, nivel-1)
end
end
end
end
end

end

Solucido do Exercicio 6.4.16

raios_cilindro(p, r, a, da, rc, n) =
union([cylinder (p, rc, ptvpol(r, a+ixda)) for i in 0:n-1]

cobertura_arcos_romanos (p, r, €, n) =
let da = 2*pi/n,
lc = r*cos(da/2),
rc = r*sin(da/2)
subtraction(raios_cilindro(p, lc, 0, da, rc, n),
raios_cilindro(p, r, 0, da, rc-e, n),
cylinder (p, r, ptvz(-rc))
end

Solucio do Exercicio 6.5.1

octaedro_estrelado(p, 1) =

union (tetraedro (p+vxyz (1/-2, 1/-2, 1/-2),

ptvxyz (1/2, 1/2, 1/-2),

p+vxyz(1/-2, 1/2, 1/2),
pt+vxyz (1/2, 1/-2, 1/2)),
tetraedro (ptvxyz (1/2, 1/-2, 1/-2),
ptvxyz(1/-2, 1/2, 1/-2),
ptvxyz (1/-2, 1/-2, 1/2),

ptvxyz(1/2, 1/2, 1/2)))



Solucido do Exercicio 6.5.2

meio(a, b) =
(at+b) /2.0

meio_xyz (p0, pl) =
xyz (meio(p0.x, pl.x), meio(p0.y, pl.y), meio(p0.z, pl.z))

sierpinski (p0, pl, p2, p3, n) =
if n ==
tetraedro (p0, pl, p2, p3)
else
let pOpl = meio_xyz(p0, pl)
pOp2 = meio_xyz (p0, p2)
pO0p3 = meio_xyz (p0, p3),
plp2 = meio_xyz(pl, p2)
plp3 = meio_xyz(pl, p3)
p2p3 = meio_xyz (p2, p3)
sierpinski (p0, pOpl, pOp2, pOp3, n-1)
sierpinski (pOpl, pl, plp2, plp3, n-1)
sierpinski (pO0p2, plp2, p2, p2p3, n-1)
sierpinski (pOp3, plp3, p2p3, p3, n-1)
end
end

sierpinski (xyz (-1, -1, -1

( )
xyz (+1, +1, -1),
xyz (+1, -1, +1),
xyz (-1, +1, +1), 5)

Solugido do Exercicio 6.5.3
Solucido do Exercicio 6.6.1

Solugido do Exercicio 6.6.2

laje(p, a, omega, fi, 1x, dx, ly, lz) =
let pontos = pontos_sinusoide(p, a, omega, fi, 0, 1lx, dx)
extrusion (surface (spline (pontos),
line (pontos[1],
p + vxy (0, ly),
p + vxy(lx, ly),
pontos[end])),
1z)
end

Solucido do Exercicio 6.6.3

corrimao(p, a, omega, fi, 1x, dx, 1l_corrimao, a_corrimao) =

parede_sinusoidal (p, a, omega, fi, 0, 1lx, dx, l_corrimao, a_corrimao)

Solugio do Exercicio 6.6.4

prumos (p, a, omega, fi, 1x, dx, altura, raio) =
for ponto in pontos_sinusoide(p, a, omega, fi, O,
cylinder (ponto, raio, ponto+vxyz (0, 0, altura))
end

1x, dx)

Solugio do Exercicio 6.6.5

guarda (p, a, omega, fi, 1lx, dx,
a_guarda, 1l_corrimao, a_corrimao, d_prumos) =
begin
corrimao(p + vxyz (0, 1_corrimao/-2.0, a_guarda),
a, omega, fi, 1x, d_prumos, 1_corrimao, a_corrimao)

prumos (p, a, omega, fi, 1x, d_prumos, a_guarda, l_corrimao/3.0)

end

411
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Solugdo do Exercicio 6.6.6

omega, fi,
a_guarda,

1x, dx, ly,
1_corrimao,

piso(p, a,

a_laje,
begin

laje(p, a, omega, fi, 1x, d_prumos, ly,

guarda(p + vxyz (0, 1_corrimao, a_laje),

a, omega, fi, 1lx, dx, a_guarda,

a_corrimao, d_prumos) =

a_laje)
1_corrimao,

a_corrimao,
end

Solucio do Exercicio 6.6.7

predio(p, a, omega, fi,
a_laje, a_guarda,
d_prumos, a_andar,
if n_andares == 0
nothing
else
piso(p, a, omega, fi,
a_laje, a_guarda,
predio(p + vxyz (0, 0, a_andar),
a, omega, fi, 1lx, dx, ly,
a_laje, a_guarda,
1l _corrimao, a_corrimao,
d_prumos,
a_andar,
n_andares - 1)

1x, dx, ly,
1l_corrimao, a_corrimao,
n_andares) =

1x, dx, ly,

1l_corrimao, a_corrimao, d_prumos)

end

Solugdo do Exercicio 6.6.8

predio(p, a, omega, fi,
a_laje, a_guarda,
d_prumos, a_andar,
if n_andares ==
nothing
else
piso(p, a, omega, fi,
a_laje, a_guarda, 1l_corrimao,
predio(p + vxyz (0, 0, a_andar),
a, omega, fi + dfi, 1lx,
a_laje, a_guarda,
1_corrimao,
d_prumos,
a_andar,
n_andares - 1,
dfi)

1x, dx, ly,
1l_corrimao,
n_andares,

a_corrimao,
dfi) =

1x, dx, ly,

a_corrimao, d_prumos)

dx, ly,

a_corrimao,

end

Soluc¢ido do Exercicio 6.6.9
sequéncia [0, w, /2, 7 /4].

Solucdo do Exercicio 6.6.10

1_corrimao, a_corrimao) =
omega, fi, 0, 1lx, dx)),
—a_corrimao/2.0),

corrimao(p, a, omega, fi, 1lx, dx,
sweep (spline (pontos_sinusoide (p, a,
rectangle (xy (-1_corrimao/2.0,

Solugio do Exercicio 6.6.11

parede_pontos (espessura, altura, pontos_curva) =
let curva = spline(pontos_curva),
seccao = surface_rectangle (xy (-espessura/2,
sweep (curva, seccao)
end

—altura/2),

1l_corrimao,

espessura,

SOLUCOES

d_prumos)

As imagens foram geradas com d_fi a variar ao longo da

a_corrimao))

altura)
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Solucdo do Exercicio 6.8.1

sinusoide (a, omega, fi, x) =
a*xsin(omega*x + fi)

pontos_sinusoide (p, a, omega, fi, x0, x1, dx) =
if x0 > x1

else
[p + vxy (x0, sinusoide(a, omega, fi, x0)),
pontos_sinusoide (p, a, omega, fi, x0 + dx, x1, dx)...]
end

tubo_sinusoidal (p, r, a, omega, fi, 1lx, dx) =
revolve (spline (pontos_sinusoide (p + vxy (0, -r), a, omega, fi, 0, 1lx, dx)),

P,
vx (1))

tubo_sinusoidal (xyz (0, 0, 0), 10, 1, 1, 0, 60, 0.2)

Solugdo do Exercicio 6.8.2 Para que os arcos de circunferéncia possam interligar-se sua-
vemente, é necessario que exista uma relacdo entre os raios ro, r1 e 72. E facil ver que

(re —ri)cosa+rog =12
Por outro lado, a altura A do évulo é dada por
h=ro+ (ro —ri)sina+r1

Uma vez que a funcdo nédo recebe nem o raio 72 nem o angulo «, temos de os deduzir. Para
isso, vamos resolver a primeira equagdo em ordem a ry
T0 — T'1 COS O

T2 =
1 —cosa

e vamos substituir na segunda equacao

To — T1COS¥

h=ro+( 1 —cosa

—ri)sina+ry

Simplificando, obtemos
sin «
h=ro+r+(ro—7m)——
1 —cosa

Empregando agora a igualdade trigonométrica

a 1—cosa

tan§ T sina
temos 1
h:TOJrTlJr(TO*Tl)@
ou seja,
a = 2tan ! _To—nm
h,A'TO — 71

Estamos agora em condigdes de definir a funcao pretendida:

ovo(p, r0, rl, h) =
let alfa = 2xatan2(r0-rl, h-rO-rl),

r2 = (rO-rlxcos(alfa))/(l-cos(alfa))
revolve (union (arc(p, r0, -pi/2, pi/2),
arc (p+vx (r0-r2), r2, 0, alfa),
arc (pt+vy ((r2-rl)+sin(alfa)), rl, alfa, (pi-alfa-alfa)/2)),
pl
vy ())

end
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Solugdo do Exercicio 6.8.3

perfil_barril (p, r0, rl, h, e) =
surface (line(p + vcyl(rx0, 0, 0),
1<
p + vecyl(0, 0, e),
p + veyl(r0 - e, 0, e)),
spline(p + vecyl(rO - e, 0, e),

p + veyl(rl - e, 0, h/2),
p + veyl(r0O - e, 0, h - e)),
line(p + vcyl(rO - e, 0, h - e),
p + veyl(rO - e, 0, h),
p + veyl(rO, 0, h)),

spline(p + vcyl(r0O, 0O, h),
p + veyl(rl, 0, h/2),
p + veyl(r0O, 0, 0)))

Solugdo do Exercicio 6.8.4

barril(p, r0, rl, h, e) =
revolve (perfil_barril(p, r0, rl, h, e), p)

Solucio do Exercicio 6.8.5

tabua_barril (p, r0, rl, h, e, alfa, d_alfa) =
revolve (perfil_barril(p, r0, rl, h, e),
P
vz (1),
alfa,
d_alfa)

Solugio do Exercicio 6.8.6

tabuas_barril (p, r0, rl, h, e, n, s) =
let delta_alfa = 2*pi/n
for alfa in division (0, 2xpi, n, false)
tabua_barril (p, r0, rl, h, e, alfa, delta_alfa-s)
end
end

Solugdo do Exercicio 6.9.1

for n in 5:5:25
loft ([surface (
closed_spline(
pontos_circulo_raio_aleatorio(xyz(n/5.0, 0, 0), 0.3, 0.5, n))),
surface (
closed_spline(
pontos_circulo_raio_aleatorio(xyz(n/5.0, 0, 1), 0.2, 0.4, n)))l)
end

Solucio do Exercicio 7.6.1

quarto_toro(re, ri) =
slice(slice (torus (ul(),
uod (), vx()),
u0d (), vy())

re, ri),

meio_cilindro(ri, 1) =
cylinder (u0(), ri, xyz(1/2.0, 0, 0)

quarto_elo(re, ri, 1) =
union (move (quarto_toro(re, ri), -vx()x1/2.0),
move (meio_cilindro(ri, 1), -vy(re)-vx(1/2.0)))

elo(re, ri, 1) =
union_mirror (union_mirror (quarto_elo(re, ri, 1),
uo (), vyQ),
u0d (), vx())



415

Solugao do Exercicio 7.6.2

corrente(n, re, ri, 1) =

if n == 1
elo(re, ri, 1)
else

union(elo(re, ri, 1),
rotate (move (corrente (n-1, re, ri, 1),
vx () * (1+2* (re-ri))),
pi/2,
u0 (),

vx()))
end

Solucido do Exercicio 7.6.3

elo_rodado(n, re, ri, 1) =

if n%2 ==

elo(re, ri, 1)
else

rotate(elo(re, ri, 1), pi/2, u0(), vx())
end

corrente_fechada(n, r, a, da, re, ri, 1) =

if n ==
nothing
else
move (rotate (elo_rodado (n, re, ri, 1),
a+pi/2,
u0 (),
vz ()),

veyl(r, a, 0))
corrente_fechada(n-1, r, at+da, da, re, ri, 1)
end

Solugdo do Exercicio 8.4.1

laje(p, £, x0, x1, dx, ly, 1lz) =
let pontos = pontos_funcao(p + vxy(-x0, -ly), f, x0, x1, dx),
p0 = pontos[1l],
pl = pontos[end]
extrusion (surface (spline (pontos), line(p0O, p, p + vx(xl - x0), pl)), 1lz)
end

corrimao(p, £, x0, x1, dx, ly, 1_corrimao, a_corrimao) =
sweep (spline (pontos_funcao(p + vxy(-x0, -ly), £, x0, x1, dx)),
surface_rectangle (xy (-1_corrimao/2.0, —-a_corrimao/2.0), 1l_corrimao, a_corrimao))

prumos (p, f, x0, x1, dx, ly, altura, raio) =
for ponto in pontos_funcao(p + vxy(-x0, -ly), £, x0, x1, dx)
cylinder (ponto, raio, ponto + vz (altura))
end

guarda(p, f, x0, x1, dx, ly, a_guarda, l_corrimao, a_corrimao, d_prumos) =
begin
corrimao(p + vz (a_guarda), f, x0, x1, d_prumos, ly, l_corrimao, a_corrimao)

prumos (p, f, x0, x1, d_prumos, ly, a_guarda, l_corrimao/2.0)
end

varanda (p, f, x0, x1, dx, ly, a_laje, a_guarda, l_corrimao, a_corrimao, d_prumos) =
begin
laje(p, £, x0, x1, d_prumos, ly, a_laje)

guarda(p + vxyz (0, 1_corrimao, a_laje), £, x0, x1, dx, ly, a_guarda, l_corrimao, a_corrimao,

end

d_prumos)
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Solugio do Exercicio 8.4.2

sinusoide_limitada(a, omega, fi, x) =
axmax (-0.6, min(0.6, sin(omegaxx + fi)))

serra(a, b, ¢, x) =
abs(a + bx(x - c)

varanda (xyz (0, 0, 0),
x —-> serra(0, 0.3, 3xpi, x),
0, 4xpi, 0.5,
4, 0.2, 1, 0.04, 0.02, 0.4)
varanda (xyz (8, 8, 0),
X —> oscilatorio_amortecido (-2, 0.1, 2, x),
0, 4xpi, 0.2,
4, 0.2, 1, 0.04, 0.02, 0.2)
varanda (xyz (16, 16, 0),
X —> sinusoide_limitada (1.0, 1.0, 0, x),
0, 4xpi, 0.2,
4, 0.2, 1, 0.04, 0.02, 0.4)

Solucio do Exercicio 8.4.3

roundv (v) =
vxyz (round (v.x), round(v.y), round(v.z))

caminho_de_tubos (p0, v0, 1, n) =

if n ==
nothing
else
let vl = roundv(vsph(l, random_range (0, 4)*pi/2, random_range (0, 3)+*pi/2))
if v0 == -vl
caminho_de_tubos (p0, v0, 1, n)
else
let pl = p0 + vlsrandom_range (0.2, 1.0)«*1
cylinder (p0, 0.02%1, pl)
sphere (pl, 0.04%1)
caminho_de_tubos (pl, vl, 1, n - 1)
end
end
end

end



Solugao do Exercicio 8.4.4

forma_de_tubos (p0, v0, 1, n, aceitavel) =

if n ==
nothing
else
let vl = roundc(sph(l, random_range (0, 4)xpi/2, random_range (0,
if vO0 == -vil
forma_de_tubos (p0, v0, 1, n, aceitavel)
else
let pl = p0 + vlxrandom_range (0.2, 1.0)«*1
if aceitavel (pl)
cylinder (p0O, 0.02x1, pl)
sphere (pl, 0.04x1)
forma_de_tubos (pl, vl, 1, n - 1, aceitavel)
else
forma_de_tubos (p0, v0, 1, n, aceitavel)
end
end
end
end
end

cubo_de_tubos(p, r, 1, n) =
let no_cubo(pl) =
let v =pl - p
abs(v.x) < r && abs(v.y) < r && abs(v.z) < r
end
forma_de_tubos (p, xyz(l, 0, 0), 1, n, no_cubo)
end

cilindro_de_tubos(p, r, 1, n) =
let no_cilindro(pl) =
let v =pl - p
cyl_rho(v) < r && abs(cyl_z(v)) < r
end
forma_de_tubos (p, xyz(l, 0, 0), 1, n, no_cilindro)
end

esfera_de_tubos(p, r, 1, n) =
forma_de_tubos (p, xyz(l, 0, 0), 1, n, pl -> distance(p, pl) < r)

Solugio do Exercicio 8.5.1
acumulatorio (combina, f, inicial, a, suc, b) =
if a >b
inicial
else

combina (f(a), acumulatorio(combina, f, inicial, suc(a), suc, b))

end
somatorio(f, a, b) =
acumulatorio((a, b) -> a + b, £, 0, a, 1 -> 1 + 1, b)

produtorio(f, a, b) =
acumulatorio((a, b) -> axb, £, 1, a, i -> i + 1, b)

Solugido do Exercicio 8.5.2
aproxima_pi (n) =
acumulatorio((a, b) -> a + b,

x —> 8.0/ (x*(x + 2)),
0,

1,

x
julia> aproxima_pi (2000)
3.140592653839793
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Solucao do Exercicio 8.5.3

sucessao (a, f) =
if a >= b
[1
else
la,
end

b,

sucessao (f (a

), b, £
Solucio do Exercicio 8.5.4

enumera (a, b,
sucessao (a,

i) =

b, ai -> ai +

Solugdo do Exercicio 8.8.1

) ...

i)

superficie_interpolacao (pontos) =

loft (mapeia (spline, ponto

Solucio do Exercicio 8.9.1

1lstl, 1lst2) =
== [] |l 1lst2

quantos (£,
if 1stl
0
elseif f(lstl[1],
1 + quantos (f,
else
quantos (£,
end

1st2[1]
lstl[2:e

1lstl[2:end],

Solucio do Exercicio 8.9.2

ponto_no_poligono(p, vs) =
let g = xy(reduce (max,
1 = quantos((vi, vJj)

vs,

[vs[2:end]...,

1% 2
end

Solucio do Exercicio 8.9.3

media (lista) =
reduce((a, b) -> a + b, 1
cria_edificios (pontos, poli
for poligono in poligonos

let pts = pontos_no_pol
n_pts = length (pts)
if n_pts ==
nothing

elseif n_pts

cria_edificio(poligono,

else
cria_edificio(polig
end
end
end

Solucio do Exercicio 9.4.1

espiral_arquimedes (p, alfa,
map(t -> p + vpol (alfaxt,

map (cx,

s))

[]

)

nd], 1lst2[2:end])

1st2[2:end])

vs)) + 1, p.y),
—> interseccao_segmentos (p,

vs[1]])

ista)/length(lista)
gonos) =

igono (pontos, poligono),

pts[l].z)

ono, media (mapeia(cz,

t0,
t),

tl, n) =

division(t0, tl1l, n))

pts)))

q,

vi,

Vi),

SOLUCOES
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Solugao do Exercicio 9.4.2

parede_curva (espessura, altura, curva) =

let seccao = surface_rectangle(xy (0, 0), xy(espessura, altura))
sweep (curva, seccao)
end

parede_espiral_arquimedes (espessura, altura, p, alfa, t0, tl, n) =
parede_curva (espessura,
altura,
spline (espiral_arquimedes (p, alfa, tO0, tl, n)))

parede_espiral_arquimedes (4, 10.0, xy (0, 0), 2, 0, 1l6xpi, 150)

Solucdo do Exercicio 9.4.3

cilindros_espiral_arquimedes(r, h, p, alfa, t0, tl, n) =
[cylinder (p + vpol(alfaxt, t), r, h)
for t in division(t0O, tl1, n)]

Solucdo do Exercicio 9.4.4 Para desenharmos separadamente a parte positiva e negativa
da curva, vamos parametriza-la, definindo

meia_lemniscata_gerono(a, x0, x1, n)
map_division(x -> xy(x, assqgrt(x"2 - x*4)), x0, x1, n)

Agora, é possivel definir:

grafico_lemniscata_gerono(a, x0, x1, n) =
closed_spline ([meia_lemniscata_gerono(+a, x0, x1, n)[2:end]...,
meia_lemniscata_gerono(-a, xl1, x0, n)[2:end]...])

grafico_lemniscata_gerono(1.0, -1.0, 1.0, 200)

Solucido do Exercicio 9.4.5

Solucdo do Exercicio 9.4.6

tanque_circular (p, raio, espessura, altura) =
parede_curva (espessura, altura, circle(p, raio))

tanques_circulares (p, raio, espessura, altura, a, b, n, pts) =
for t in division(-pi, pi, pts, false)
tanque_circular (superelipse(p, a, b, n, t), raio, espessura, altura)
end

Solucido do Exercicio 9.4.7

tanque_sergels (p) =
begin
tanque_superelipse(p, 0.4, 1.0, 20, 22, 2.5, 100)
tanques_circulares(p, 1.0, 0.2, 0.8, 18, 20, 2.5, 32)
tanques_circulares(p, 1.0, 0.2, 0.8, 15, 17, 2.5, 32)
end

Solucido do Exercicio 9.4.8

tanque_sergels (p) =
begin
tanque_superelipse(p, 0.4, 1.0, 22, 22, 2, 100)
tanques_circulares(p, 1.0, 0.2, 0.8, 20, 20, 2, 32)
tanques_circulares(p, 1.0, O. 0.8, 17, 17, 2, 32)
end

NN
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Solugdo do Exercicio 9.4.9

tanque_sergels (p) =
begin

tanque_superelipse(p, 0.4, 1.0, 20, 22, 1.3, 100)

tanques_circulares(p, 1.0, 0.2, 0.8, 18, 20, 1.3, 20)
tanques_circulares(p, 0.8, 0.2, 0.8, 15, 17, 1.3, 20)
tanques_circulares(p, 0.6, 0.2, 0.8, 12, 14, 1.3, 20)
tanques_circulares(p, 0.4, 0.2, 0.8, 10, 12, 1.3, 20)

end

Solucio do Exercicio 9.4.10

tanque_superelipse (p, espessura, altura, a, b, n, pts) =
for s in division(-pi, pi, 4, false)
parede_curva (espessura,
altura,
spline ([superelipse(p, a, b, n, t)
for t in division(s, s + pi/2, pts/4, true)l))
end

tanque_sergels (p) =
begin
tanque_superelipse (p,
tanques_circulares (p,
tanques_circulares (p,
end

0, 22, 22, 0.7, 100)
.2, 0.8, 17, 17, 0.7, 8)
2, 0.8, 12, 12, 0.7, 12)

)
o O
~
o o

Solucio do Exercicio 9.6.1

map_division_adapt (£, t0, tl, dt, epsilon) =
let p0O = £(t0),

pl = £(t1),
tm = (t0 + tl1)/2.0,
pm = f (tm)

if t1 - t0 < dt && aproximadamente_colineares (p0, pm, pl, epsilon)
[P0, pm, pl]

else
[map_division_adapt (£, t0, tm, dt, epsilon)...,
map_division_adapt (£, tm, tl, dt, epsilon)[2:end]...]

end

end

Solucio do Exercicio 9.6.2

map_division_adapt (£, t0O, tl, dt, epsilon) =
let loop(t0O, tl1, pO, pl, d01l, pts) =
let tm = (t0 + tl1)/2.0,
pm = f(tm),
dOm distance (p0, pm),
dml = distance (pm, pl)
if t1 - t0 < dt && area_triangulo(dOm, dml, dO0l) < epsilon
[pm, pts...]
else
loop(t0, tm, pO, pm, dOm, [pm, loop(tm, tl, pm, pl, dml, pts)...])
end
end
endp0 = £ (t0)
pl = £(t1)
[p0, loop(t0, tl, pO, pl, distance(p0, pl), [pl]l)...]
end



Solugao do Exercicio 9.8.1
rede_moebius (v, n, mn, m, mm) =
begin
for mi in v/m/4:v/m:v + v/m/2
surface_grid(faixa_moebius (0, 4xpi, mn, mi, mi + v/m/2, mm))
end
for mi in v/m/4 + v/m/2:v/m:v
for ni in 0:4xpi/n:4*pi
surface_grid(faixa_moebius(ni, ni + 2%pi/n, mn/n/2, mi, mi + v/m/2,
end
end
end

rede_moebius (0.4, 80, 160, 5, 4)

Solugio do Exercicio 9.8.2

surface_grid(
map_division((u, v) -> xyz(u, v, sin(uxv)),
-pi, pi, 200,
-pi, pi, 200))

Solucido do Exercicio 9.8.3

Solucdo do Exercicio 9.8.4

breather (p, a, u0, ul, m, v0, vl, n) =
let r =1 - a2,

w = sqgrt (r)
f(u, v) =
let sinv = sin(v),
cosv = cos(v),
sinwv = sin (w*v),
COSWV = CcOs (wxV),
sinhau = sinh(axu),
coshau = cosh(axu),
d = ax* ((wxcoshau) "2 + (a*sinwv)"2)
p+vxyz (-u + 2xrxcoshauxsinhau/d,
2xw+xcoshaux (- (wxcosvxcoswv) — sinvxsinwv)/d,
2+«wxcoshaux (- (wxsinvxcoswv) + cosvxsinwv) /d)
end
map_division(f, u0, ul, m, v0, vl, n)

end

Solug¢ao do Exercicio 9.8.5
elipsoide(a, b, ¢, n) =
surface_grid(
map_division((fi, psi) -> xyz(axsin(psi)=*cos(fi),
bxsin(psi) *sin (fi),
c+cos (psi)),
0, 2xpi, n,
0, pi, n))

Solugido do Exercicio 9.9.1

prisma_poligonal (pts, dx) =
loft_ruled([surface_polygon(pts), surface_polygon (map(pt -> pt + vx(dx),

Solucdo do Exercicio 9.9.2

cobertura_ysios (pts0O, ptsl, pts2, pts3) =
if length(pts0) == 1
[1
else
[prisma_poligonal ([ptsO0[1l], pts2[1l], pts3[1l], ptsl[1l]],
ptsO0[2].x - ptsO[1].x),

cobertura_ysios (pts0[2:end], ptsl[2:end], pts2[2:end], pts3[2:end])...]

end
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Solucao do Exercicio 9.9.3

curva_ysios(p, a, b, ¢, d) =
let f(t) =
if -pi/2 <= t <= pi/2
p + vxyz(t, cxcos(t), dxcos(t))

else
p + vxyz(t, axcos(t), bxcos(t))
end
map_division(f, -7xpi, 7xpi, 100)

end

Solucio do Exercicio 9.9.4

surface_grid(
map_division (
(x, z) -> xyz(ldxpi/100/2, -17, 0.2) +
vxyz (x,
-pi/2 <= x <= pi/2 ?
(z + 3)*-0.8%cos (x)
-cos (x),
-pi/2 <= x <= pi/2 ?
zx (1 + 0.4%xcos (x))
zx(1 + 0.2*cos(x))),
-7+pi, 7xpi, 100,
0, 5, 10))

cobertura_ysios (
curva_ysios (xyz (0 0, 1.0, -4.0, 1.0)
curva_ysios(xyz (0, -20, 5.7), .0, 1.0, -6.0, 2.8)
curva_ysios (xyz (0, 20, 5.0), 0.0, -1.0, 0.0, -1.0)
curva_ysios (xyz (0 0.0, -1.0, 0.0, -1.0)

’

)

Solugido do Exercicio 9.9.5 O toro é definido parametricamente por:

x = cosv(rg + 71 cosu)
y = sinv(ro + r1 cosu)
zZ =rysinu

0<u<2m 0<v <27
A defini¢do da fungéo fica entéo:

toro(p, r0, rl, m, n) =
surface_grid(
map_division((fi, psi) -> p+vpol(r0, fi)+vsph(rl, fi, psi),
0, 2pi, m, false,
0, 2pi, n, false),
true,
true)

toro(u0O(), 10, 2, 50, 20)

Solucio do Exercicio 9.9.6

toro_esferas(p, r0, rl, m, n) =
for u in division (0, 2xpi, m)
for v in division (0, 2xpi, n)
sphere(p + vcyl (r0 + rlxcos(v), u, rlssin(v)), 0.1
end
end



Solucido do Exercicio 9.9.7

maca (p) =
surface_grid(
map_division((u,v) —-> p+vxyz(cos(u)«* (4+3.8%cos(v)),
sin(u) » (4+3.8xcos (V) ),
(cos (v)+sin(v)-1) % (1l+sin(v))*log (l-pi*v/10)
0, 2pi, 50,
-pi, pi, 50))

Solucdo do Exercicio 9.9.8

rosa(xl, phi) =
let phi = pi/2*exp (- (phi/8/pi)),
x =1 - 1/2%(5/4% (1 - divmod(3.6*phi, 2*pi)([2]/pi) ~ 2 - 1/4) *~ 2,
yl = 1.9565284531299512xx172%(1.2768869870150188%x1 — 1)"2%sin(phi),
r = x*x (xlxsin(phi) + ylxcos(phi)
xyz (rxsin(phi), r*cos(phi), =xx(xlxcos(phi) - ylxsin(phi)))
end

surface_grid(map_division(rosa, le-06, 1, 100, -2xpi, 15xpi, 1000)

Solugido do Exercicio 9.11.1

cruz_esfera_quad(p0, pl, p2, p3) =
let r = min(distance (p0, pl), distance(p0, p3))/15,
p = centro_gquadrangulo (p0, pl, p2, p3)
cylinder (p, r, p0)

cylinder(p, r, pl)
cylinder(p, r, p2)
cylinder(p, r, p3)
sphere (p, 3xr)

end

cubo_quad(p0, pl, p2, p3) =
let p = centro_quadrangulo (p0, pl, p2, p3),
r = min(distance (p0, pl), distance(p0, p3))
box (p + vxyz(-(x/2), -(x/2), -(x/2)), ©r, r, )
end

cone_quad (p0, pl, p2, p3) =
let p = centro_quadrangulo (p0O, pl, p2, p3),
n = normal_guadrangulo (p0, pl, p2, p3),
d = min(distance(p0, pl), distance (p0, p3))
cone (p, d/2, p + nxd)
end

calota_quad(p0, pl, p2, p3) =
let d = min(distance(p0, pl), distance(p0, p3)),
h d/4.0,
p = centro_quadrangulo (p0, pl, p2, p3),
n = normal_quadrangulo (p0, pl, p2, p3)
calota_esferica(p, p + nxh, d)
end

cylinder_base_quad (p0, pl, p2, p3) =
let d = 0.7+min(distance(p0, pl), distance(p0, p3)),
p = centro_quadrangulo (p0, pl, p2, p3)
cylinder(p + vz (0.3), d/2, p + vz(-0.3 - p.z)
end

paralelipipedo_quad(p0, pl, p2, p3) =
let d = min(distance (p0, pl), distance (p0, p3)),
h = random_range (d/10.0, 2xd)
box (loc_from_o_vx_vy (p0, pl - p0, p3 - p0), d, d, h)
end

423
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Solu¢io do Exercicio 9.11.2

trama_tecido_quad(p0, pl, p2, p3) =
let n02 = p2 - pO,
nl3 = p3 - pl,
c = centro_quadrangulo (p0, pl, p2, p3),
n = normal_quadrangulo (p0, pl, p2, p3),
r = min(distance (p0, pl), distance(p0, p3))/3.0
loft (map (surface,
[circulo_normal (p0, n02, r),
circulo_normal (c + nxr, n02, r),
circulo_normal (p2, n02, r)]))
loft (map (surface,
[circulo_normal (pl, nl3, r),
circulo_normal (¢ + nx-r, nl3, r),
circulo_normal (p3, nl3, r)l))
end

itera_qguadrangulos (trama_tecido_quad, malha_teste ()

Solugio do Exercicio 9.11.3

oscila_curvas (ptss, r) =
[oscila_faixa(ptss[l], ptss[2], 1),
(length(ptss) == 2 ?
[]

oscila_curvas (ptss[2:end], -r))...]

oscila_faixa(pts0, ptsl, r) =

[oscila_centro(ptsO[1l], ptsl[l], ptsl[2], ptsO[2], r),
(length(pts0) == 2 2
[1:
oscila_faixa(ptsO[2:end], ptsl[2:end], -r))...]

oscila_centro(p0O, pl, p2, p3, r) =
centro_quadrangulo (p0, pl, p2, p3) + normal_gquadrangulo(p0, pl, p2, p3)*r

tecido (malha) =
let p0 = malha[1][1],
pl = malha[2][1],
p2 = malhal2]([2],
p3 = malha[l][2:end][1],
d = min(distance (p0, pl), distance(p0, p3)),

r = d/6.0
map (curva -> sweep (spline (curva),
surface (circle (xyz (0, 0, 0), r))),
[oscila_curvas (malha, r)...,

oscila_curvas (matriz_transposta(malha), r)...])
end

Solugdo do Exercicio 9.11.4 O “defeito” é a falta de uma fileira de barras na parte de baixo
da trelica. A explicacdo estd no facto de a trelica ser, na realidade, uma fita comprida em
que extremidades estdo coincidentes. A falta da fileira de barras é, na verdade, o inicio e
fim da fita.
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Solugdo do Exercicio 9.11.5

pontos_ourico(p, r, a, h, £, n) =
map_division(
(fi, psi) -> p+vsph((r+axsin(fxfi)~*sin(psi))* (h+sin(psi)),
fi,
psi),
0, 2xpi, n,
0, 0.7«pi, n/2)

agulha_quad(p0, pl, p2, p3) =
let p = centro_qguadrangulo (p0, pl, p2, p3),
n = normal_guadrangulo (p0, pl, p2, p3)
cone(p, 0.2, p + nx-5)
end

ourico(p, r, a, h, £, n, n_agulhas) =
begin
surface_grid(pontos_ourico(p, r, a, h, f, n))
with (current_layer, create_layer ("Black")) do
itera_qguadrangulos (agulha_quad, pontos_ourico(p, r, a, h, f, n_agulhas)
end
end
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*, 11
<,21
<=,21,383
-, 383

>,21,157,383
>=,21

~,17,20, 289

abaco, 78
abobada_trelicas, 182
abs, 17,20

acosh, 28

acumulatorio, 288
aleatorio, 133-136
all_shapes, 295
ampulheta, 63
aproximadamente_colineares, 330
arcadas_folio, 248
arco_espiral, 120
arco_falso, 98
area_triangulo, 15, 26,27
arvore, 123,126, 138, 140
asinh, 28

atan, 17

atanh, 28

bacia, 196

backend, 41

banheira, 197

barra_trelica, 174,175
barras_trelica, 174,178,179, 183
barril, 249
bisseccao_aleatoria_poligono, 166
bisseccao_poligono, 166
blocos_conexos, 142

box, 60

breather, 346

calota_esferica, 220
caminhada_aleatoria, 141
caminho_de_tubos, 285, 286
cara_ou_coroa, 142

ceil, 17

cilindro_de_tubos, 286
cilindros_aleatorios, 141
cilindros_esfera, 142
cilindros_espiral_arquimedes, 312
circle, 41,198,296
circle_center, 295,296
circle_radius, 295
circulo_e_raio, 48
circulo_interior_folio, 201,203,204
circulo_guadrado, 48
circulos, 100
circulos_radiais, 99,390
closed_line, 167
closed_spline, 167
cobertura_arcos_romanos, 215
cobertura_ysios, 357

coluna, 51,55,78
colunas_doricas, 105
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colunas_doricas_entre, 105
colunas_tholos, 110
composicao, 290

cone, 60

cone_frustum, 63
coordenadas_trelica_aleatoria, 188
coordenadas_trelica_horizontal, 188
coordenadas_x, 177
copy_shape, 255

corda, 345

corrimao, 228

cos, 17

cosh, 28

cross, 218,363

cruzeta, 62

cubo, 89

cubo_de_tubos, 286
cupula_revolucao, 242
curva_ysios, 357, 358

cx, 33

cy, 33

cz,33

distancia, 32

divide_poligono, 165
divisao_aleatoria_poligono, 166
division, 310, 311

dobro, 14

dot, 218

elementos_aleatorios, 156
elimina, 158

eliminal, 158

elipsoide, 351
empty_shape, 202, 206

end, 26, 27

enumera, 157, 158, 288, 306, 308, 309
enumera_n, 310
equilibrio_circulos, 98
escada, 75, 94, 95
escada_de_mao, 183
escada_progressao_geometrica, 102
escada_rampa, 102

escadas, 75
esfera_de_tubos, 286
esferas_na_esfera, 151
espiral, 115,116
espiral_arquimedes, 311
esponja_menger, 215

exp, 17

extrusion, 222,233

£1,280

£2,280

factorial, 92,133
false, 20

filter, 292,293
filtra, 292

floor, 17

flor, 100, 390

folha, 140
folhas_folio, 201,202
forma_de_tubos, 286
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girassol, 313

gomo_esfera, 217
grafico_lemniscata_gerono, 318
graus, 15

guarda, 229

identidade, 287
intersection, 193,194
inverte, 156

iota, 158

is_circle, 295
is_closed_spline, 295
is_line, 295

is_point, 295,302
is_polygon, 295
is_solid, 295
is_spline, 295
is_surface, 295
itera_quadrangulos, 365, 366, 368, 369

laje, 227

length, 11,156

let, 26,27
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