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Resumo

Neste trabalho, propde-se uma metodologia para construir metamodelos nédo lineares
de regressdo no contexto da simula¢do de acontecimentos discretos. Esta metodologia
inclui um procedimento detalhado para obten¢do de resultados para metamodelagao,
seleccdo do tipo de metamodelo, estimagdo (estimacdo de parametros, construcdo de
regides de confianga e testes de hipoteses) e validagdo de metamodelos. Tanto na parte
da estimacdo, como na da validagdo, sdo propostas técnicas estatisticas da analise de
regressdo (algumas das quais tiveram de ser adaptadas ao caso dos metamodelos ndo
lineares). O uso desta metodologia conduz, geralmente, a fungdes néo lineares simples
que aproximam adequadamente o comportamento de certos sistemas, que os modelos
de regressdo polinomial ndo conseguem aproximar convenientemente. Isto é confir-
mado através de dois exemplos: um centro de inspeccdo e reparagao de automéveis e

um modelo de filas de espera M/M/1.

Para melhorar a eficiéncia do processo de estimagdo, reduzindo a varidncia dos pa-
rametros estimados, utiliza-se a técnica das varidveis de controlo. Nesta perspectiva,
apresentam-se procedimentos para estimagdo em que algumas das varidveis indepen-
dentes do metamodelo sdo varidveis de controlo. Assumindo a normalidade conjunta
da resposta e das varidveis de controlo, obtém-se regides de confianca e testes de hi-
poteses. Também se apresentam medidas para avaliar a eficiéncia obtida ao utilizar

variaveis de controlo.
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Abstract

This thesis proposes a methodology for building nonlinear regression metamodels in
discrete event simulation experiments. This methodology includes detailed procedures
for analyzing the simulation model output, selecting the metamodel type and estima-
ting and validating the nonlinear simulation metamodel. The procedures for estimating
metamodel parameters, building confidence regions, testing hypotheses and validating
the estimated metamodel use statistical techniques from regression analysis, some of
which had to be adapted to the nonlinear metamodel case. The proposed methodo-
logy produces, in general, simple nonlinear functions that adequately approximate the
behaviour of systems for which polynomial regression models are inadequate. This is
emphasized through two illustrative examples: an automobile inspection and repair

centre and an M/M/1 queueing model.

In order to improve the efficiency of the estimation process, control variables are used to
reduce the variance of the estimated parameters, taking advantage of readily available
concomitant output variables. Under the assumption of joint normality of the response
and the controls, confidence regions and hypotheses tests are obtained. A set of measu-

res to quantify the efficiency achievable by the use of control variates is also included.
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Notacao
Nesta dissertagdo, iremos ter de lidar com escalares, vectores e matrizes aleatorios e deter-

ministicos, assim como com os seus valores observados que sdo aleatérios. Além disso,

também iremos ter estimadores de pardmetros. A notagdo que iremos utilizar é a seguinte:

o Os escalares serdo denotados com letras mintsculas (latinas ou gregas). Uma excepgdo
a esta regra é o caso das varidveis aleatérias, que serdo sempre identificadas com letras

latinas maitisculas, quer sejam escalares, vectores ou matrizes.
e Os vectores serdo representados por letras mintsculas a negrito.
o As matrizes serdo identificadas por letras maitsculas a negrito.

o As varidveis aleatorias serdo sempre denotadas com letras latinas maitsculas. Os vecto-
res e matrizes aleatorios irdo estar a negrito. Iremos distinguir entre valores de vectores

e matrizes aleatérios por mengdo ou contexto.

e A distingdo entre os valores observados das varidveis aleatérias e as proprias varidveis

aleatérias irdo ser por contexto ou mencao explicita.

e Os parametros nos modelos serdo, geralmente, representados por letras gregas minus-
culas, mintisculas a negrito e maitisculas a negrito consoante sejam respectivamente

escalares, vectores ou matrizes.

e Os estimadores de cada um dos parametros serdo denotados pelas letras gregas corres-

pondentes escoradas superiormente por um acento circunflexo, ou um til, ou um ponto.

e Ao longo de toda a dissertacdo utilizam-se os seguintes simbolos tal como descrito na

tabela abaixo:

simbolo | significado

n nimero de pontos experimentais

-

numero de réplicas em cada ponto experimental

N namero total de execugdes do programa de simulagdo (N =n x r)
m nuimero de parametros desconhecidos do metamodelo (dimensao de )
q ndamero de varidveis de controlo

d numero de varidveis de decisao




e As distribuigdes de probabilidade irdo ser representadas pelos simbolos usuais (x?, N,
F, W, etc.). Se X e Y sdo varidveis aleatérias, entdo os simbolos E[X], Var[X| e Cov[X]
representam o valor esperado, a varidncia e a covaridncia, respectivamente. Se X e Y
forem vectores aleatdrios, entdo tem-se analogamente £[X] para o valor esperado do
vector X, D[X] para a matriz de dispersdo, ou de varidncia-covariancia, de X e C[X, Y]
para a covaridncia entre os dois vectores X e Y. A covaridncia entre uma varidvel alea-

téria X e um vector Y representa-se por C[X, Y].

¢ A notagdo para entidades relacionadas com uma matriz A é definida como se segue:
A;; — elemento da matriz que ocupa a i-ésima linha e a j-ésima coluna;

A, —i-ésima linha de A;

A ; —j-ésima coluna de A.

Sejam A e B matrizes n xr e r x| respectivamente, e seja AB o seu produto. Entdo [AB];;

representa o elemento da matriz AB que ocupa a i-ésima linha e a j-ésima coluna.

A transposta de uma matriz A é representada por AT e os seus elementos sdo dados por
Ag;- = Aj;. Se a matriz A for quadrada, entdo o seu deferminante representa-se por |A| e

se A é ndo singular |A| # 0. A sua matriz inversa designa-se por A~'. Uma matriz r x r

com elementos na diagonal principal d;, ¢ = 1,...,r, e com os outros elementos nulos,
representa-se por A = diag[dy,...,d,]; quandod; = 1,7 =1,...,r, entdo temos a matriz
identidade I,.

o O produto de Kronecker a direita da matriz A, n x r, pela matriz B, m x q, define-se por

AHB ce Aer
A®B= : : : (1)
AuB ... A,B

e Suponha-se f(X;,,0) uma fun¢do com valores reais e com argumento m-dimensional

0. O vector gradiente de f(X;, ) é denotado por

0 9 g
£(6) = (a—;pl(xz-.ﬁ),..-,%(xi.,m)



e é um vector m X 1. O elemento

of

é a derivada parcial de f(X;,0) em relacdo ao j-ésimo pardmetro do vector 6

(j =1,...,m). Osimbolo T na defini¢ao de f;(0) significa transposto.

Seja £(0) o vector n x 1

£(0) = (f(X1,0), ..., f(X..,0))" .

A matriz Jacobiana de f no ponto 8 denota-se por

9(X,,0) 2L(X,,0) ... 2(X,,0)
0 P P

po)— | 750 w(%0) o 55 (X, 0)
| (X0, 0) (X 0) .. (X, 0) |

Nesta notagdo podemos escrever

F(0) = (7(6),...,£7(8))" .

A matriz que se obtém ao eliminar o vector f;(0) a matriz Jacobiana F(8) denota-se por
F(_i)(0). Representa-se por f(_;(8) o vector que se obtém quando se elimina a compo-
nente f(X;, @) ao vector f(@). De uma forma geral denota-se por x(_;, 0 vector que se

obtém ao eliminar a componente z; ao vector x = (1, ..., Zn).






Lista de Figuras

2.1

3.1

3.2

3.3

34

3.5

3.6

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

Conceito de varidvel de controlo. . . . . . . . . . . . ... ... 51
Metamodelo, modelo de simulac¢do e problemareal. . . . .. ... ... .. 61
Modelo de Simulagdo. . . . . . . . . .. ... 62
Processo de metamodelacgdo. . . . . . . ... ... Lo oo 64

Célculo da sequéncia de médias méveis com w = 2 e baseado em r réplicas. 67
Médias moveis para varios valores da janela de Welch: w = 10, 30, 50, 100. 68

Algumas relagdes funcionais ndo lineares. . . . . .. ... ... ....... 71

Centro de inspecgdo e reparagdo de automéveis. . . . ... ... ... ... 137

Modelo na linguagem SLAM | | (centro de inspeccdo e reparagdo de au-

tomoveis). . . ... 138

Para p = 10, média mével com janela de Welch w = 50 baseada em 20

réplicas, onde cada réplica contém 2000 observagdes. . . . . ... ... .. 139
Resultados da simulagao do centro de inspecgdo e reparacdo de automéveis. 140

Amostras da resposta em papel de probabilidade normal: quantil nor-
mal ®~'[(j — 0.5)/r] versus a j-ésima estatistica de ordem Yj(;) da resposta

(pontos experimentais 2,6,10e14). . . . . ... ... ... o L. 143
Graficos dos residuos ponderados (metamodelo ' MMF’). . . . ... .. .. 144

Xvii



6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

Papel de probabilidade normal (metamodelo "MMF’): ®~![(j —0.5) /r] ver-

sus 0 j-ésimo residuo ponderado ordenado. . . . . . ... ... ... 144
Resultados da simula¢do do sistema M/M/1. . . . ... ... ... ... .. 147
Mondmiocom @y =25el, =5. . . . . ... 148
Hipérbolecom 6, =1lefy=—1.. . . . ... .. .. ... . ... ....... 148

Papel de probabilidade normal (hipérbole): ®*[(j—0.5)/r] versus o j-ésimo

residuo ponderado ordenado. . . . . ... ... Lo Lo oL 152
Graéficos dos residuos ponderados (hipérbole). . . . . ... ... ... ... 152
Curvasexponenciais. . . . . .. ... .. ... ... o 169
Curvas com poténcia de  desconhecida. . . . . ... ... ... ...... 170
Curvascomz comopoténcia. . . . ... ... ... L 170
Curvas com fungdes trignométricas. . . . . ... ... ... ... ... ... 171
Algumas fungdes racionais. . . . ... ... 172
Curvas de crescimento de Sigméide. . . . . ... ... ... L 173
Curvas de crescimento de Sigmoéide (continuag¢do). . . . . . ... ... ... 174
Curvas de densidade de produgdo . . . .. ... .... ... . ... .... 175

Funcdo logaritmica e algumas curvas combinadas. . . . . . ... ... ... 175



Lista de Tabelas

3.1 Disposigdo dos resultados para estimagdo de metamodelos. . . . ... .. 69
5.1 Disposigdo dos resultados para estimacdo de metamodelos, com varia-
veisdecontrolo. . . . . ... .. L o 115
6.1 Deteccaodoviésinicial. . . ... ... ... ... L 140
6.2 Curvas ndo lineares candidatas. . . . . . . ... ... ... ... ... .. 141
6.3 Diagnosticos do metamodelo (centro de inspecgdo e reparacdo de auto-
MOVEIS). « o o v v e e e e e e e e e e e e 142
6.4 TestedeRao.. ... ... .. ... . ... . ... ... . 0 . 144
6.5 Teste de validagdo cruzada dupla, para o metamodelo ' MMF'. . . . .. .. 145
6.6 Intervalos de confianga de 95% para os parametros do metamodelo ' MMF
(centro de inspeccdo e reparacdo de automéveis). . . . ... 145
6.7 Deteccaodoviésinicial. . . ... ... ... ... 146
6.8 Curvascandidatas. . . ... .. .. ... ... ... . .. o L. 147
6.9 Resultadosdaestimacdo. . . .. .. ... ... ... ... 150
6.10 Diagnésticos do metamodelo (sistema M/M/1). . .. ... .. .. .. ... 150
6.11 Um método de validagdo cruzada. . . . .. .. ... ... ... .. ..... 151
6.12 Teste de falta de ajustamento (sistema M/M/1).. . . . ... ... ... ... 151

XiX



6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

Al

Teste de validagdo cruzada dupla, para o metamodelo hiperbdlico. . . . . 152

Solucdo analitica versus metamodelo hiperbdlico. . . . . . ... .. ... .. 153
Intervalos de confianga de 95% para os parametros (sistema M /M/1). . . . 154
Coeficientes de regressdo estimados (sistema M/M/1). . . ... ... ... 155

Teste de falta de ajustamento (sistema M /M /1, com varidveis de controlo). 156
Teste de validacdo cruzada dupla, para o metamodelo controlado. . . . . . 156
Solucéo analitica e metamodelo controlado: uma comparagédo. . . . . . . . 157

Intervalos de confianca de 95% para os pardmetros do metamodelo hi-

perbdlico (sistema M /M /1, com varidveis de controlo). . . ... ... ... 158

Estimativas das razdes entre variancias e do factor deperda. . . . . . . .. 159

Catdlogodecurvas. . . . .. ... ... .. L o 168



Capitulo 1

Introducao

Os modelos de simulagdo digital sdo frequentemente utilizados para tomar decisdes
sobre modificagdes a fazer no desenho de sistemas reais. Eles sdo utilizados como subs-
titutos do sistema real porque, ou é impraticavel construir multiplas versdes protétipo
do sistema real, ou tém custos elevados, ou tém outras limitagdes proibitivas de expe-
rimentacdo com o sistema real. Contudo, um modelo de simula¢do, embora seja mais
simples que o sistema real, pode ser bastante complicado e, por conseguinte, ¢ comum
construirem-se modelos ainda mais simples para os aproximar — metamodelos de si-
mulacdo. A forma simples de um metamodelo pode revelar as caracteristicas gerais
importantes do comportamento do modelo de simulagdo. Foi Kleijnen [60] quem come-
cou, em 1987, a utilizar o termo ‘'metamodelo” mas os metamodelos tém sido utilizados
em simulagdo ao longo dos ultimos trinta anos. Actualmente continua a existir um
grande interesse em investigagdo nesta drea (ver, por exemplo, [19], [8] e [65]). A expe-
rimenta¢do com o programa de simula¢do permite estimar e validar um metamodelo de
simulagdo para que ele possa ser utilizado com fiabilidade. Contudo, simulagdo directa
de um sistema complexo pode ser caro, exigindo comprimentos grandes das simula-
¢Oes para obter precisdes aceitdveis nos estimadores dos parametros desconhecidos do
metamodelo. Um meio de melhorar a precisdo desses estimadores é utilizar técnicas de

reducdo de variancia (ver [110], [27] e [102]).



1.1 Enquadramento em simulacao

Um dos pioneiros dos conceitos da simulacédo foi John Von Neumann. Nos anos 1940’s
ele concebeu a ideia de executar multiplas repeticdes de um modelo, reunir resultados
estatisticos e concluir sobre o comportamento do sistema real, baseado nesse modelo.
Mais tarde isto veio a ser conhecido como método de Monte Carlo devido a utilizacao
de varidveis geradas aleatoriamente para representar comportamentos que ndo podem
ser modelados exactamente, mas podem ser caracterizados estatisticamente. Von Neu-
mann utilizou este método para estudar as acgdes aleatérias dos neutrdes e a eficicia
dos bombardeamentos de aeronaves. Ndo passou muito tempo e foram encontradas
aplicagoes civis deste método na representacao de fabricas com o objectivo de determi-

nar a produtividade potencial méxima.

Actualmente a palavra simulagdo é utilizada com uma vasta gama de significados, que
vao desde imitagdo ou fingimento até resolucdo de equacdes diferencias. Nesta dissertacao,
entende-se simulagdo como sendo a construgdo de um modelo matemdtico e l6gico de um
sistema e sua experimentagio num computador digital [96]. Mais precisamente, vai-se tratar
de simula¢des com acontecimentos discretos, porque todos os modelos de simulagdo
considerados serdo discretos (o estado do sistema muda apenas num conjunto finito, ou
numerdvel, de instantes no tempo, denominados acontecimentos discretos), dinamicos
(vai ser estudada a sua evolugdo no tempo) e de natureza estocéstica (de um modo geral,

eles contém uma ou mais variaveis aleatoérias).

A simulagdo tem tido uma crescente aceitacdo e utilizacdo em investigagdo operacio-
nal, bem como em muitos outros ramos da ciéncia, devido a algumas razdes que sao

discriminadas em seguida.

1. A maior parte dos problemas reais sio muito complicados nao sendo possivel trata-

-los através da utilizacdo de métodos analiticos, ou mesmo de métodos numéricos.

2. Os computadores sdo cada vez mais rapidos, tém cada vez mais memoria e existem
pacotes de programas com mais e melhores realiza¢cdes de métodos numéricos. Isto

torna possivel levar a cabo estudos de alguns sistemas em larga escala, que ha algum



tempo atrds ndo seriam possiveis. No caso de estudos que ja se faziam hd alguns anos,
torna-se possivel obter resultados mais precisos e mais rapidamente do que anterior-

mente.

3. O desenvolvimento de diversas linguagens de simulacdo tem ajudado o trabalho dos

utilizadores na construgdo dos modelos de simulagao e sua experimentagéo.

Realizar execug¢des do programa de simulacdo para um grande nimero de combinagdes
de varidveis de entrada pode ser, contudo, muito caro e a interpretagdo da quantidade
de resultados produzidos ser muito dificil. Uma forma de ultrapassar este inconveni-
ente é, sempre que possivel, construir uma relacdo matematica simples que relaciona os
dados e os resultados do modelo de simulacao, isto ¢, um modelo do modelo de simu-
lagdo, ou metamodelo [9]. Existem diversas razdes, que em seguida sdo descritas, para
que o interesse na drea de metamodelos de simulac¢do se tenha mantido ao longo dos

ultimos trinta anos.

Evidenciar. Os metamodelos podem expor, mais claramente que o modelo de simulacao,
a natureza fundamental das relac¢des entre os dados e resultados do sistema. A sua
forma simples pode evidenciar as caracteristicas gerais do comportamento do modelo

de simulacgao.

Verificar e validar. A esséncia fornecida por um modelo mais simples (metamodelo) pode
ser utilizada para verificacdo e validagdo do modelo mais complexo que lhe deu origem

(modelo de simulagao).

Identificar. Os metamodelos podem ser utilizados para identificar os parametros do

sistema que mais afectam o seu desempenho.

Experimentar. Podem ser muito tteis para responder a questdes do tipo ‘o que acontece
se?” porque utilizam menos recursos computacionais que os modelos de simulagdo di-
gital, que em geral se traduzem por custos elevados e grandes demoras na sua execugao.
Este tipo de estudo experimental é particularmente importante quando a resposta com

interesse é uma quantidade aleatdria e o objectivo é optimizar o desenho do sistema.



Compor. Insercdo do metamodelo noutro modelo é também uma vantagem importante
quando o modelo original é apenas uma componente de um modelo de um sistema
mais complexo. Nesta situagdo, o modelo do sistema pode ser impraticavelmente lento

e/ou grande se ndo se utilizarem metamodelos para algumas ou todas as componentes.

Inverter. Um metamodelo permite responder a questdes ‘inversas’ que seriam de difi-
cil resposta sem o seu auxilio. Responder a problemas inversos sem o auxilio de um
metamodelo exige tempo de computacdo excessivo, porque é necessdrio fazer diversas

tentativas e cada tentativa corresponde a uma execuc¢do do programa de simulagao.

E crucial para todo o tipo de vantagem referida anteriormente, a estimagao precisa dos
parametros desconhecidos do metamodelo. Existem dois grandes desafios na area de
melhorar a precisdo da estimacdo de metamodelos: deteccdo do viés inicial e técnicas

de redugdo de variancia.

(i) Deteccdo do viés inicial. Um modelo de simulagdo digital estocastico necessita da
especificagdo completa das condigdes iniciais, em cada execu¢do do programa. Estas
condigdes iniciais podem ser escolhidas aleatoriamente de acordo com a probabilidade
conjunta da sua ocorréncia. Contudo, isso é tipicamente impossivel ou impraticével.
Em geral, as condi¢des iniciais representam estados extremamente raros. Como con-
sequéncia, apds comegar a execucdo do programa, o processo encontra-se numa fase
ndo estaciondria. Se o processo for estdvel, ele vai evoluindo até atingir o estado esta-
ciondrio (equilibrio estatistico). E de extrema importancia a recolha de resultados fora
do estado transiente inicial, para que eles possam caracterizar o estado de equilibrio
(ver as péginas 138 e 146). Mais precisamente, é necessdrio deitar fora as observagdes
correspondentes a esse estado transiente antes da andlise estatistica, para que se possa
tirar conclusdes fidveis em relagdo ao sistema no seu estado de equilibrio. O ignorar
deste periodo inicial pode resultar na obtencdo de enviesamento significativo nos resul-
tados. Por outro lado, ndo ter em conta parte dos resultados faz com que a variancia
dos estimadores aumente. Tém sido desenvolvidos muitos trabalhos nesta area, tanto
em relagdo a escolha de condig¢des iniciais, como em relagcdo a deteccdo do estado esta-

ciondrio (ver, por exemplo, [38], [76], [120] [126] e [82]).



(i7) Técnicas de redugdo de varidncia. Os modelos de simulagdo digital sdo frequen-
temente utilizados para estimar metamodelos. Neste caso, quando é elaborada a ex-
periéncia de simulacdo, o objectivo final é determinar os estimadores dos parametros
desconhecidos do metamodelo. Estas medidas sdo varidveis aleatérias e, por conse-
guinte, possuem variancias que necessitam de ser estimadas, com o objectivo de cons-
truir intervalos de confianga, em torno dos parametros de interesse, e fornecer medidas
de erro associadas as estimativas. Quanto menor for a variancia, maior serd a precisdo
das estatisticas geradas com o auxilio da experimenta¢do com o modelo de simulagao:
necessitamos, portanto, de menor niimero de execugdes, para obter a mesma precisao,
ou, obtemos maior precisdo, com o mesmo nimero de execugdes. Por conseguinte, as
técnicas de reducdo de varidncia sdo mecanismos eficazes para melhorar a precisdo das
estatisticas produzidas na simulagdo digital (ver o Capitulo 5). Neste sentido, tém sido
desenvolvidos diversos trabalhos sobre este assunto ao longo dos tltimos anos e conti-

nua a ser uma drea de grande actualidade (ver, por exemplo, [122], [16], [27] e [102]).

1.2 Métodos para analise de resultados

Desde hd muitos anos que a simulacdo estocdstica digital tem sido uma ferramenta fre-
quentemente utilizada na avaliacdo do desempenho de diversos sistemas. Acontece
porém que, muitas vezes, os resultados dos estudos de simulac¢do tém pouca credibili-
dade, porque sdo apresentados sem ter em conta a sua natureza estocastica e a neces-
sidade de uma anadlise estatistica de resultados correcta. Por exemplo, em sistemas de
tilas de espera, os acontecimentos modelados sao controlados por nimeros aleatérios
e, por conseguinte, os resultados produzidos ndo sdo mais que amostras aleatorias (ver,
por exemplo, [118, sec¢do 6.1] ou [73]). Kleijnen defende que, se se ignorar a natureza
aleatdria dos resultados, em vez de utilizar um modelo de simula¢do dispendioso, é
preferivel atirar uma moeda ao ar [56]. E absolutamente necessaria a inferéncia esta-

tistica em qualquer situacdo em que o mesmo programa (correcto) produza diferentes



resultados em cada execugdo do programa.

Na realidade, um estudo de simulagdo ndo pode ser visto como um mero exercicio de
programagdo. Por conseguinte, ap0s ter-se gasto muito esforgo intelectual e tempo na
constru¢do do modelo de simulagdo, tém de ser utilizadas técnicas estatisticas apro-
priadas para escolher os dados e analisar os resultados das experiéncias de simulagéo.
Além disso, tem de se ter em conta que as técnicas estatisticas classicas, baseadas em
observagdes independentes e identicamente distribuidas, ndo podem ser directamente
aplicadas porque os resultados de, praticamente, todas as experiéncias de simulagao
ndo sdo estaciondrios (as distribui¢des das sucessivas observag¢des variam ao longo do
tempo) e sdo auto-correlacionados (as observagdes estdo correlacionadas umas com as
outras). Por exemplo, nas simula¢des de sistemas de filas de espera (ver a Seccdo 6.2),
ap0s comecar o processo, ele estd numa fase ndo estaciondria (tempo de aquecimento).
Se o processo for estavel, move-se assimptoticamente para o estado estaciondrio (equi-
librio estatistico). Note-se porém que, em geral, parametros diferentes tendem para o
estado estaciondrio com taxas diferentes. E preciso ter cuidado na andlise de resulta-
dos porque, se eles forem analisados nos periodos transientes iniciais, ndo caracterizam
o estado estacionario. A ideia natural é deitar fora essas observacoes antes da anélise
estatistica. O ignorar deste periodo inicial pode resultar em obtencdo de enviesamento
significativo nos resultados. Por outro lado, ndo ter em conta parte dos resultados faz

com que a varidncia dos estimadores aumente.

Tém sido propostos diversos métodos para andlise de resultados com o objectivo de
ultrapassar os problemas tedricos que surgem da natureza correlacionada das observa-
¢Oes, recolhidas durante uma simulagdo no estado estaciondrio (ver, por exemplo, [72],
[95], [108] e [1]). Em geral, estes métodos impdem determinados requisitos na forma
de andlise e pré-processamento de resultados, que dependem da maneira pela qual eles
tentam enfraquecer, ou até mesmo remover, as dependéncias estatisticas entre observa-

¢des ou a forma como as tomam em consideracéo.



1. Método das réplicas independentes O problema da auto-correlacdo dos resultados
originais é ultrapassado da seguinte forma: a simulacdo é repetida um determinado
nimero de vezes, de cada vez usando uma sequéncia diferente de ntimeros aleatdrios
independentes; seguidamente é calculado o valor médio das observagdes recolhidas em
cada execugdo do programa de simula¢do. Deste modo estas médias sdo independen-
tes e identicamente distribuidas e, pelo teorema do limite central, sio também normal-
mente distribuidas. O estimador da média da populagdo obtém-se calculando a média
destas médias. Welch [118] apresenta e discute diversos estimadores baseados neste

método para analise de resultados.

Os restantes métodos, para anélise de resultados, foram desenvolvidos para obter esti-
madores no estado estaciondrio, a partir de uma tinica execucdo do programa de simu-

lacao.

2. Método das médias de lotes Este método foi mencionado, pela primeira vez, por
Blackman e Tuckey [13] e por Conway, Johnson e Maxwell [23] e consiste no seguinte:
o programa de simulagdo é executado uma tnica vez, deixando passar muito tempo
(simulado), e sdo recolhidas IV observagdes originais. Em seguida, divide-se este grupo
de observagdes em lotes que ndo se sobrepdem e calcula-se a média das observagdes
dentro de cada lote. Estes lotes tém de ser suficientemente grandes para assegurar in-
dependéncia aproximada das estatisticas calculadas a partir de cada um deles. A ideia,
que esta por trds deste método, é que observagdes mais separadas no tempo sdo menos
correlacionadas. Por conseguinte, com lotes suficientemente grandes, conseguem-se
médias baseadas nestes lotes ndo correlacionadas (ou quase). Também aqui ndo devem

ser tomadas em conta as observagdes correspondentes ao estado transiente inicial.

3. Método regenerativo Este método foi sugerido por Cox e Smith [24], e depois de-
senvolvido independentemente por Fishman [33, 34] e Crane e Iglehart [25, 26]. Pri-
meiro identificam-se os sucessivos instantes, no tempo, em que o processo simulado

recomega (no sentido probabilistico), isto é, no qual as futuras transi¢des de estado ndo



dependem do passado. Por exemplo, quando um cliente encontra a fila de espera va-
zia e o servidor desocupado, ele inicia o ciclo — servidor ocupado — para o servidor.
A partir deste momento nenhum acontecimento passado influencia a futura evolugao
do sistema. Na teoria dos processos regenerativos, tais instantes no tempo sdo deno-
minados pontos regenerativos. O comportamento do sistema entre pontos regenerativos
consecutivos constitui um ciclo regenerativo. O facto de, em cada ponto regenerativo, o
processo renascer faz com que os lotes de observagdes, recolhidas durante diferentes
ciclos regenerativos (isto é, dentro de periodos de tempo limitados por pontos regene-
rativos consecutivos), sejam estatistica e independentemente distribuidas. Note-se que,
neste método, também existem lotes mas o seu comprimento é aleatério, ao contrario
dos lotes no método das médias de lotes. Nao esquecer que, o programa de simulacdo é
executado até que um nimero adequado de ciclos regenerativos assegurem a validade

das técnicas utilizadas neste método.

4. Método espectral Este método apareceu pela primeira vez em 1967 [30, 36]. O
método pressupde que as observagdes representam uma sucessdo estaciondria em co-
varidncia. A andlise é feita no dominio das frequéncias, aplicando a transformada de
Fourier a uma determinada funcdo de auto-correlagdo, resultando na fung¢ao de densi-
dade espectral. Observe-se que, nas restantes técnicas para andlise de resultados, lida-se
directamente com o préprio processo estocdstico, enquanto que aqui se trabalha com a
densidade espectral do processo no dominio das frequéncias. Esta técnica evita os pro-
blemas que surgem da dependéncia entre resultados. A funcdo de densidade espectral
no ponto zero é, para uma dimensdo de amostra suficientemente grande, proporcional a
varidncia procurada. Note-se que, o espectro de frequéncias tem natureza aleatéria uma
vez que as observagdes recolhidas também a tém. Tém sido propostas diversas técnicas
com o objectivo de obter bons estimadores para o espectro de frequéncias. Muitas delas
seguem procedimentos cldssicos de estimagdo espectral baseada no conceito de jane-
las espectrais (fungdes com pesos especiais introduzidas para diminuir o enviesamento

final dos estimadores).



5. Método auto-regressivo Este método foi desenvolvido por Fishman [31, 32, 35]
e assume que o processo, constituido pelos resultados de simulacdo, tem covariancia
estaciondria e pode ser representado através de um modelo auto-regressivo. A maior
dificuldade em utilizar este método é a validade do modelo auto-regressivo, o que limita

a sua aplicabilidade.

6. Método de séries temporais padronizadas Este método foi proposto originalmente
por Schruben [104, 103] e depende da convergéncia dos processos aleatérios padroniza-
dos, para um processo aleatério de Wiener, com incrementos independentes (processo
de ponte Browniana). E uma aplicacdo dos processos aleatérios dependentes e o seu
teorema do limite central funcional, que é uma generalizacdo no conhecido teorema do
limite central (escalar). De acordo com esta aproximacgdo, analisa-se uma sequéncia de
observagdes dividindo-a em lotes e transforma-se cada uma delas na sua forma padrao,
exigida pelo teorema do limite central funcional. Em seguida, pode-se analisar diversas
fungdes da sequéncia transformada para construir um intervalo de confianga para a mé-
dia. O método exige que o processo analisado seja estaciondrio. Por conseguinte, tem de
se deitar fora as observagdes iniciais, referentes ao periodo nédo estaciondrio transiente,

antes da divisao por lotes (ndo sobrepostos).

Para finalizar, faz-se uma revisdo breve dos diferentes métodos para anélise de resulta-

dos salientando as suas vantagens e inconvenientes.

A anadlise espectral pode produzir, por vezes, resultados finais bastante precisos mas
nesses casos a implementagdo pode ndo ser f4cil devido a sua sofisticada natureza (ver,
por exemplo, [72] e [81]). Além disso, ndo existe nenhuma regra geral para escolher
determinados parametros necessdrios a aplicagdo deste método. Contudo, este método

parece ser prometedor mas tem de ser feito muito trabalho nesta 4rea.

A principal desvantagem da representacdo auto-regressiva é a exigéncia da existéncia
de uma representacdo auto-regressiva, do processo simulado, o que torna o método

muito restritivo [20]. Além disso, Law e Kelton [72], ap6s estudos comparativos de



diferentes métodos, com dimensao de amostra fixo, também descobriram que a aproxi-
magao auto-regressiva ndo oferece melhores resultados que outros métodos, para ana-
lise de resultados, computacionalmente mais simples. Além disso, se for preciso um
namero grande de observagdes, a determinagdo dos parametros necessarios a aplicagao

do método pode ser computacionalmente dispendiosa.

A anélise regenerativa necessita de amostras de dimensao elevada (ndo menos de 100
ciclos), para obter intervalos de confianca validos. Outra desvantagem é que exige uma
boa escolha de estados regenerativos. A seleccdo de estados regenerativos que ocorrem
mais frequentemente ndo garante a melhor qualidade do estimador [15]. Além disso,
para sistemas de grande dimensdo, pode ser dificil ou até mesmo impossivel identifi-
car instantes regenerativos. Mesmo quando sdo encontrados, os estados regenerativos
podem ocorrer com frequéncia extremamente baixa. Para tentar ultrapassar esta difi-
culdade, Andradéttir, Calvin e Glynn [4] apresentaram uma defini¢do de ciclos regene-
rativos que envolve splitting e que permite identificar mais facilmente instantes rege-
nerativos. Henderson and Glynn [47] realgam a esséncia da dificuldade em identificar
instantes regenerativos em simulagdes com acontecimentos discretos. Outra desvanta-
gem é que, este método s é vilido sob determinadas condigdes, o que o torna ainda
mais restritivo [41]. Consequentemente, a andlise regenerativa ndo é uma técnica para

utilizagdo geral.

Em muitas situa¢des, o método das médias de lotes comporta-se melhor do que o mé-
todo das réplicas independentes e por essa razdo é muito utilizado na pratica [71]. Con-
tudo, tem a desvantagem de ainda nao ter sido descoberta uma técnica geral satisfatéria
para escolher os lotes [22] e o facto de ndo se conseguir eliminar totalmente a correlagdo
entre observagdes [77]. Tém surgido diversos métodos que resultam de modifica¢des
no método das médias de lotes como, por exemplo, os métodos das médias de lotes
sobrepostos (existem observagdes que pertencem a dois lotes distintos), amostragem
ndo correlacionada (apenas uma tnica observagdo de cada lote é recolhida) e médias de
lotes ponderadas (atribuem-se pesos as observagdes dentro de cada lote). Acontece po-
rém que, tanto o método das médias de lotes, como os seus métodos derivados, ndo tém

aplicacdo geral; por exemplo, o método das médias de lotes ponderadas [12] s6 produz



melhores resultados se o processo apresentar correlacdo forte e estiver disponivel um
namero reduzido de observagdes. Além disso, pode-se pretender estimar outras varia-
veis que ndo sdo médias (Welch mencionou varidncias, quantis e probabilidades [118])
e a independéncia aproximada, como foi definida para as médias de lotes, ndo parece

ser generalizavel para incluir outros quantis definidos em médias separadas.

Sob determinadas condi¢des, o0 método das séries temporais padronizadas consegue
ser mais vantajoso que o método das médias de lotes ndo sobrepostos. Contudo, apesar
dos estimadores terem formas numeéricas simples, as técnicas estatisticas envolvidas sdo
sofisticadas. Com o objectivo de melhorar a qualidade dos estimadores, obtidos através
deste método, tem sido feito trabalho nesta drea (ver, por exemplo, [114]). Infelizmente,
ndo existe nenhuma regra simples para escolher o tamanho dos lotes e tém sido feitas
poucas implementagdes deste método. Além disso, este método precisa, em geral, de

lotes maiores que os métodos de médias de lotes (sobrepostos ou nao).

O trabalho desenvolvido no ambito desta dissertacao situa-se no contexto do método
das réplicas independentes. Apesar desta técnica ser mais sensivel a ndo estacionari-
dade das observagdes recolhidas durante o periodo transiente inicial (cada nova réplica
comeca com um novo periodo inicial), comparando com os outros métodos baseados
numa unica execugdo do programa de simulacdo, ela pode ser utilizada em qualquer
modelo de simulagao, para estimar qualquer tipo de medida pretendido. Também con-
vém salientar que, actualmente, existem bons métodos para controlar ou eliminar o
enviesamento inicial, o que faz com que o método das réplicas independentes seja per-
feitamente vidvel. Além disso, na maior parte das situa¢des, pode-se obter melhor pre-
cisdo do estimador pontual, medido pelo respectivo valor do erro quadréatico médio
(ver a pagina 43), se o programa de simulagdo for repetido diversas vezes, em vez de

ser executado uma so6 vez (ver [52], [115] e [121]).



1.3 Motivacao e objectivos

A maior parte dos investigadores de simulacdo prefere os metamodelos de regressdo
(ver, por exemplo, [61], [29], [94] e [21]). A utilizagdo deste tipo de modelos auxiliares
permite o uso de técnicas estatisticas conhecidas da andlise de regressdo. Dentro da
classe dos metamodelos de regressdo, os metamodelos polinomiais tém recebido aten-
¢do consideravel devido a sua simplicidade (ver, por exemplo, [67]). Contudo, os poli-
némios ndo tém a capacidade de se ajustarem a forma de fun¢des regulares arbitrarias,
com base em valores arbitrarios que podem ser perturbados por componentes estocés-
ticas com distribui¢do geral. Também, na maior parte das situag¢des, a previsdo fora da
regido experimental ndo é satisfatéria. Além disso, é habitual a ndo linearidade em pro-
blemas da vida real e, por conseguinte, a aproximacao utilizando polinémios torna-se
irrealista. Como resultado, é frequente neste tipo de problemas ndo obter bons ajustes
quando se utilizam metamodelos polinomiais (ver, por exemplo, problemas envolvendo
sistemas de filas de espera [37]). Outra desvantagem, nos estudos com metamodelos em

simulacdo, é que os metamodelos sdo utilizados de uma maneira ad hoc.

Sendo assim, existe uma necessidade urgente de desenvolver uma metodologia para
metamodelacdo que permita obter ajustes globais melhores e mais realistas. Neste tra-
balho, oferece-se uma maneira sistemética de construir metamodelos nao lineares de
regressdo e propdem-se ferramentas estatisticas para levar a cabo cada passo da me-
todologia (ver [100] e [101]). Os métodos estatisticos utilizados sdo uma aplicagdo e
adaptagdo, a simulagdo de acontecimentos discretos, de técnicas estatisticas conhecidas
na drea da regressdo. Sendo assim, este estudo situa-se numa &rea, que continua a ser
de grande actualidade, denominada técnicas estatisticas em simulagdo. Foram esco-
lhidos os metamodelos ndo lineares de regressdo porque ndo tem as desvantagens dos

metamodelos polinomiais e permitem:

(i) captar a esséncia do modelo que lhe deu origem através da sua forma simples;



(i7) uma vez que se podem utilizar as ferramentas estatisticas de andlise de regressdo
ndo linear, é possivel caracterizar a sua precisdo através da construgdo de intervalos de

confianca, etc;
(ii7) prever valores longe da regido experimental e esses valores serem fidveis;

(iv) na fase da estimagdo de metamodelos, utilizar algum software ja existente em pa-

cotes de programas de estatistica e de andlise numérica.

A metodologia desenvolvida utiliza a simulagdo de acontecimentos discretos para es-
timar e validar um metamodelo de regressdo ndo linear geral, em que a resposta do
sistema depende de determinadas varidveis explicativas relevantes. Esta metodologia
salienta a importancia da validacdo de metamodelos, porque na realidade um meta-
modelo s6 pode ser utilizado para previsdo e andlise de sensibilidade se ele aproxima
adequadamente o comportamento dos resultados numéricos obtidos pelo programa de
simulacdo. Tanto a estimacdo (estimagdo de parametros, construcdo de regides de con-
fianga e testes de hipéteses) como a validagdo sdo elaboradas utilizando e adaptando
técnicas estatisticas de regressdao. Com o objectivo de reduzir o erro (varidncia) dos es-
timadores dos parametros do metamodelo, recorre-se ao uso do método das varidveis
de controlo. Comparativamente com outras técnicas de redugdo de variancia, o método
das varidveis de controlo ndo exige que o processo estocéstico seja alterado de forma al-
guma. Além disso, a sua facil realiza¢do e grande generalidade faz com que este método

seja atractivo para obter redugdo de variancia.

1.4 Organizacao da dissertacao

No capitulo ‘Estudos importantes sobre metamodelos’, enquadra-se o trabalho desen-
volvido com aspectos relacionados de simulagao, incluindo os trabalhos mais recentes
sobre estimacdo e validacdo de metamodelos e técnicas de reducdo de varidncia. Esta
pesquisa também inclui os diversos tipos de metamodelos que surgem na literatura

corrente e a razdo pela qual se escolheram metamodelos néo lineares de regressao.



No capitulo "Metodologia para metamodelacdo’, descreve-se uma metodologia para
construcdo de metamodelos de regressdo ndo linear para simula¢do de acontecimentos
discretos, apresentando procedimentos adequados para levar a cabo cada passo dessa
metodologia. Um dos passos importantes da metodologia é a estimac¢do de metamode-
los. Por esse facto, reserva-se uma sec¢do a apresentacdo de resultados assimptéticos
sobre os estimadores dos parametros desconhecidos do metamodelo, que incluem a ex-

pressdo para esses estimadores, regides de confianca e testes de hipéteses.

A validagcdo do metamodelo estimado é um passo muito importante da metodologia
sendo tratada no capitulo "Valida¢do de metamodelos’. A validagdo de um metamodelo
consiste em trés passos (verificacdo da adequagdo do metamodelo, valida¢do do meta-
modelo com respeito ao modelo de simulagdo e validagdo do metamodelo com respeito
ao problema real) e sdo fornecidos procedimentos numéricos e estatisticos para efectuar

cada um deles.

No capitulo "Variaveis de controlo’, é descrito um procedimento para melhorar a preci-
sdo da estimacdo de metamodelos, recorrendo a utilizacdo da técnica das varidveis de
controlo. Aqui sdo apresentadas expressdes para os estimadores controlados, regides de
confianga e testes de hipoteses. Também é tratado o problema de avaliagdo do desempe-
nho da técnica das varidveis de controlo através de determinadas medidas conhecidas

no caso de metamodelos lineares de regressao.

No capitulo "Aplicagdo’, aplica-se a metodologia a dois problemas distintos: um exem-
plo é um problema actual que consiste num centro para inspec¢do e manutengdo de
automoveis (CIMA) e o outro é a situagdo cldssica do sistema M/M/1. No primeiro
exemplo, consideram-se diversos metamodelos candidatos, incluindo lineares e néo li-
neares e a metodologia permitiu seleccionar um metamodelo néo linear que aproxima
bem o sistema em estudo. No segundo exemplo, a metodologia permitiu eleger dois me-
tamodelos ndo lineares: um sem varidveis de controlo e outro com varidveis de controlo.
Em seguida, neste segundo exemplo, estudou-se o efeito produzido pela utilizagdo da

técnica das variaveis de controlo.



Finalmente, no capitulo "Conclusdes e recomendagdes’, apresentam-se as conclusoes e
referem-se os resultados mais importantes da investigacdo. Também se dao perspecti-

vas de trabalho futuro, com base nas conclusdes e resultados obtidos.

No "Apéndice A’, inclui-se um catdlogo de curvas muito importante para a selec¢do do
tipo de metamodelo (passo 3 da metodologia). Na bibliografia, podem ser encontradas
referéncias a livros e publica¢des consultados na execucdo deste trabalho e que repre-
sentam um complemento para a compreensdo dos problemas e solugdes que surgem na

construcdo de metamodelos de regressao.






Capitulo 2

Estudos importantes sobre metamodelos

Os metamodelos de simulagao tém sido utilizados ao longo dos tltimos trinta anos. Os
que surgem mais frequentemente na literatura sdo os metamodelos polinomiais devido
a sua simplicidade. Contudo, existem outros tipos de metamodelos que tém sido es-
tudados. Na Secgao 2.1, apresentam-se os diversos tipos de metamodelos que surgem
mais frequentemente na literatura, assim como os trabalhos desenvolvidos mais recen-
temente sobre eles (ver, por exemplo, [9] ou [10]). A Seccgdo 2.2 trata um assunto parti-
cular da drea de metamodelos que tem grande relevo no trabalho que foi desenvolvido:

validacdo de metamodelos de regressao.

Um objectivo frequente das experiéncias de simulagdo desenhadas estatisticamente é es-
timar um metamodelo, por exemplo um metamodelo de regressdao. Qualquer que seja
o proposito com que o metamodelo é desenvolvido, é de extrema importancia a estima-
¢do precisa dos parametros desconhecidos do metamodelo. Em particular, podem ser
necessdrias amostras de dimensao excessivamente grande para obter precisdo aceitdvel
nos estimadores dos pardmetros do metamodelo. A melhoria da eficiéncia estatistica
dos estimadores referidos é obtida tipicamente (mas ndo sempre) através da redugao de
varidncia. Na Seccdo 2.3, apresentam-se as diversas técnicas de redugdo de variancia sa-
lientando as suas vantagens e inconvenientes e trabalhos relevantes na drea. Na Seccao

2.4, explica-se em pormenor a técnica eleita para utilizar neste trabalho — a técnica das
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varidveis de controlo — e apresentam-se trabalhos relevantes nesta drea, directamente

relacionados com o trabalho desenvolvido.

2.1 Metamodelos de simulacao

O modelo (ou programa) de simulagdo representa-se através da fun¢do matematica, ¢:
Y = 6(z,7), @1)

onde Y é a resposta do sistema, Z = (Zi,...,Z;) sdo os parametros e varidveis de
entrada e r é ou um vector de niimeros aleatérios ou um valor, ou semente, inicial esco-
lhido do gerador de nimeros pseudo-aleatérios; note-se que se introduz aleatoriedade
em simulagédo estocéstica através de niimeros pseudo-aleatérios. O vector Z, na simu-
lagdo de um processo de fabrico, pode incluir as seguintes componentes: o ntiimero
de méquinas, os tempos de processamento das méquinas e a distribui¢do dos tempos
entre falhas das maquinas. O vector resposta Y pode incluir o média do trabalho em
processamento ou a média didria do custo de operagdo. Contudo, na pratica corrente,
utilizam-se os metamodelos com uma tnica resposta: é desenvolvido um metamodelo
para cada resposta individual. Por conseguinte, para cada resposta, os metamodelos
(fungdes aproximadoras do programa de simulagdo) que vao ser considerados sdo da
forma:

Y = £(X,0) +e, (2.2)

onde as varidveis explicativas X = (Xj,..., X4) pertencem a um subconjunto de R¢,
0 = (01,...,0m)" € ® C R™ é um vector de parametros desconhecidos, € representa o
erro e f é uma funcdo desconhecida. O erro € inclui, tanto efeitos devido a inadequagédo
de f como representante de ¢, como efeitos intrinsecos, sempre presentes em qualquer
modelo de simulagdo estocéstica (dependem de r em (2.1)). Nalguns casos X;, em (2.2),
é idéntico ao parametro ou variavel de simula¢do Z;, em (2.1). Noutras situag¢des, X;

pode ser uma transformagdo de um ou mais Z;’s; por exemplo, no caso especifico dos



sistemas das filas de espera, X, = Z;/Z; pode ser uma melhor varidvel explicativa (se
considerarmos p = A/u). Por conseguinte, os pardmetros e varidveis de entrada Z do
modelo de simulagdo (2.1) determinam as varidveis independentes X do metamodelo
de simulacdo (2.2). Os coeficientes 6 em (2.2) sdo designados por parametros do meta-

modelo e tém de ser estimados.
As areas mais importantes em modelacdo com metamodelos de simula¢do incluem:
(i) a escolha da forma funcional de f;

(i) o desenho de experiéncias, isto é, a seleccdo de um conjunto de pontos experimentais
X para cada observagdo Y, com vista a estimag¢do dos pardmetros desconhecidos 6, a
atribuicdo das sementes de nimeros pseudo-aleatérios, o comprimento das execugdes

do programa de simulagao, etc; e

(iii) a avaliacdo da precisdo do metamodelo ajustado que consiste na construcdo de in-

tervalos de confianga, testes de hipoteses, falta de ajustamento e outros diagnoésticos.

A forma funcional é geralmente descrita por uma combinagdo linear de fung¢des base
pertencentes a uma familia paramétrica. Por conseguinte, é preciso escolher a familia
(por exemplo, polinémios, fung¢des seno, polinémios por intervalos, ondas, etc) e depois
escolher a forma para eleger o membro da familia escolhida. O desenho experimental e
a avaliacdo da precisdo estdo relacionados entre si, porque a seleccdo do desenho expe-

rimental ird ser determinado, em parte, pela sua influéncia na avaliacdo da precisao.

Existem diversos tipos de metamodelos na literatura corrente:

1. modelos de regressao;

2. modelos de Taguchi;

3. modelo linear generalizado;
4. splines;

5. funcgoes base radiais;

6. nucleos regulares;



7. modelos de correlagdo espacial;
8. aproximagdes no dominio da frequéncia (Fourier e pequenas ondas);

9. redes neuronais artificiais.

Uma vez que existem diversos tipos de metamodelos disponiveis é preciso saber como
é que se pode fazer uma escolha entre eles. Existem muitos critérios que podem ser

considerados. Alguns deles apresentam-se em seguida:

1. a capacidade de captar a esséncia do problema a partir da forma do metamodelo;

2. a capacidade de adaptacdo a forma de diversas fun¢des regulares arbitrarias com
base em valores observados, que podem ser perturbados por componentes esto-

césticas com distribuigdo geral;

3. a capacidade de caracterizar a precisdo através de intervalos de confianga, testes

de hipoteses, etc;
4. arobustez da previsdo longe dos valores observados;
5. afacilidade de célculo da fun¢do aproximadora f;

6. a estabilidade numérica dos calculos e, consequentemente, robustez das previsdes

para pequenas mudangas nos parametros que definem a funcao f;

7. A existéncia de software para calcular o metamodelo, caracterizar o seu ajuste e

usé-lo para previsao.

Em seguida, sdo apresentados em sequéncia os metamodelos que foram enumerados
anteriormente. A apresentac¢do consiste em focar a natureza das fungdes aproximadoras

e as suas vantagens e inconvenientes com base nos critérios de 1 a 7.



1. Modelos de regressio Os metamodelos polinomiais de regressdo tém sido uma
escolha preferencial entre os investigadores de simulagdo (ver, por exemplo, [74], [55],

[58], [51], [62], [61], [29] e [21]). Neste caso, a fungdo aproximadora tem a forma
F(X,0) = 6ipi(X), (2.3)
i=1

onde p;(X), ..., pm(X) é um conjunto de m fun¢des conhecidas que dependem das varia-
veis de decisdo incluindo, por exemplo, os termos de primeira ordem X, X5, ... alguns
termos de interac¢do de segunda ordem X; X,, X;.Xj3, ... e algumas interacgdes de or-
dens superiores X; X, X3, ... O vector de coeficientes 8 pode ser estimado, a partir dos
resultados de uma experiéncia de simulac¢do através do método dos minimos quadra-
dos. O estimador dos minimos quadrados de 8 é o estimador que minimiza a soma
dos quadrados dos erros entre as respostas observadas e os valores previstos ou ajusta-
dos. Este estimador é um vector aleatério, porque depende das observagdes aleatorias
recolhidas na experiéncia de simula¢do. Suponha-se, no contexto das réplicas indepen-
dentes, uma experiéncia de simulagdo com n pontos experimentais e r réplicas em cada
ponto experimental; entdo, a relagdo da resposta Y;; para a j-ésima réplica do i-ésimo

ponto experimental tem a forma
Vii=fXi,0)+e€5, i=1,....n, j=1...r,

onde ¢;; é o erro correspondente a j-ésima réplica do i-ésimo ponto experimental. Por
hipétese, considera-se que

eij ~ N (0, 0'12) ; (24)

paratodoo¢ = 1,...,nej = 1,...,r. A literatura tradicional considera variancias
constantes 07 = o2. Contudo, em muitos casos, a hipétese de varidncias constantes é
irrealista (por exemplo, a variancia pode crescer ao longo dos pontos experimentais).
Por conseguinte, estas duas situagdes sdo estudadas separadamente e associadas a elas

estdo estimadores diferentes:



(1) Varidncia dos erros constante.

Quando a variancia dos erros ndo varia ao longo dos pontos experimentais, utiliza-se o

estimador dos minimos quadrados usuais, o qual tem a forma

6 = (XTX)'XTY,

onde ) i
1 Xll X12 “e le
X — 1 X21 X22 ae X2m
1 Xn1 Xn2 .. Xom

para polinémios de primeiro grau e inclui produtos, termo a termo, das colunas desta

matriz para polinémios de ordem superior. Além disso, Y = (Vi,..., ¥, )T com
V% r

Yi= Zj:l Yii/r.

Pode ser demonstrado que 0 é o estimador que possui menor variancia dentro da classe

dos estimadores lineares ndo enviesados. As variancias das componentes do vector 6

sdo os elementos da diagonal principal da matriz
D[f)] = o2(XTX) L. (2.5)

Para estimar o2, utiliza-se o seguinte estimador (independente do metamodelo):

onde N = nr. Substituindo este estimador em (2.5), obtém-se a matriz de variancia-

-covariancia estimada D[#] = 62(XTX) L.
(i) Varidncia dos erros heterogénea.

Quando a variancia dos erros ndo é constante, ao longo de todos os pontos experimen-
tais, o melhor estimador linear ndo enviesado é obtido através do método dos minimos

quadrados ponderados. O estimador dos minimos quadrados ponderados é dado por

b= {x"(pv])”" X}_l X" (DY) 'Y,



ondeY = (V,...,Y,)" e se assume que D[Y] é ndo singular. Uma vez que as observa-
¢des sdo independentes com variancias heterogéneas tem-se D[Y] = diag[o?,...,02]/r,

n

onde o? = Var[V;],i=1,...,n,5=1,...,r.

Infelizmente, o estimador dos minimos quadrados ponderados nado resolve grande parte
dos problemas porque, na pratica, as variancias o} sdo desconhecidas. Neste caso,

utiliza-se o estimador dos minimos quadrados ponderados estimados

A -1
0 = (XTs'X)"XT (E) Y, (2.6)

r

com

3 = diag[6?, ..., 67, 2.7)

n

onde 67 é o estimador cléssico da variancia o} [64, pagina 151]

1 _
~2 z : ]r.'_'jr. 2 -
O-i N r— 1 j_l( 2] Z-) ? v ]" Tt n. (2'8)

O estimador (2.6) é ndo linear uma vez que a transformacdo de Y envolve as varia-
veis aleatdrias X. Sob determinadas condi¢des de regularidade ndo restritivas, pode ser

provado que, este estimador tem matriz de varidncia-covariancia assimptética dada por

DB = (XT (?)x)

para N suficientemente grande. Kleijnen utilizou o método de Monte Carlo para mostrar
que, se 0s erros satisfizerem a condic¢do (2.4), entdo o estimador dos minimos quadra-
dos ponderados estimados é ndo enviesado [61]. Para amostras de pequena dimensdo
utiliza-se por vezes o estimador dos minimos quadrados corrigidos. Este estimador é nédo
enviesado e coincide com o estimador dos minimos quadrados usuais mas a matriz de

varidncia-covariancia estimada tem agora a forma

A~

D[O] = (XTX)1XT (§>_ X(XTX)™

r



2. Modelos de Taguchi Os metamodelos de Taguchi gozam da propriedade de per-
mitirem que a varidncia dos erros € dependa do vector X. A aproximacgdo de Taguchi
proporciona duas modifica¢gdes do modelo (2.3). A primeira consiste em considerar os
erros independentes mas a varidncia é modelada explicitamente a depender de X, isto
é, Varle;] = 0%(X), i = 1,...,n. Esta situacdo pode ser tratada com modelos polinomiais,
embora ndo seja de uma maneira inteiramente satisfatéria, através de: (i) transforma-
¢do de dados; (i7) utilizando minimos quadrados ponderados; ou (iii) variando inver-
samente o comprimento da experiéncia de simula¢do, em cada ponto experimental, em
relagdo ao valor da variancia Varle;]. A segunda modificagdo consiste em combinar o
metamodelo que descreve a resposta Y, sendo este da forma (2.3), com o modelo que

caracteriza 02, através de
10log (E[Y?]/0*(X)) = Y _ wips(X). 2.9)
i=1

Este modelo, resultante da referida combinacdo, envolve apenas termos lineares em
X. O objectivo de Taguchi é encontrar algumas componentes em X que tem valores

pequenos de ;, em (2.9), mas grandes valores de §; em (2.3).

3. Modelo linear generalizado O modelo (2.3) é vulgarmente denominado de modelo
linear geral. O modelo linear generalizado é uma generalizagdo do modelo linear geral
em duas direcgdes. A primeira é que a distribuicdo dos erros pode pertencer a uma
familia exponencial que nao seja forcosamente a distribui¢do normal. Por exemplo, dis-
tribuicdo de Poisson, binomial, gamma e distribui¢des gaussianas inversas. A segunda
generalizagdo tem a ver com a forma do modelo que substitui (2.3). Para o modelo cléas-
sico em (2.3), tem-se E[Y] = f(X, 8). Neste caso, esta relagdo é mais flexivel e é feita

através da funcdo diferencidvel ligacdo, ou a sua inversa, g: E[Y] = ¢(f(X, 0)).

4. Splines As fungdes spline sdo baseadas em fungdes base que sdo polinémios por
intervalos. A construgdo deste tipo de fun¢des é motivada pelo facto de algumas di-

ficuldades dos modelos polinomiais serem ultrapassadas se: (i) os polinémios forem



aplicados em pequenas regides; e (i) apenas polindmios de graus baixos forem utiliza-
dos na aproximagao. As fungdes spline sdo caracterizadas por exigirem continuidade da
funcdo aproximadora até uma determinada ordem que depende do grau do spline. O

metamodelo é, neste caso, o seguinte

onde, mais frequentemente, B;(X) sdo fung¢des base polinomiais de graus dois e trés.
No caso da simulagdo estocéstica, os pardmetros desconhecidos sdo obtidos com base
num compromisso explicito entre a precisdo da aproximacgao nos pontos experimentais
e a regularidade do metamodelo resultante. As fungdes spline surgem através da reso-
lugdo de um problema de optimizagdo, onde a importancia relativa da precisdo versus
regularidade é controlada através de um determinado parametro. Consoante o grau da
fungéo spline e a escolha do pardmetro de medida da precisdo versus regularidade, as-
sim surgem trés diferentes métodos: splines regulares, interpolacdo com splines e splines
de regressdo. As fungdes spline univariadas sdo a base das fungdes spline multivariadas,

ou seja, fung¢des para aproximar problemas multivariados.

5. Fungoes base radiais As fung¢des base radiais sdo uma alternativa para modelar

problemas multivariados. Um exemplo sdo as fungdes base multiquadraticas
f(X,0) =3 aillX = Xil
i=1

onde ||.|| representa a norma euclidiana. Os coeficientes a; sdo calculados através da

interpolagdo da func¢do f com a verdadeira fun¢do nos pontos do desenho experimental.

6. Nricleos regulares Todos os métodos descritos anteriormente produzem valores
previstos que sdo fungdes lineares dos valores observados com coeficientes determina-
dos pelas fungdes base e seus coeficientes. O metamodelo ntcleo regular utiliza esta
representacdo explicitamente, sem desenvolver uma representagao explicita para f em
termos das fung¢des base. Um valor de f é calculado directamente como uma soma pon-

derada dos valores observados Y;, onde os pesos sdo determinados pela funcdo ntcleo.



Existem muitas formas desta soma ponderada ou fung¢do ntcleo e existem muitas ma-
neiras para calcular a funcdo f. Também existe a extensdo deste tipo de fungdes ao caso

multivariado.

7. Modelos de correlacdo espacial Os modelos de correlagao espacial consistem numa
aproximac¢do de modelacdo paramétrica de regressdo que partilha de algumas particu-
laridades com as fungdes spline regulares e ntcleos regulares. A regularidade esperada

da funcdo é captada numa funcado de correlagdo espacial. A hipétese do modelo é

onde Z é um processo estocdstico Gaussiano com fun¢do de correlagdo espacial que de-
pende de determinados parametros. Este tipo de modelos tem sido usado em simulacdo
deterministica mas, existe a sugestdo de adicionar um termo estocastico para poder ser

utilizado em simulacao estocastica.

8. Aproximacdes no dominio da frequéncia Pensando nas varia¢des de f ao longo
do seu dominio, em termos da correlacdo espacial, surge a ideia das fun¢des base de
Fourier para representar uma aproximacao do programa de simulacdo. Sempre que seja
possivel essa aproximacdo, a decomposi¢do de Fourier é baseada em fung¢des base com
suporte global. Por conseguinte, a precisdo do ajuste depende muito do cancelamento

das oscilac¢oes das fungdes base.

9. Redes neuronais artificiais As redes neuronais artificiais sdo um ramo da inteli-
géncia artificial. Elas representam uma ligacdo de elementos simples de processamento
capazes de processar informacdo em resposta a dados exteriores (ver, por exemplo, [50]
e [8]). O elemento de processamento é referido como sendo um neurénio. Cada neuré-
nio é ligado a, pelo menos, outro neurénio numa rede como se fosse um tecido. Uma
rede é constituida por células que estdo organizadas em camadas. Existem trés tipos
de camadas distintas numa rede neuronal: a camada de dados, a ou as camadas ocul-

tas e a camada de resultados. A ligacao das células ao longo das camadas representa



a transmissdo de informacdo entre células. As redes neuronais sdo baseadas nalguma
forma de modelo de aprendizagem e sdo treinadas dando repetidos exemplos de dados

e respectivos resultados.

A aprendizagem pode ser de trés tipos: supervisionada, ndo supervisionada e refor-
cada. Na aprendizagem supervisionada, cada resposta é guiada por parametros especi-
ficos. O computador é instruido para comparar os dados com as respectivas respostas
ideais e sdo registadas todas as discrepancias entre os dados e as respostas ideias. Em
seguida, a rede usa esta informacao para tentar adivinhar até que ponto as respostas ge-
radas por novos dados sdo semelhantes ou diferentes das respostas ideais. Consoante
o tipo do conjunto, que contem os dados e os resultados, assim a rede supervisionada

pode ser de regressdo, de classificagdo ou de regressao multi-modal.

Na aprendizagem néao supervisionada, sdo calculados os dados e os respectivos resul-
tados e, depois, guardados como padrdes. A rede neuronal calcula um conjunto de
padrdes e identifica semelhangas ou diferencas entre eles. Em seguida, sdo atribuidos
valores a esses padrdes para que a rede possa decidir acerca de novos dados e resultados
respectivos. Neste caso, as comparagdes sdo feitas em relacdo a novos resultados, em
vez de a resultados ideais. Frequentemente, as redes ndo supervisionadas sdo utilizadas

para descobrir padrdes onde uma dada resposta ndo é conhecida antecipadamente.

A aprendizagem reforcada é um compromisso entre a aprendizagem supervisionada e a
aprendizagem ndo supervisionada. Neste caso, a medida que o sistema estd a aprender
ndo lhe é fornecida informagao continua sobre se ele estd ou ndo a aprender bem ou mal
(como no caso das redes ndo supervisionadas). A aproximacao supervisionada é apenas

feita nos casos em que o sistema falha.

2.1.1 Anadlise comparativa

O objectivo desta seccdo é fazer uma revisdo sobre as vantagens e inconvenientes dos

metamodelos descritos anteriormente.



Nos metamodelos polinomiais de primeira e segunda ordens os coeficientes desconheci-
dos tém uma interpretagdo padrdo. Um valor numérico grande do coeficiente do termo
linear indica que a correspondente componente de X tem uma influéncia significativa
na resposta Y que estd a ser modelada. Um valor numérico grande do coeficiente do
termo quadratico indica uma resposta ndo linear. Um valor grande para o coeficiente
do termo do produto cruzado X; X, é interpretado como sendo a mudanca na influéncia
(linear) de X; como fungdo do valor de X, (e de forma semelhante para X, em relagdo
a X;). Os modelos polinomiais tém éxito no que diz respeito aos critérios 3, 5,6 e 7. O
célculo dos estimadores dos parametros é simples e numericamente estdvel para qual-
quer desenho experimental razodvel. A construgdo de intervalos de confianga, testes de
falta de ajustamento e outros diagnoésticos é feita utilizando técnicas estatisticas cldssicas
conhecidas [64]. Em relacdo ao critério 4, para polinémios de ordem baixa, a precisdo
de um valor previsto ndo se degrada rapidamente a medida que se afasta de uma ob-
servacdo experimental arbitrdria. Contudo, o mesmo nao se verifica para polinémios
de ordem elevada. Enquanto que a interpretacdo destes metamodelos é extremamente
simples e directa, o conjunto de formas que eles podem aproximar é limitado. Para op-
timizacdo de superficies de resposta isto em geral ndo é problema, porque os modelos
sdo repetidamente construidos para aproximagdo em pequenas regides experimentais e
depois postos de parte a medida que avanca a procura do 6ptimo. Contudo, quando
existem multiplos objectivos, as aproximagdes polinomiais podem ser uma méa esco-
lha. O modelo classico polinomial de regressdo exige hipoteses restritivas sobre o erro
€ em (2.2), ou seja, requer que as respostas provenientes do modelo de simulagdo sejam

independentes e identicamente distribuidas com distribui¢do normal.

Os modelos de Taguchi e linear generalizado sdo menos exigentes em relacdo as hi-
poteses sobre o erro € em (2.2) e partilham de muitas propriedades com os modelos
polinomiais. Os estimadores dos parametros desconhecidos, nos modelos de Tagu-
chi, calculam-se da mesma forma que no caso dos modelos polinomiais e partilham
do mesmo bom comportamento numérico. A forma polinomial de ordem baixa para
os modelos (2.3) e (2.9) torna as interpretagdes bastante parecidas. A estrutura de (2.9)

faz com que os procedimentos estatisticos simples para averiguar a precisio dos mo-



delos polinomiais ndo possam ser utilizados em estudos com os modelos de Taguchi.
Além disso, as limitagdes inerentes aos polindmios também se verificam nos modelos
de Taguchi e podem ser ajustados e estudados eficazmente utilizando as capacidades

de modelacdo linear, presentes nos pacotes de programas estatisticos.

O modelo linear generalizado fornece um enquadramento formal, para metamodelos
de simulagdo, quando o teorema do limite central ndo pode fornecer uma aproximagao
adequada para os resultados do modelo de simulagdo, considerando comprimentos de
execugdo do programa de simula¢do que sejam praticos. Este modelo tem sugerido uma
alternativa para analisar experiéncias de Taguchi. Ele proporciona uma fundamentagao
estatistica forte e uma forma mais flexivel. Contudo, esta flexibilidade ndo é conseguida
sem uma desvantagem. As ferramentas disponiveis para avaliar a precisdo do ajuste
(critério 3) sdo baseadas na teoria assimptoética dos estimadores de maxima verosimi-
lhanca. Estas sdo mais fracas que as correspondentes para os modelos lineares cldssicos
da forma (2.3). Além disso, algumas técnicas estatisticas para por exemplo desenho de
experiéncias, testes de hipoteses e andlise de varidncia ndo estdo bem desenvolvidas.

Em relacdo ao critério 7, existe software disponivel para fazer o ajuste.

Os splines univariados sdo faceis de descrever e compreender mas ndo sdo computa-
cionalmente robustos. Surgem problemas numéricos quando existem muitos interva-
los e, consequentemente, muitos parametros desconhecidos para estimar. Também sao
muito sensiveis, se for alterado um valor observado. Os splines produto de tensores exi-
gem muitas execug¢des do programa de computagdo numa rede rectangular completa
e tém dificuldades numéricas em calcular os coeficientes do metamodelo quando exis-
tem muitos dados. Em relagdo aos splines de interac¢do e aos splines adaptativos de
regressdo, eles sio computacionalmente robustos e tém a capacidade de fornecer apro-
ximagodes precisas ao longo de todo o dominio dos dados. Também existe algum soft-
ware disponivel. Um grande inconveniente é a falta de capacidade para caracterizar a

precisdo do ajuste através de intervalos de confianga, etc.

As fungdes base radiais sdo uma aproximacado invidvel porque o ntiimero de condigao

deteriora-se rapidamente, a medida que a dimensdo e o nimero de valores observa-



dos aumenta. Além disso, uma vez que este método é um método de interpolagdo, a
sua aplicacdo directa a experiéncias de simulagdo é limitada. Os metamodelos de nu-
cleo regular sdo fungdes simples das observagdes, logo é possivel construir intervalos
de confianca para a verdadeira func¢do. Contudo, este método é fraco em relacdo aos
critérios considerados para escolher o tipo de metamodelo. Os modelos de correlagdo
espacial tém sido utilizados para modelar simulagdes deterministicas, embora exista
uma extensdo para simulacdo estocéstica. Ndo sdo particularmente bons em relagao aos
critérios 1 a7. As aproximagdes no dominio da frequéncia tém a desvantagem associada
a fungdes base globais. Por conseguinte, falham no que diz respeito aos critérios 4 e 6.
Também, o software e aplicagdes sdo limitados até ao presente momento. Além disso,

também nédo sdo bons em relacdo aos outros critérios.

Geralmente as redes neuronais sdo providas de precisdo suficientemente boa, compara-
tivamente com a precisdo dos exemplos de aprendizagem, para tomar decisdes sobre o
modelo. Além disso, sdo uma alternativa a técnicas convencionais que, em geral, estdo
limitadas por hipoéteses restritivas de normalidade, linearidade, independéncia de va-
riaveis, etc. Contudo, ndo é boa a capacidade de caracterizar a precisdo do ajuste através
de intervalos de confianga, etc. Além disso, o tamanho da rede usada para modelar a
resposta da simulagdo pode ser muito grande e pode acontecer ter de se usar muitos

exemplos de aprendizagem, o que torna o estudo bastante lento.

Um tipo de metamodelos que goza das vantagens dos metamodelos polinomiais e ndo
tem as desvantagens destes é a classe dos metamodelos nao lineares de regressdao. Como
sdo modelos ndo lineares tém a capacidade de captar a esséncia do problema a partir
da sua forma, com um reduzido ntiimero de parametros desconhecidos, e sdo robustos
nas previsoes fora da regido experimental. Tém a grande vantagem de, ao contrario dos
modelos polinomiais, se adaptarem a fun¢des regulares arbitrarias com base em valores
observados (que podem ser perturbados por componentes estocédsticas com distribuicao
geral). A capacidade de caracterizar a precisdo, através da construcdo de intervalos de
confianga, testes de hipdteses e outros diagnoésticos, é boa porque os metamodelos nado
lineares de regressdo utilizam ferramentas conhecidas e muito estudadas da teoria es-

tatistica da regressdo ndo linear. O calculo da fun¢do f depende do problema especifico



mas, em geral, ndo é preciso uma fun¢do muito complicada para explicar comportamen-
tos de resultados que, a partida, podem parecer dificeis de compreender. Os métodos
numéricos que utiliza estdo suficientemente desenvolvidos e existem boas realiza¢oes
desses métodos (métodos estaveis que ndo precisam de introdugdo de valor inicial para
a sua execugdo, etc.) em pacotes de programas disponiveis, tanto para os especialistas
de simulacdo, como para outro tipo de analista. Este tipo de metamodelos foi o esco-
lhido porque se adapta particularmente bem a simulacdo de acontecimentos discretos e

satisfaz plenamente os critérios 1a 7.

Existe um tipo de redes neuronais que é treinada utilizando regressdo ndo linear. Estas
redes sdo conhecidas por redes neuronais supervisionadas de regressdo. Por exemplo,

uma rede com duas camadas e uma tnica varidvel de resposta pode ter a forma

d
Camada escondida:  h; = f) Zw](-i)Xk + 77]('1)
k=1

Camada de resultados: Y = f® ij(?)hj + 7@
=1

onde d é o nimero de varidveis de entrada, e © é o nimero de unidades escondidas e,
por exemplo, f(V)(a) = tanh(a) e £ (a) = a. Os "pesos"w e o enviesamento 7 juntos ddo
origem ao vector de parametros desconhecidos do metamodelo, 6. Esta rede é treinada

minimizando a soma dos quadrados dos erros

n

> i £(X;,0)

i=1
onde

u d
f(X;,0) = Z wj(-Q)tanh Z u;j(.?Xi,C +nP ) + 0@,
Jj=1 k=1

Quanto mais camadas a rede apresentar, maior serd a instabilidade numérica, na mini-
mizagdo do erro, e mais dificil serd o célculo da fun¢do aproximadora f. Se conside-
rarmos apenas uma camada e uma tnica varidvel de resposta, entdo a rede neuronal
supervisionada de regressao reduz-se ao metamodelo de regressdo ndo linear com que
iremos trabalhar. As redes neuronais supervisionadas de regressdo sdo mais vantajo-

sas que os metamodelos ndo lineares de regressdo, no que diz respeito a capacidade



de adaptacdo a forma de diversas fun¢des arbitrarias, com base em valores observados

(critério 2). Contudo, elas sdo menos vantajosas em relagdo aos critérios 1,4, 5 e 6.

2.2 Validacdao de metamodelos de regressao

Apo6s a estimagdo dos parametros desconhecidos do metamodelo, este apenas pode ser
utilizado para determinado fim (por exemplo, aproximagdo de uma superficie resposta,
previsao de respostas no sistema real ou optimizagdo do desempenho do sistema) se
ele aproximar suficientemente bem o programa de simulagdo. Por conseguinte, apds
o metamodelo ter sido estimado, é de extrema importancia averiguar se o hipotético
metamodelo ¢é, de facto, uma representacgdo precisa do modelo de simula¢do. Com este
objectivo e no contexto dos metamodelos lineares de regressdao em simulagao, tém sido
propostas diversas técnicas estatisticas de validagdo utilizadas na teoria cldssica da re-

gressdo linear.

Kleijnen propos um teste de falta de ajustamento para validar metamodelos de regres-
sdo linear em simulagdo digital [59]. Este procedimento utiliza informacdo adicional,
frequentemente disponivel em simulacdo, para obter estimativas independentes da va-
riancia da resposta em cada ponto experimental. Ele considera uma tnica resposta e
diversos factores de entrada. O contexto é qualquer técnica de andlise de resultados em
simulagdo em que o programa de simulagdo seja executado uma tnica vez tal como os
métodos das médias de lotes, espectral, etc. O procedimento investigado neste artigo é
baseado na seguinte aproximacao, geralmente utilizada em ciéncia quando da validagao

de um modelo:
(1) Estimar o modelo;
(2) Usar o modelo estimado para prever novas observacdes;

(3) Comparar os valores previstos com as observagdes novas reais. Entenda-se por ob-

servagdes novas reais uma ou mais novas observag¢des ndo usadas na estimacdo dos



parametros do modelo. Para esta comparacao, Kleijnen propos a familiar estatistica ¢ de
Student. Esta estatistica inclui a variabilidade inerente das observacdes (de simulagao)

prevista e nova.

A estatistica ¢ é combinada com um "truque’ para obter muitas observagdes ‘"novas’ para
validacdo, chamado validagdo cruzada. Kleijnen esclarece que este truque é o mesmo
que a validagdo cruzada discutida em muitos artigos estatisticos como, por exemplo,
Allen [2] e Stone [112]. O que é novo, neste artigo, é a combinacdo que Kleijnen propde
entre a validacdo cruzada e o teste t. Para manter a taxa de erro vélida ao longo de toda

a experiéncia !, ele recorre a utilizacdo da desigualdade de Bonferroni.

Sao realizadas diversas experiéncias de Monte Carlo para estudar os erros o e 3 do pro-
cedimento de validagdo proposto. Os resultados experimentais sugerem que este pro-
cedimento vale a pena, no sentido em que é suficientemente interessante para justificar

o esfor¢o que foi dispendido no seu estudo.

Para testar a validade do metamodelo hipotético, Kleijnen propods a estatistica ¢ se-

guinte:
Y-V

Oy_v

t= (2.10)

onde Y é a previsdo da regressdo e &, _y denota o desvio padréo estimado de Y — V..
Este artigo investiga em detalhe o comportamento estatistico da estatistica ¢ proposta

utilizando uma aproximacdo de Monte Carlo.

Passemos agora a explicar o método, de validagao cruzada, proposto por Kleijnen. Su-

ponhamos n execugdes do programa de simulagdo produzindo
(X, Yi,600i=1,...,n,j=1,...,d} (2.11)

onde ¢; denota o desvio padrdo estimado da resposta Y;. O valor 6; é baseado na exe-
cucdo 7 do programa de simulagdo utilizando uma técnica tal como o método das mé-
dias de lotes, método espectral, etc. Se cada execugdo do programa de simulagdo usar

uma semente r diferente, entdo sabemos que as respostas Y; sdo independentes. Por

Lexperimentwise error rate



conseguinte, a matriz de varidncia-covaridncia ¥y de Y* = (V3,...,Y,) é dada por

Yy =diaglo?,...,02], onde 07 = E[67] comi=1,...,n.

A previsdo através do metamodelo de regressdo, baseada em resultados de regressao

padrao, é

A

Y, =X,0 (2.12)
onde  é o estimador dos minimos quadrados usuais
6= (X"X)"'X"Y. (2.13)
A matriz de varidncia-covariancia de 9, 3.5, € a seguinte:
¥, = (X'X) ' XTEy X(XTX) (2.14)

Por conseguinte

A

Var[Vj] = X; Z,X7. (2.15)

Logo o denominador da equacgéo (2.10) é

e~ A 1/2
by_y = (62 + Var[Vy]) (2.16)
onde
Var[Vj] = X; 2,X7, (2.17)
com

3, = (XTX) XT8y X(XTX) 1,

sendo Xy = diag[6?,...,62] (ver (2.11), (2.14) e (2.15)). A equacao (2.16) assume que

Y e Y sdo independentes. Esta exigéncia estatistica é automaticamente satisfeita se o

modelo de regressao é validado pelo seguinte método de validagdo cruzada:

(1) Eliminamos uma observacado, por exemplo a tltima n, o que resulta num conjunto

de n — 1 observagdes multidimensionais, denotado por

{X(—n): Yo Xy, } (2.18)



onde

Xll X12 P de
Xny = : : : : : (2.19)
Xn—l,l Xn—1,2 .. Xn—l,d
Além disso,
Y(T_n) =Y,..., Y1) (2.20)

e 2Y(7n) é uma matriz diagonal (n — 1) por (n — 1) obtida de ¥y eliminando as linha e

coluna n.

(2) Estimamos @ a partir das restantes observagdes (n — 1):
é(—n) = (XT—n)X(—n))ile—n)Y(—n)7 (221)

sendo

Za = Ko Xem) ™ X 2y Xon XX ) ™ (222)
(3) Prevemos a observagédo eliminada. Da equacao (2.12) vemos que Y, é prevista por

Yoiem = X0.0_n) (2.23)
onde X, = (Xu1,...,Xnd). A varidncia estimada da previsdo ffn(_n) segue de (2.17):
(2.24)
Observe-se que Y, e }Afn(,n) sdo estatisticamente independentes porque }Afn(,n), depende
de 9(,n) e este ndo depende dos dados relativos ao ponto experimental n.
(4) A seriedade do erro previsto é medido por
Yo — ﬁ](fn)

tn = — (2.25)
(62 + VarVacn))

(5) Em seguida, a regra da observagdo n — eliminada no passo 1 — é aplicada para cada
observagdo i (i = 1,...,n — 1). Daqui resultam n observacdes dependentes para ¢
definidas em (2.25); por exemplo, suponha-se que existe uma observagdo ‘selvagem’

y3, entdo ela afecta tanto 9(_1) como 9(_2), e torna t; e t, dependentes. Uma vez que o



modelo de regressdo postulado devera ser valido para todos 0s n pontos experimentais,
o modelo de regressdo é rejeitado sempre que o valor de alguma das n observag¢des em

¢ seja significativo. Por conseguinte, define-se a hipdtese nula

Hy: E[Yi_;] = E[Y]] i=1,...,n (2.26)
e rejeita-se Hy se
max [t;| > 1oe/2 (2.27)

onde t%/2 ¢ definido por
P(t > t%/?) =1 — P(t < t*/?), (2.28)

ou seja, é o valor ¢ critico ajustado para comparagdes multiplas usando a desigualdade
de Bonferroni. Isto é, para uma dada taxa de erro valida ao longo de toda a experiéncia,
ag, cada um dos n valores ¢; é testado a um nivel de significincia . onde o, = ag/n.
Por exemplo se n = 8 e ap = 20%, entdo o, = 2.5% e /2 = 1.25%. Em resumo

o, = —. (2.29)
n

Kleijnen salienta que se as n observacdes em t fossem independentes, entdo a desigual-
dade de Bonferroni ndo seria necessaria. A desigualdade de Bonferroni é conservadora,
porque garante que ap € igual ou inferior a na.. Para n estatisticas independentes ¢, é
facil garantir exactamente a taxa de erro valida ao longo de toda a experiéncia através
da resolucdo de (1 — ag) = (1 — a)". Além disso afirma que, para estatisticas ¢ inde-
pendentes, existem alternativas para max |¢;| (mas ndo necessariamente melhores), por

exemplo, > |t;| (ver Reynolds e Deaton [98]).

E importante salientar que, se o ntimero de observagdes é muito grande, entdo a va-
lidagdo cruzada pode ser restrita a menos que a permutacdo completa. Por exemplo,
o metamodelo pode ser validado num conjunto de pontos experimentais selecciona-
dos aleatoriamente. Além disso, ganhando tempo computacional e tempo de anélise, a
aproximagdo de Bonferroni torna-se menos conservadora. Contudo, é ignorada infor-

macao potencial.



Kleijnen observou que uma desvantagem do seu procedimento é a necessidade de fazer
um nimero grande de regressdes. Panis, Myers and Houck [94] extenderam o trabalho
de Kleijnen [59] e demonstraram que é possivel utilizar o teste de validagdo cruzada de
Kleijnen fazendo uma tnica regressdo. Além disso, também mostraram que a estatis-
tica, na qual o procedimento de Kleijnen se baseia, é andloga a estatistica de R de Stu-
dent utilizada frequentemente em diagndsticos de regressdo. Embora os autores sigam
a formulagdo do problema descrita em [59], uma resposta e vérios factores, o estudo é
feito no contexto do método das réplicas independentes. Outro resultado importante é
a extensdo do procedimento de Kleijnen para incluir minimos quadrados ponderados
(neste caso, eles também conseguem utilizar o procedimento com uma tnica regres-
sao). E possivel obter este resultado porque Kleijnen, Brent e Brouwers [63] descobri-

ram que em simula¢do os minimos quadrados ponderados, usando os pesos 1/52

, dao
estimadores mais precisos para 6. Por conseguinte, a estatistica ¢ pode ser baseada em
minimos quadrados ponderados em vez de minimos quadrados usuais. Tanto para os
minimos quadrados ponderados como para os usuais, sdo desenvolvidas extensdes das
ferramentas de diagndstico de regressdao modernas, para complementar as estratégias

tradicionais de inferéncia para construcdo de modelos.

Considere-se o problema proposto por Kleijnen em [59], mas em que o estudo é feito
com base no método das réplicas independentes. Como consequéncia, a resposta de

interesse é tipicamente a média Y; . O metamodelo utilizado ¢ um modelo linear
Y =X0 +e.

O procedimento de validacdo, sugerido por Kleijnen, necessita de n operacdes de elimi-
nagdo de pontos experimentais. Embora fazer as n regressoes seja relativamente barato
do ponto de vista computacional, é um processo pouco eficiente e demorado, especial-
mente quando o nimero de observagdes é grande. Kleijnen sugere que, quando uma
situacdo deste tipo acontece, pode-se considerar a permutagdo num subconjunto dos n
pontos experimentais. Contudo, ele salienta que, uma desvantagem desta estratégia é
a potencial perda de informagdo disponivel. Felizmente, Pannis, Myers e Houck [94]

conseguiram ultrapassar esta dificuldade demonstrando que a estatistica (2.25) pode



ser escrita na forma

ti =
O'Z(l — hii)lﬂ

onde h; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz "chapéu"

(2.30)

H = X(XTX) !XT (ver [87, pagina 209]). Por conseguinte, o analista ndo tem a ne-

cessidade de fazer n regressdes distintas.

Os autores salientam que, observando este resultado importante, conclui-se que a esta-
tistica-t é uma simples padronizagio do residuo usual, e; = ¥;. — ;, calculado a partir
do conjunto de observagdes completo. Com a excepgdo de 6;, a expressdo anterior € a
estatistica R de Student usada em diagnésticos de regressdo. Sob a hip6tese de homoge-
neidade de variancia ;, para R de Student, é a raiz quadrada do erro quadrético médio
calculado sem utilizar a i-ésima observacdo, enquanto que a estatistica ¢ de Kleijnen
utiliza informacao adicional, apenas presente na modelagdo no contexto da simulagéo,
para produzir este estimador. Se as r observagdes, nas quais este estimador 4; se baseia,
forem independentes e normalmente distribuidas, entdo (2.30) segue uma distribuigao
t com r — 1 graus de liberdade, desde que a hipétese nula (2.26) do teste de Kleijnen se

verifique.

Considere-se 0 caso em que se utiliza a estimagdo através dos minimos quadrados usu-
ais embora as variancias dos erros sejam desiguais para observagdes correspondentes
a pontos experimentais distintos. Nesta situa¢do, ainda podemos utilizar o resultado
(2.30), uma vez que os h;; continuam a ser os elementos da diagonal principal da ma-
triz "chapéu"X(X*X)'X*. Isto é, ndo precisamos fazer n regressdes para calcular ¢;,

1=1,...,n.

Contudo, em caso de heterogeneidade da variancia nos pontos experimentais, é mais
usual estimar a matriz de varidncia-covariancia X¥y. O estimador que se obtém, ao
substituir Ty por Xy = diag[4?, 52, .. .,452] no estimador dos minimos quadrados pon-
derados

0= (XT2y'X) T XTESY,
designa-se por estimador dos minimos quadrados ponderados estimados e é dado por:

~ Tey—L -1 -1
0= (X > X) XT3LY. (2.31)



Definindo

W = diag[1/61,1/65,...,1/64),

Pannis, Myers e Houck [94] adaptam, da seguinte forma, o procedimento de validagdo

cruzada de Kleijnen:
(1) Calcular o estimador dos minimos quadrados ponderados estimados (2.31).

(2) Construir a matriz "chapéu"modificada
. 1.\ -1 .
H' = WX (XTEY1X> XTWT.

(3) Calcular os valores

Yi_A

. 2
— 6i(1 = hy)l2

;=

2

i=1,2,...,n.

O teste de Kleijnen é realizado com base em (2.27), com ¢; substituido por ;.

Em [94] salienta-se que, as simplificagdes computacionais que sdo introduzidas para ¢;,
no caso do método dos minimos quadrados usuais, e ¢y no caso dos minimos quadrados
ponderados, necessitam que a matriz de dispersdo das respostas ¥y, ou a sua matriz
estimada 3y, seja diagonal. Como consequéncia, estas técnicas computacionais apenas

podem ser aplicadas a sequéncias independentes.

Os autores consideram particularmente importante compreender o papel desempenhado
pelas técnicas de diagndéstico na construgdo de metamodelos de simulacdo. Referem que
Myers [83] observa que estes diagnésticos sdo um suplemento inestimdvel para testes
de hipéteses formais e técnicas de ajuste de modelos. Isto deve-se ao facto de outras
ferramentas falharem frequentemente na constru¢do de modelos utilizdveis. Quando
rejeitamos um modelo num sentido tradicional, os procedimentos padrdo, tais como
testes de hipéteses, falham no que diz respeito a dar informacédo de porque é que o mo-
delo falha ou a sugerir representagdes alternativas. Mesmo quando o modelo hipotético
ndo é rejeitado, podemos sempre argumentar que é necessdria avaliacdo adicional. Eles
créem que as ferramentas de diagndstico permitem preencher o espaco deixado vazio,

com muito pouco esfor¢o computacional.



Uma alternativa, para testar se o metamodelo de regressdo é vélido, é o teste F' de falta
de ajustamento ? que compara dois estimadores com a mesma variancia, o2 (ver, por
exemplo, [66] [57] e [61]). Este teste, na literatura cldssica sobre projecto de experién-
cias, assume que D[Y] = ¢?I. Kleijnen [61] levou a cabo uma experiéncia de Monte
Carlo para estudar alguns exemplos em que esta condigdo se verifica. O teste F' cldssico
compara os residuos estimados (reflectindo falta de ajustamento) com o estimador de
variancia 62:

m (Y — Xé)T (Y - Xé) , (2.32)

Fompnr—1) = m

onde

Rao [97] generalizou este teste para poder ser utilizado com minimos quadrados gene-
ralizados:
Fn—m r—n4+m — r(r il m)
’ (n—m)(r—1)

(Y _ Xé)T s (Y - Xé) , (2.33)

onde 3 é dado por (2.7). Neste teste, assume-se que n > m = rank(X) e r > n, para que
3} seja nao singular. Qualquer que seja o aspecto da matriz de variancia-covariancia, um
ajuste perfeito (ou seja, Y = X@) implica F' = 0 e, por conseguinte, o metamodelo nao é
rejeitado. Além disso, quando r tende para infinito, tanto (2.32) como (2.33) convergem
em distribuigdo para x2 ,,/(n — m) se o metamodelo assumido for correcto. Nos casos
em que a varidncia dos erros ndo varia ao longo dos pontos experimentais, é preferivel
utilizar a estatistica (2.32), em vez de (2.33), uma vez que (2.32) tem maior poténcia de

teste: n(r — 1) > r — n + m. Uma exigéncia técnica para ambos os testes é que n > m.

Kleijnen utilizou o teste de Rao no contexto dos niimeros aleatérios comuns em simula-
¢do [61] e provou, através de uma experiéncia exaustiva de Monte Carlo, que este teste
é melhor que o teste de validagdo cruzada [59] se as respostas do modelo de simula-
¢do tiverem distribui¢do simétrica, por exemplo, distribuicdo normal ou uniforme; se,
por outro lado, as respostas possuirem uma distribuigdo assimétrica, por exemplo log-

normal, entdo é melhor utilizar o teste de validagdo cruzada. Além disso, apresentou

2lack-of-fit



e comparou diversos procedimentos para construcdo de intervalos de confianga. No
contexto da estratégia de Schruben-Margolin e no caso em que a distribui¢do dos erros
é normal multivariada, mas a estrutura de covaridncia X é desconhecida, Tew e Wilson
[113] também propdem o teste de Rao de falta de ajustamento. Embora estes autores
ndo tenham realizado um estudo tdo exaustivo quanto o de Kleijnen, eles confirmaram

as conclusodes gerais nos varios estudos limitados que fizeram (ver também [111]).

Para terminar esta seccdo, referimos um artigo que salienta a utilidade de desenvolver
um metamodelo ndo linear, como modelo auxiliar do modelo de simulagdo, e que d4
énfase a importancia de validar o metamodelo com o objectivo de determinar se, de
facto, ele aproxima convenientemente bem a relacdo entre os dados e os resultados de
um programa de simulacdo [37]. O modelo (ou programa) de simula¢do possui uma
Unica resposta, diversos factores e é estudado no contexto das réplicas independentes.
O exemplo utilizado para ilustragdo é o sistema M/M/s, com 1 e 2 servidores e uma
Unica fila de espera. Os clientes chegam ao sistema de acordo com um processo de Pois-
son com taxa de chegadas constante \ e os tempos de servigo seguem uma distribuicdo
exponencial com média 1/y. A medida de desempenho que nos interessa analisar é
a média do comprimento da fila E[CF] (ntimero de clientes na fila que esperam aten-
dimento). A duragdo das simulag¢des foi de quinze semanas e foram simuladas seis
configuragdes diferentes do sistema, utilizando diversos valores de A, p e s. Foram re-
alizadas 20 réplicas de cada configuracdo do sistema (ponto experimental), resultando

em 120 observacdes.

A contribui¢do mais importante, no contexto deste trabalho, é a utilizagdo de um meta-
modelo nao linear para ajustar um metamodelo de simulacdo. Esse metamodelo, em-
bora sendo ndo linear, é linearizavel. Por conseguinte, o estudo é feito a partir do meta-
modelo linearizado sendo depois aplicados procedimentos de regressao linear. Também
é importante a discussao e ilustragdo do uso de duas técnicas de validagdo, uma em que

um terco da amostra é posta de parte e o chamado método de validagdo cruzada dupla.

Numa primeira abordagem, os autores tentaram um ajuste através de um metamodelo

linear de regressdo, com E[CF]| como varidvel dependente e, como varidveis indepen-



dentes, os trés efeitos A, p e s e alguns efeitos de interac¢do. Através do teste F' de falta
de ajustamento, chegaram a conclusdo que o metamodelo hipotético ndo aproximava de
forma alguma a relagdo entre os dados e os resultados do programa de simulacdo. Pen-
saram entdo que a presenca de um termo de falta de ajustamento significativo poderia
ser devido a uma selec¢do inadequada do metamodelo, por exemplo o uso de um meta-
modelo linear em vez de nao linear, ou a omissdo de uma ou mais variaveis cruciais. O
erro puro deve-se a flutuagdes aleatérias da varidvel resposta. Os autores salientam que
este tipo de mau ajustamento é frequente quando se ajustam resultados de simulagdo
provenientes de sistemas de filas de espera onde ), 11 e s se relacionam de forma nao

linear. Por conseguinte, propuseram a seguinte relacdo nao linear:

A2
E[CF]; = aﬁw, i=1,...,n, (2.34)
(2 7
onde v; é o erro e a, 0, 65 e 6, sdo os pardmetros do modelo. A linearizagdo do modelo

anterior é obtida aplicando logaritmos em ambos 0s membros:
ImE[CF]; =lna+6yIn)\; —O31np; — O, 1ns; + Inv;.
Este modelo linearizado pode ser escrito na forma
Yi=0+ 0, X5 — 03X;3 — 0, X4 + €, (2.35)

onde foi feita a mudanca de varidveis: Y; = InE[CF];, 6; = Ina, X;5 = In)\;, X3 = In y;,
Xis =Ins; e ¢ = Iny;. O modelo (2.34) ndo foi rejeitado. Para tomar esta decisdo, foram
realizados o teste F' (para testar a falta de ajustamento) e os testes com um terco da
amostra posta de parte e de dupla validacdo cruzada (para testar a capacidade previsiva

do metamodelo).

2.3 Técnicas de reducao de varidncia

Originalmente, as técnicas de redugdo de varidncia foram desenvolvidas, nos primei-

ros anos dos computadores, com o objectivo de reduzir o erro em problemas de Monte



Carlo, tais como o calculo de integrais multiplos e o estudo de distribui¢des amostrais
[46]. Contudo, muitas destas técnicas originais de redugdo de varidncia ndo podem ser
aplicadas directamente a experiéncias de simulagdo de sistemas dinamicos complexos.
Nesta secc¢do, é dada uma descrigdo geral sobre as técnicas de redugao de variancia que
foram desenvolvidas para, ou adaptadas a, simulagao digital. Além disso, sdo dadas re-
feréncias e discutem-se os trabalhos mais recentes ou importantes nesta area (de acordo
com o ponto de vista e conhecimento do autor). Estudos e descri¢des mais aprofun-
dadas encontram-se, por exemplo, nos trabalhos de L'Ecuyer[75], Nelson e Schmeiser
[86] e Wilson [123]. Estes trabalhos contém vastas bibliografias e, em particular, os dois
altimos fornecem boas taxonomias de técnicas de reducdo de variancia. Também outras
boas introdug¢des nesta drea podem ser encontradas, por exemplo, nos livros de Law e

Kelton [73, Capitulo 11] e [54, Capitulo 3], entre outros.

Frequentemente, o objectivo de uma experiéncia de simulacdo estocastica é estimar a
média da resposta Y (uy = E[Y]). A maneira mais simples de estimar py, a partir da

sequéncia de observagdes recolhidas Y7, Y5, ..., Y}, é calcular a média aritmética:

i=1

O enviesamento, a varidncia e o erro quadrdtico médio (MSE) do estimador Y sdo respecti-

Y =

S|

vamente,
Enviesamento[Y] = E[Y — uy]
o’lY] = E[Y —E[Y])’]
MSE[Y] = E[(Y - pv)’]
Note-se que, a partir destas defini¢des,
MSE[Y] = (Enviesamento[Y])? + o*[Y].

Assume-se que o custo (isto é, tempo de CPU) para calcular Y é também uma varidvel
aleatéria C(Y'). Definimos eficiéncia de Y por (ver, por exemplo, [75])

_ 1
BE(Y) = MSE[Y]E[C(Y)]

(2.36)



Neste contexto, para dois estimadores Y e Y (§), dizemos que Y (§) é mais eficiente que
Y se Eff(Y) < Eff(Y()). Melhorar a eficiéncia significa encontrar um outro estimador,
Y (6), que seja mais eficiente que o utilizado mais vulgarmente Y. Em geral, ambos
os estimadores sdo ndo enviesados e tém aproximadamente os mesmos custos compu-
tacionais. Por conseguinte, melhorar a eficiéncia é equivalente a reduzir a variancia.
Contudo, a eficiéncia pode por vezes ser melhorada através do aumento de varidncia

[75], mas este tema esta fora do contexto da nossa investigagao.

O critério de eficiéncia (2.36) é uma das muitas possibilidades de medidas de eficiéncia,
mas é um dos mais utilizados na literatura especializada [43]. Ele estd em concordancia
com a hipétese de ndo enviesamento dos estimadores. Mais precisamente, na auséncia
de enviesamento, este critério é invariante em relagdo ao niimero de réplicas para cal-
cular o estimador; se se duplicar o ntimero de réplicas entdo cai para metade o valor da

variancia e duplica o esfor¢co computacional, logo o valor de Eff néo é alterado.

As técnicas de reducdo de varidncia podem ser agrupadas em trés classes principais, as
P P

quais sdo descritas nas trés secgdes seguintes: métodos de correlacdo, métodos de im-

portancia e métodos de substituigdo; é também usual combinar varios destes métodos

simultaneamente.

1. Métodos de correlacio Os métodos de correlacdo incluem trés técnicas que tiram
proveito da correlacdo linear entre as respostas do modelo de simulagdo, para assim
se conseguir um aumento de eficiéncia. As técnicas dos niimeros aleatérios comuns e
das varidveis antitéticas necessitam que o experimentador induza correlagdo positiva
e negativa respectivamente, dentro dos blocos das execu¢des do programa de simu-
lagdo, por forma a forcar uma dependéncia funcional ou estocastica apropriada entre
as variaveis de entrada utilizadas em cada execugdo do programa de simulacdo. Por
esse motivo, sdo conhecidas como métodos de correlacao induzida. O método dos nu-
meros aleatérios comuns utiliza-se para comparar um ou mais sistemas relacionados,
enquanto que o segundo, tal como todos os outros métodos de redugdo de variadncia,

é utilizado para estimar uma medida de desempenho de um sistema individual. Em



alternativa a inducéo de correlagéo, a técnica das varidveis de controlo utiliza métodos
de regressdo para explorar uma determinada correlagao inerente entre a resposta e um
determinado vector de variaveis aleat6rias concomitantes, com média conhecida, que é

observado em cada execugdo do programa de simulacao.

O método dos ntiimeros aleatérios comuns é normalmente a técnica mais utilizada para
comparar dois ou mais sistemas alternativos, sujeitando-os ao mesmo ambiente expe-
rimental (ver, por exemplo, [125]). A ideia é que se deve comparar configurac¢des al-
ternativas sob condi¢des experimentais semelhantes de forma a que se possa ter mais
confianca que as diferengas observadas no desempenho sdo devidas a diferencas na
configuragdo do sistema e ndo a flutuagdes das condigdes experimentais. Em simulagdo
digital, estas condi¢des experimentais sdo consequéncia das varidveis aleatdrias geradas
para conduzir as simula¢des. O nome deste método vem da possibilidade de utilizar,
em muitas situagdes, os mesmos ntmeros aleatérios (com distribuicdo uniforme entre
zero e um) para simular ao longo do tempo cada uma das configuracdes alternativas.
Embora esta técnica nem sempre resulte, Glasserman e Yao [40] estudaram um tipo de

situagdo no qual ela funciona extremamente bem.

A ideia do método das varidveis antitéticas é construir pares de execugdes do programa
de simulagdo, de tal forma que uma observagdo, com valor baixo numa das execugdes
do par, tende a ser compensada por outra, com um valor elevado na outra execugéo.
Neste caso, as duas observagdes estdo correlacionadas negativamente. Assim, ao usar
a média das duas observagdes, como um ponto para andlise, este tenderd a estar mais
perto da média, que se pretende estimar, que cada uma das observagdes individuais.
Este método tenta induzir correlacdo negativa, gerando nimeros aleatérios comple-
mentares para conduzir as simula¢des dentro de cada par. Crawford e Gallwey [27]
descrevem este método, incluindo bibliografia sobre trabalhos importantes, desde a al-

tura do seu aparecimento em 1956.

O método das varidveis de controlo foi referenciado, pela primeira vez, em 1937 [117].
Como ja foi referido anteriormente, a reducdo de varidncia obtém-se utilizando técni-

cas estatisticas de anélise de regressdo. O método das varidveis de controlo é uma das



mais populares técnicas de redugdo de variancia, porque as varidveis de controlo con-
comitantes estdo sempre disponiveis em simulagdo digital (ver, por exemplo, [70], [116],
[89], [85], [90] e [48]). Por conseguinte, ndo existe a necessidade de alterar o plano de
amostragem. E uma técnica a posteriori para reduzir o erro dos estimadores e permite-
-nos observar o comportamento natural (ndo forcado) do sistema ao longo do tempo

(simulado).

Também é possivel obter redugao de varidncia através da utilizagao de variaveis de con-
trolo externas, ou seja, varidveis observadas em experiéncias de simulacdo auxiliares.
Este caso exige experimentagdo com versdes simplificadas do sistema. A grande des-
vantagem é que a simplificacdo pode perturbar a relagdo entre as varidveis de controlo

e as respostas do modelo original. Além disso, torna a técnica mais dispendiosa.

2. Métodos de importancia Esta classe de métodos inclui, a amostragem de importan-
cia, a amostragem estratificada, a amostragem sistematica, o Monte Carlo condicional
e a amostragem hipercibica latina; pode-se encontrar uma discussdo detalhada sobre
estes métodos em [123]. Numa simulagdo, a maior parte da contribuigdo para o valor
global do pardmetro de interesse vem, de uma maneira geral, de um ou mais subcon-
juntos importantes do dominio dos dados (espago amostral). A ideia destes métodos é
concentrar a amostragem nestes subconjuntos (mudando a(s) lei(s) de probabilidade)
e, por conseguinte, obter estimadores mais precisos. Existem diversos métodos perten-
centes a classe da amostragem de importancia, mas a roleta russa e a reparticao sao os
que melhor se adaptam a simulacdo com acontecimentos discretos, porque sao aplica-
dos dinamicamente ao longo do tempo de simulacdo [80]. Enquanto que a técnica das
varidveis de controlo é eficaz quando existe uma relacdo linear forte entre a resposta e
as varidveis de controlo (com média conhecida), a amostragem estratificada explora o
total conhecimento a priori das distribui¢des das varidveis de controlo, conseguindo-se a
redugdo de varidncia, qualquer que seja a relagdo entre a resposta e as varidveis de con-
trolo. Como uma alternativa para assegurar que as regides de importancia estdo devi-
damente representadas, a amostragem sistemética forca amostragem uniforme ao longo

do dominio de interesse através de o dividir em estratos congruentes, de tal forma que



um ponto amostrado aleatoriamente num estrato identifica automaticamente o ponto
amostral correspondente em cada estrato. O método Monte Carlo condicional consiste
em converter um problema de estimacgao, expresso como uma esperanca condicionada,
noutro problema, expresso como uma esperan¢a ndo condicionada (ou vice-versa). A
amostragem hiperctibica latina foi sugerida como uma técnica de redugado de varidncia,
mas também pode ser vista como uma técnica de varrimento 3. Neste técnica, a selec-
¢do dos valores amostrais é fortemente controlada, embora ainda os deixando variar. A
ideia base deste método consiste em fazer uma estratificagdo completa da distribuicdo

amostral com uma selecc¢do aleatéria dentro de cada estrato.

3. Métodos de substituicio Existem, referenciados na literatura, dois métodos de
substituicdo: esperancas condicionadas e estimacdo indirecta. O método das espe-
rancas condicionadas é frequentemente denominado de Monte Carlo condicional. Con-
tudo, Monte Carlo condicional também se refere a uma técnica de amostragem desen-
volvida por Trotter e Tukey em 1956 e que foi referida atrds como pertencente a classe
dos métodos de importancia. Aqui, o termo fica reservado para essa técnica e a ex-
pressdo esperancas condicionadas é utilizada para o que Law e Kelton [73, Secgdo 11.6]
designam por condicionamento. Esta técnica tira partido de alguma propriedade espe-
cial, existente na estrutura do modelo, com o objectivo de substituir um estimador, de
uma determinada quantidade, pelo seu valor analitico exacto. Eliminando esta compo-
nente aleatdria, espera-se que a varidncia da resposta seja menor (véarios exemplos desta

técnica podem ser encontrados, por exemplo, em [73]).

A estimacdo indirecta foi desenvolvida no ambito da simulagdo de filas de espera para
estudar medidas de desempenho tais como, por exemplo, as médias dos tempos de es-
pera na fila e no sistema e o comprimento médio da fila. Alguns autores como, por
exemplo, Carson e Law [18] e Glynn e Whitt [42] apresentam demonstra¢des que pro-
vam que se obtém redugdes de variancia neste tipo de modelos, mas a ideia base do

método pode ser aplicdvel a outros problemas. Suponha-se que pretendemos estimar

3screening



uma determinada média, i1, que pode ser expressa como uma fungdo, conhecida, de
uma outra quantidade, p: © = f(p). Pode ser mais eficiente estimar p, em vez de y, e

depois aplicar a transformagdo f ao estimador de p.

2.3.1 Analise comparativa

Nesta secgdo, apresenta-se uma discussao sobre as diversas técnicas de reducdo de va-
riancia.

A grande desvantagem dos métodos de importancia é que recorrem a distor¢ao da(s)
lei(s) probabilistica(s) que rege(m) os dados. Por conseguinte, ndo devem ser aplica-
dos se se pretender observar o comportamento natural do sistema. Outra grande des-
vantagem, talvez a maior, é que estes métodos sdo, em geral, extremamente sensiveis
a escolha da distribuicdo de importancia. Uma mad escolha pode facilmente produzir
um acréscimo na variancia [75, Secc¢do 6]. A distribui¢do de importancia é escolhida por
forma a imitar a relacdo entre os dados (aleatérios) e a resposta do sistema. Deste modo,
€ necessario ter um conhecimento detalhado dessa relagdo. Tal é quase impossivel em
simulagdes realistas de acontecimentos discretos, onde o comportamento dindmico ao

longo do tempo (simulado) pode ser extremamente complexo.

Os métodos de substitui¢do tém a desvantagem de nado se poder assegurar uma redugdo
de varidncia. Estas técnicas sdo muito dependentes do modelo. Por exemplo, ao usar a
estimagdo indirecta, no caso das filas de espera, existem relagdes teéricas que permitem

descobrir f. Mas, no caso de outros modelos mais gerais, isso pode nao ser facil.

Os métodos de correlacdo induzida tém a desvantagem, tal como os métodos de im-
portancia, de exigir a distor¢do do processo aleatério de entrada de dados. Além disso,
nem sempre se consegue garantir a correlacdo positiva ou negativa e, em certos casos,

quando se consegue, pode ser extremamente trabalhoso calcular a covariancia a priori.

Utilizando o método das varidveis de controlo, é possivel conseguir redu¢des na vari-
ancia apreciaveis através da escolha cuidadosa de varidveis de controlo apropriadas, no

sentido em que se relacionam moderadamente com a resposta [90]. Uma desvantagem



desta técnica é que, se a correlagdo entre a resposta e as varidveis de controlo tiver um

valor baixo, entdo pode ocorrer um aumento de variancia.

A técnica das varidveis de controlo é uma das técnicas mais promissoras, dentro dos
métodos de reducdo de variancia, em termos do seu potencial uso alargado e foi ela a
escolhida para esta investigacdo. Outras razdes, para esta escolha, sdo a grande gene-
ralidade do método, a actual investigacdo na drea, a adequacdo da técnica a simulagao
digital e o grande potencial que ela parece ter nas aplicagdes praticas [92, 89, 14]. Além
disso, esta técnica ndo é intrusiva (ndo requer a distor¢do do processo estocéstico) e é

facil de implementar.

A area das técnicas de redugdo de varidncia é de grande actualidade, uma vez que ndo
param de surgir trabalhos de investigacdo nesta drea. Existem duas formas de obter
maior redugdo de varidncia em experiéncias de simula¢do: uma é generalizar méto-
dos de reducdo de varidncia conhecidos e outra é utilizar métodos combinados, isto
é, usar diversas técnicas de redugdo de varidncia simultaneamente. Por exemplo, foi
referido anteriormente que uma das condi¢des do método das varidveis de controlo é
que a média das varidveis de controlo seja conhecida. Schmeiser, Taaffe e Wang [102]
estudaram a técnica relaxando esta hipétese. Esta relaxacdo, ou método das varidveis
de controlo enviesadas, obtém-se substituindo as médias desconhecidas por aproxima-
¢des das mesmas. Os autores concluiram que, quando o coeficiente de controlo éptimo
(coeficiente que minimiza a variancia do estimador obtido através do método das varia-
veis de controlo enviesadas) é conhecido, o valor da eficiéncia é elevado se a correlacao
induzida também for, sendo a reducdo dependente do tempo de computacdo, duragéo
da simulacdo e erro de analise (diferenca entre o vector média desconhecido e a sua
aproximagao). Quando o coeficiente de controlo é desconhecido, eles analisaram dois
estimadores e descobriram que s6 havia vantagem, na utilizacdo da técnica proposta,
em determinados casos particulares de experiéncias de simula¢do. Contudo, os autores
créem que é possivel melhorar esta técnica, encontrando melhores estimadores para o
coeficiente de controlo 6ptimo. Shih e Song [110] provaram que, sob determinadas con-

di¢des, a aplicacdo do método das varidveis de controlo (mas em que as varidveis de



controlo, em vez de serem independentes, sdo correlacionadas) pode melhorar a preci-
sdo dos estimadores; contudo, os resultados empiricos que obtiveram ndo mostraram
melhoria de precisdo significativa. Avramidis e Wilson [7] apresentaram uma técnica
de indugdo de correlacdo negativa que é uma generalizacdo do método das variaveis
antitéticas. Esta técnica tem como casos particulares o0 método das varidveis antitéticas
e a amostragem hiperctibica latina e garante a reducdo de variancia sob determinadas

condicdes de regularidade.

Em relagdo aos métodos combinados, Kwon e Tew [68] apresentaram trés métodos, para
combinar as técnicas das varidveis antitéticas e varidveis de controlo, que podem ser
facilmente realizadas numa experiéncia de simulagdo, sem trabalho adicional significa-
tivo de programacdo (ver, também, [124] e [93]). Sob determinadas condi¢des gerais,
estes métodos combinados tém desempenho superior (estimador com menor varian-
cia), comparativamente com o método das varidveis de controlo. Os resultados teéricos
foram suportados por experimentacdo numérica que também mostrou que, se as hi-
poteses exigidas ndo forem satisfeitas, entdo pode ndo se obter qualquer melhoria em

relacdo ao método das variaveis de controlo.

2.4 Meétodo das variaveis de controlo

A situacdo mais simples, em que se aplicam varidveis de controlo como técnica de re-
dugdo de varidncia, é quando se utiliza uma tnica varidvel de controlo (concomitante

com média conhecida) e a resposta com interesse é univariada.

Na Figura 2.1, ilustra-se o caso mais simples, em que o objectivo é estimar a média da
resposta Y (uy = E[Y]). Um exemplo desta situa¢do poderia ser o estudo da média do
tempo de espera para os primeiros n = 500 clientes numa fila M /M /1 (Y), utilizando

como varidvel de controlo o tempo médio de servigo na fila (C). Vimos anteriormente
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- Modelo Y, (Resposta)
Dados de
. Simulagéo C, (Variavel de controlo)

Figura 2.1: Conceito de varidvel de controlo.

que, a maneira mais simples de estimar py, a partir da sequéncia de observagdes reco-

lhidas Y3, Y3, ..., Y, é calcular a média aritmética das observagoes:

o _1g '
fr =2 Vi=Y.
i=1
A variancia de fiy é dada por Var|iy] = 0% /n. Se se tiver em conta a variével de controlo,

entdo consideram-se as observacgoes controladas

Y;((ZS):Y;_QS(CZ_,UJC)’ 7;:1’2:"'1na

o que dé origem ao estimador controlado
- BN '
fiv(¢) = = D Yi(¢) =Y (9).
i=1
Para qualquer escalar fixo ¢, o estimador controlado

Y(¢) =Y —o(C — pe)

é ndo enviesado

E[Y (¢)] = E[Y]

com variancia

Var[Y (¢)] = Var[Y] + ¢*Var[C] — 2¢Cov[Y, C]. (2.37)

O coeficiente de controlo 6ptimo (no sentido em que torna a varidncia minima), ¢, pode
ser obtido minimizando (2.37), ou seja, resolvendo a equagao
d

%Var[Y(qﬁ)] s = 05



cuja solugdo é:

Cov[Y, C]
0= —/———. 2.38
Var|C] (2.38)
A varidncia minima, que pode ser obtida através de uma resposta controlada, é dada
por
Var[Y (8)] = Var[Y](1 — p3-c),
onde

CovlY, C]

e = NarYVarlC]

é o coeficiente de correlagio entre Y e C.

A quantidade 1 — p? é a chamada razdo minima entre variancias. E o factor pelo qual
a variancia de Y, Var[Y|, podera ser reduzida se o coeficiente ¢ for conhecido. Na maior
parte das situagdes § tem de ser estimado. Para isso, procede-se da seguinte forma: Se Y’
e C tiverem distribui¢do normal conjunta, a distribuicdo condicional de' Y dado C' é também
normal:

Y‘C:CNN(My+5(C_MC)aU?)a

com 02 = 0%(1 — p3) e 02 = Var[Y]. Por conseguinte, existe uma regressio linear de Y

em C. Dado C; = ¢; tem-se
E:MY+5(Ci_MC)+eia 7::1’2a"'ana

onde os residuos ¢; sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,

com distribui¢do €; ~ N (0, 02).

Para estimar os parametros desconhecidos, jiy e §, pode-se utilizar os métodos da ma-
xima verosimilhanga ou minimos quadrados (quer a distribui¢do dos erros seja normal
ou nao, o estimador de méxima verosimilhanca coincide com o estimador obtido através
do método dos minimos quadrados). O método dos minimos quadrados, para estimar
pardmetros dos modelos, tem sido largamente utilizado em estatistica. A sua maior
vantagem é ser facilmente tratdvel analiticamente. Além disso, os estimadores dos mi-
nimos quadrados possuem algumas propriedades convenientes, como por exemplo, o
facto de, sob determinadas condi¢oes, serem os estimadores ndo enviesados com vari-

ancia minima.



Ap6s aplicagdo do método dos minimos quadrados, obtém-se:

N

fiv(6) =Y (8) =Y —6(c — pc)

com )
5= >ialc—oi-Y)
5 - .
> iz (i — ©)?
Observe-se que § é simplesmente o estimador amostral do coeficiente 6ptimo de con-

trolo (2.38).

Para obter uma estimativa do erro, calcula-se o quadrado da média dos residuos

T n
2 €€ 1 ( ~ )2
(o n—2 n—29 ZZ 7 7 3 ( 39)
ondeV; = ﬂy(é) + S(ci — pc), comi=1,2,...,n. Pela teoria da regressdo, a variancia da

A

intercepg¢do, com o eixo dos YY’s, fiy(d) é dada por

NS _ _ 222:1(@_,“0)2 .
Var [,uy(é)\Ci =¢;| =0 S (-0 i=1,2,...,n.

Uma vez que ndo é conhecido o valor exacto de o2, apenas se consegue calcular uma

estimativa da variancia anterior:

2

Var [ﬂy(S)\Ci _ | = 522z~ po) i=1,2,...n,

g
€ n ._—2’
nZi:1(Cz c)
onde ¢ foi substituido pelo seu estimador (quadrado da média dos residuos ou erros
d ?f bstituid 1 t d drado d dia d d

dado em (2.39).

Seguindo Lavenberg, Moeller e Welch [69], para se ter uma ideia da eficiéncia do mé-
todo, mede-se a reducdo de variancia conseguida utilizando varidveis de controlo atra-
vés da razdo entre varidncias, 1. Se for conhecido o coeficiente de controlo 6ptimo, 4, a

razdo minima entre variancias, 7(J) é dada por

_ Var[Y ()]

n(d) = Var[V] (2.40)

O valor desta razdo indica a méxima redugdo de varidncia que é possivel obter com

varidveis de controlo. Contudo, tal como foi referido anteriormente, § necessita ser



estimado. Por conseguinte, em geral, é apenas possivel calcular a razdo entre variancias

associada ao estimador d:

— A

& Var[Y(9)]

n(6) = Var[v] (2.41)

A degradacdo da reducdo de variancia, pelo facto de § ter de ser estimado, pode ser

medida pelo factor de perda:

)
FP(6) = -2, (2.42
(0) ) )
Neste exemplo, obtém-se (ver [69])
77(5) =1 p%’C’a
A n—2
10) = (1= o),
e
A n—2
FP(5) = S,

onde p%.., é o coeficiente de correlagdo entre a resposta e a variavel de controlo.

Lavenberg, Moeller e Welch [69] estudaram a aplicagdo de diversas varidveis de con-
trolo, como técnica de redugdo de varidncia, na obtencdo de um estimador pontual e
na construcdo de intervalos de confianga para a média de uma tnica resposta de um
modelo de simulacdo. Este estudo foi realizado no contexto do método das réplicas
independentes. Os autores definiram as seguintes medidas de eficiéncia para o estima-
dor controlado da média: i) a razdo minima entre varidncias, que é o complemento da
percentagem maxima de redugdo na variancia, que pode ser obtida utilizando um de-
terminado conjunto de varidveis de controlo — ver (2.40); e ii) o factor de perda, que é
um menos a percentagem de aumento de varidncia, que ocorre quando o coeficiente de
controlo 6ptimo, J, é estimado pelo método dos minimos quadrados — ver (2.42). Por
conseguinte, a variancia do estimador controlado é o produto da razdo minima entre
varidncias, do factor de perda e da varidncia do estimador directo (estimador obtido
sem o auxilio das variaveis de controlo). Na formulagdo bésica sobre variaveis de con-
trolo, apresentada na seccao anterior, tem-se Var[Y (§)] = FP(8)Var[Y (6)]5(5)Var[Y]; ver
(2.40) e (2.41). Loh [78] extendeu o trabalho desenvolvido por Lavenberg, Moeller e



Welch a esquemas de varidveis de controlo ndo lineares. O autor concluiu que, sob de-
terminadas condi¢des de regularidade pouco exigentes, a melhor forma de combinar
variaveis de controlo com a resposta, considerando todas as combinacdes lineares e ndo
lineares possiveis, esta dentro da classe das relagdes lineares. Para um nimero de pon-
tos experimentais n, suficientemente grande, qualquer esquema de controlo nao linear é
equivalente a um esquema linear, do ponto de vista de reducdo de varidncia [42]. Como
resultado, neste trabalho, a relacdo entre a resposta e as diversas varidveis de controlo é

sempre linear.

O trabalho de Lavenberg, Moeller e Welch é sobre a estimacdo da média da resposta
para um valor fixo de cada varidvel de decisdo (relevante no sistema em estudo). No
contexto da constru¢do de um modelo linear de regressdo da resposta expressa em ter-
mos de um conjunto apropriado de varidveis explicativas (regressores), isto limita os
dados de simulacdo como sendo uma constante escalar fixa. Com o objectivo de ul-
trapassar esta limitacdo, Nozari, Arnold e Pegden [92] utilizam uma experiéncia de si-
mulagdo para estimar um modelo linear geral, em que a resposta depende de diversas
varidveis de decisdo que descrevem o sistema em estudo. Os autores consideram, como
exemplo de aplicagdo, um problema de trdfego de automoéveis. As medidas de eficién-
cia que utilizam ndo sdo as que foram definidas por Lavenberg, Moeller e Welch, sendo

analogas as usadas em [99].

Em Nozari, Arnold e Pegden [92] considera-se Y = (7, ..., Y,)? um vector n-dimensio-
nal de observagdes independentes e normalmente distribuidas, com variancia comum
o%,ondeY;, i =1,...,néobtido a partir da i-ésima execucdo do programa de simulagao.
O valor esperado de Y, £[Y], assume-se ser X8, onde X é uma matriz conhecida n x
m com rank m, e @ é um vector m-dimensional de parametros desconhecidos. Mais
especificamente,

Y ~ N, (X6,571,), (2.43)
onde I, denota a matriz identidade n dimensional.

Com a i-ésima observacdo Y;, é observado um vector aleatério de dimenséo q,

Ci. = (Ci,...,Ci)", cujo valor esperado é conhecido. Sem perda de generalidade,



assumimos que £[C; | = 0. Além disso, assume-se que

| | [ ot o]
“led o) o 5] o
onde y; é o valor esperado de Y, i.e., (u, ..., un)T = X60. Note-se que, por hipétese,

todos os C;. tém a mesma matriz de varidncia-covariancia e que oy, o vector linha

cujos elementos sdo as covaridncias entre Y; e os elementos de C;, ndo depende de . Se

considerarmos C = (CT, ..., CT)7, entdo iremos ter
Y
Z= ~ ~ Nn(q—|—1) (/-”Za EZ) ) (245)
C
onde ) -
|
0 Oy | 0 Oyc
EZ = —_— _— —_— _— —_— —_— _—
Ocy 0 | ZC 0
|
0 ocy | 0 Yo |

ou equivalentemente
O'%/In OycC ® In

Ocy &® In 2]C ® In

EZ:

Sendo ou ndo X, conhecida, sdo apresentados estimadores pontuais e intervalos de

confianga para 6 e sdo dados procedimentos para testar a hip6tese linear geral
Ho: AO =0 wersus H;:A@ #0,

onde A é uma matriz conhecida (m — k) x m com rank m — k. Sdo apresentadas vdrias
medidas de eficiéncia, para averiguar a eficdcia da utilizacdo das varidveis de controlo.
Além disso, sdo feitas consideragdes sobre a influéncia do factor de perda na seleccéo

das variaveis de controlo, recorrendo a alguns exemplos ilustrativos.



e Caso em que X, é conhecida Nesta situacdo, o estimador ndo enviesado com vari-

ancia minima de @ é
() = (X™X)"'XT [Y — (oveZg @ 1,) é} . (2.46)
e tem a seguinte distribuigdo:
0(8) ~ N, (6, 72(XTX) ™), (2.47)

onde 72 = o — O'YC'EEIO'C}/. Para estudar os efeitos das variaveis de controlo, obser-
vamos que, quando C é ignorado, o nosso modelo linear seré a relagdo (2.43), que é
um modelo linear vulgar com o3 conhecida. O estimador ndo enviesado com variancia
minima de 6 €, neste caso,

6= (X"X) X"y, (2.48)

e além disso

6 ~ N (8,03(X"X)7"). (2.49)

A medida de eficiéncia, utilizada pelos autores, é a matriz (comparar as relagdes (2.47)
e (2.49))
D[6] - D[O(8)] = (o7 — )(X"X)™!

que é sempre uma matriz definida positiva. Por conseguinte, quando a matriz 3, é
conhecida, é sempre melhor utilizar todas as varidveis de controlo disponiveis. Para
este cendrio, também é dada uma férmula para os intervalos de confianca simultaneos

de Scheffé.

e Caso em que X ; é desconhecida Neste caso, considera-se a distribui¢do condicional
Y;|Ci. ~N (,U'i + UYCEEICZ'.,T2) .

Se se definir a matriz de controlo



entdo, mostra-se que, o estimador controlado para 6 é dado por
6(6) = (XTX)"'X" [I, - C(CTPC)!CTP] Y,

onde P = I, — X(X*X)'X". Para discutir os efeitos das varidveis de controlo prova-se

que, sob as condi¢des da relacdo (2.45)esen—m —q—1> 0:

DB(5)] = %#(ﬂxrl. (2.50)

A partir deste resultado, observa-se que q ndo pode ser maior que n — m — 1, porque
nesse caso as variancias dos elementos de 6(8) nao sdo finitos. Por conseguinte, 0s au-
tores limitam a sua discussdo a situagdo em que q < n —m — 1. O resultado (2.50) é
um caso particular do Teorema 1 de Lavenberg, Moeller e Welch [69]; observe-se que, se
considerarmos m = 1 e X um vector coluna n-dimensional, entdo todos os seus elemen-
tos serdo iguais a 1 e obtém-se o resultado do teorema referido. Para avaliar o efeito das

varidveis de controlo, a medida de eficiéncia utilizada é, neste caso:

E interessante observar, na medida de eficiéncia anterior, a existéncia de um factor de
perda igual a
n—m-—1
n—m-q-—1

Para finalizar, também é dada uma férmula para os intervalos de confianca simultaneos.
Na perspectiva de utilizar varidveis de controlo para construir metamodelos ndo line-
ares de simulagao, generalizou-se o trabalho de Nozari, Arnold e Pegden para meta-
modelos em que a relagdo entre a resposta e as varidveis de decisdo é ndo linear, mas
em que as varidveis de controlo e a resposta se relacionam linearmente. Este tipo de
estudo é importante, porque existem diversas situagdes em que um metamodelo néo li-
near é o que consegue aproximar correctamente a relacdo entre a resposta e as varidveis

explicativas (ver a Secc¢do 2.1).



Capitulo 3

Metodologia para metamodelacao

Ao longo das tdltimas trés décadas, tem sido muito frequente a construgdo e utilizagdo
de metamodelos de regressdo linear, no contexto da simulagdo. Contudo, existem dois

inconvenientes que se tém vindo a verificar e que sdo discutidos em seguida.

(i) De uma maneira geral, os metamodelos utilizados em simulagdo tém sido meta-
modelos de regressdo linear polinomial. Acontece que, eles sdo pouco realistas e ndo
tém a capacidade de produzir ajustes satisfatorios a formas de fungdes regulares ar-
bitrdrias. Além disso, frequentemente, a previsdo destes metamodelos, fora da regido
experimental, ndo é satisfatria. Para ultrapassar esta dificuldade utilizam-se, neste tra-
balho, metamodelos que ndo apresentam estes inconvenientes e que, além disso, tém
as vantagens dos metamodelos de regressdao polinomial: metamodelos nédo lineares de

regressdo (ver a pagina 30 e a Seccdo 1.3).

(#7) Os metamodelos de simulagdo sdo frequentemente construidos de uma maneira ad
hoc. Quando surge a necessidade de construir um metamodelo, para resolver um pro-
blema, numa determinada area, essa construgao é levada a cabo com base em caracteris-
ticas muito especificas desse problema. Nado h4, portanto, a preocupacéo de reutilizagao

do método de construgdo, para que este possa ser utilizado para resolver problemas
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futuros. Acontece porém que, em geral, quando surge um novo problema, nado se apro-
veita o trabalho e esfor¢o dispendidos na resolucdo de problemas resolvidos anterior-
mente e faz-se novamente uma construgdo adaptada a um problema especifico. Sendo
assim, existe uma necessidade urgente em criar um processo sistematico que possa ser
utilizado para resolver um conjunto amplo de problemas (mesmo que sejam de areas
diferentes). Por este motivo, propde-se uma metodologia para construir metamodelos

ndo lineares de regressdo, no contexto da simulacéo.

Na Seccdo 3.1, apresenta-se a referida metodologia, propondo um procedimento de-
talhado para obtengdo de resultados para construgdo de um metamodelo, seleccdo do
tipo de metamodelo e estimacdo e validagdo do metamodelo seleccionado. A Secgdo
3.2 é reservada a apresentacdo dos estimadores dos parametros desconhecidos de um
metamodelo e das distribui¢des a eles associadas. Também sdo apresentadas regides
de confianca e testes de hipéteses relativos aos pardmetros desconhecidos do metamo-
delo. Devido a sua extensdo e importancia, o problema da validacdao de metamodelos
é tratado no Capitulo 4, onde é dado um procedimento detalhado e se fornecem ferra-
mentas estatisticas apropriadas para validar metamodelos de regressdo ndo linear em

simulacdo.

Seguindo a terminologia de Kleijnen e Sargent [65], distinguem-se os seguintes elemen-
tos bésicos (ver a Figura 3.1, transcrita de [65], onde a notagdo c.ra. significa ‘com

respeito ao’):

e Um problema real é uma entidade, situagdo ou sistema (real ou proposto) que se pre-

tende modelar;
e Um modelo de simulagdo é um programa de computador que descreve o problema real;

e Um metamodelo é um modelo, da forma (2.2), que se propde descrever, tanto o pro-
blema real, como o modelo de simulacdo — se a fun¢do f em (2.2) é ndo linear em, pelo
menos, um dos pardmetros desconhecidos 6, . . ., 6, entdo o metamodelo diz-se ser ndo

linear.



Problema
real

Metamodelagéo Modelo de
simulagéo

Metamodelo

Validacéo c.r.a.

Figura 3.1: Metamodelo, modelo de simulagado e problema real.

As setas interiores, na Figura 3.1, descrevem os processos que relacionam os elemen-
tos entre si e as outras referem-se a procedimentos que avaliam a credibilidade desses
processos. Antes de descrever a terminologia utilizada nesta figura, para avaliagdo da
credibilidade dos processos de anélise, modelagdo e metamodelagdo, é necessario defi-

nir os dois conceitos que se seguem.

(¢) Validagdo de A, com respeito a B: Comprovacao que A, dentro do seu dominio de aplica-
bilidade, com respeito a B, esta suficientemente préximo de B, tendo em conta o objectivo

geral de aplicacdo de A.

(¢t) Dominio de aplicabilidade de A, com respeito a B: Condi¢des aconselhadas para as quais
A foi testado, até onde foi possivel, e é considerado apropriado para utilizagdo como
substituto de B. No exemplo tratado na Sec¢do 6.2 (sistema de filas de espera M /M /1),
foi testado um metamodelo hiperbdlico no dominio de aplicabilidade 0 < p < 1 e
foi considerado apropriado para utilizagdo como substituto do modelo de simulagdo

e, também, do problema real.

Com base nestas definigdes, ja se podem descrever as seguintes expressoes:



e Quando A é o modelo de simulacdo e B é o problema real, entdo diz-se "Validagio do

modelo de simulagdo com respeito ao problema real”.

e Quando A é o metamodelo e B é o problema real, entdo diz-se "Validagdo do metamodelo com

respeito ao problema real”.

e Quando A é o metamodelo e B é o modelo de simulacdo, entio diz-se "Validacdo do metamodelo

com respeito ao modelo de simulagdo”.

O estudo do problema real distingue, em geral, diversas respostas do sistema, que poderemos
ter interesse em analisar. Por conseguinte, o modelo de simulagdo correspondente também tem
muiltiplas varidveis de resposta. Contudo, na pritica, em vez de utilizar um metamodelo com
resposta multivariada, é mais frequente usar diversos metamodelos, cada um a descrever uma
das varidveis de resposta que se pretendem analisar. Deste modo, a metodologia aqui apresentada

considera apenas metamodelos com uma iinica varidvel de resposta.

Antes de se comegar a descrever o processo de construgio de metamodelos ndo lineares, convém
salientar que, por hipétese, os modelos de simulacdo com que se vai trabalhar jd foram todos
devidamente verificados e validados. Considera-se que o modelo de simulagdo descreve conve-
nientemente o problema real e que estd disponivel o programa de computador correspondente,
para efeitos de experimentagdo. Neste contexto, o modelo de simulagio é uma caixa preta vdlida,
a qual fornecemos dados — varidveis e pardmetros de entrada — e observamos os resultados cor-
respondentes — varidveis de resposta (ou simplesmente, respostas) — necessdrios a construgio do

metamodelo correspondente (ver a Figura 3.2).

Modelo
Dados de Resultados
Simulagao

Figura 3.2: Modelo de Simulagéo.

Uma varidvel de entrada é uma quantidade que pode ser directamente observada, no problema
real. Exemplos de varidveis sdo os instantes de chegada de clientes ao sistema, numa fila de espera

M/M/1. Um pardmetro de entrada é uma quantidade que nio pode ser directamente observada,



no problema real. Exemplo de um pardmetro é a taxa de chegadas ao sistema, na mesma fila de

espera M /M /1.

3.1 Processo de metamodelacao

A metodologia, proposta neste trabalho, é retratada na Figura 3.3 e consiste em determinados

passos, que sio discriminados em seguida.
1. Formulag¢ao do problema

Neste passo, é preciso formular o problema, determinando qual é o objectivo geral de aplicagdo do

metamodelo e escolhendo as varidveis importantes para atingir esse objectivo.

Um objectivo do metamodelo pode ser, por exemplo, obter informagdo com respeito ao problema
real. Neste caso, é comum fazer andlise de sensibilidade e responder a questdes do tipo 'O que
acontece se ...?". A andlise de sensibilidade permite obter informagdo sobre a sensibilidade da
varidvel de resposta a pequenas variagdes das varidveis de entrada. As questoes do tipo 'O que
acontece se ...?" tém interesse para saber qual é o valor da resposta para um determinado conjunto
especifico de varidveis de entrada. Outros objectivos possiveis podem ser: utilizar o metamodelo

rotineiramente para prever valores da varidvel de resposta, ou fazer optimizagao.
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Figura 3.3: Processo de metamodelacao.



Na escolha de varidveis, é preciso identificar a varidvel dependente e as varidveis independentes
do metamodelo, bem como a regido experimental. A varidvel dependente coincide com a varidvel
de resposta, seleccionada, do modelo de simulagdo. Por exemplo, no modelo de filas de espera
M/M/1, a varidvel dependente pode ser a média do tempo de espera na fila. As varidveis inde-
pendentes do metamodelo podem ser idénticas as varidveis ou pardmetros de entrada do modelo
de simulagdo, ou entdo transformagdes destes. Por exemplo, no caso do modelo de filas de espera
M/M/1, uma varidvel independente do metamodelo pode ser o factor de utilizagio p = A/ p,
em vez da taxa de chegadas A\, ou do tempo médio de servigo 1/ (ver o Capitulo 6). A regido
experimental é aquela onde as varidveis independentes do metamodelo podem assumir valores.

Por exemplo, no caso do modelo de filas de espera M /M /1, a regido experimental é0 < p < 1.
2. Obtencao de resultados para metamodelacao

Em simulagdo estocdstica, é preciso que, para cada execugdo do programa de simulagdo, sejam
completamente especificadas as condigdes iniciais. Em geral, estas condigoes iniciais represen-
tam estados do sistema extremamente raros como, por exemplo, num sistema de filas de espera
M/M/1, comegar o programa de simulagdo sem nenhum cliente a espera de ser atendido. Como
consequéncia, o programa de simulagdo comega com uma sequéncia de acontecimentos que podem
ter uma probabilidade baixa de ocorrer. Isto faz com que os resultados obtidos, com base nessa

experiéncia de simulagdo, possam estar contaminados com um viés inicial.

O viés inicial pode ser a maior fonte de erro na estimagdo dos pardmetros de um metamodelo;
o método usual, para controlar este viés, é permitir que a execugdo do programa de simulagdo
seja suficientemente longa, para que os resultados possam ser recolhidos fora do periodo em que
o sistema ainda ndo estd em equilibrio estatistico. Isto é equivalente a deitar fora uma porgdo de
resultados iniciais. Este procedimento é referido como truncatura de resultados e a observagio a
partir da qual os resultados sio recolhidos é denominada ponto de truncatura. Existe um com-
promisso envolvido na selecgdo do ponto de truncatura. Se for deitada fora uma porgio pequena
de resultados, entdo o viés inicial, que resta, pode ainda afectar significativamente os resulta-
dos. Por outro lado, ignorar demasiados resultados aumenta a sua varidncia e ndo é econémico
(cada execugdo do programa de simulagdo pode ser bastante demorada, o que é especialmente

importante no contexto do método das réplicas independentes).



O procedimento para obtengdo de resultados para modelacdo, que em seguida é descrito em quatro
passos, é um processo iterativo e recorre ao procedimento de Welch para eliminar o problema do

viés inicial [118] (procedimento fortemente recomendado por Crawford e Gallwey [27]).
1 passo

Escolher n pontos experimentais (combinagdes de varidveis e pardmetros de entrada do modelo
de simulagdo). Estes pontos experimentais tém de ser diferentes uns dos outros e tém de corres-
ponder a valores das varidveis independentes do metamodelo pertencentes a regido experimental.
Para cada um destes pontos experimentais, executar r longas réplicas piloto, cada uma com k
observagoes (k deverd ser bastante superior ao valor que se suspeita ser o ponto de truncatura).
Na escolha do miimero de réplicas é preciso ter em conta que, por vezes, se utiliza o método dos
minimos quadrados ponderados estimados na estimagio do metamodelo; neste caso, é conveni-
ente considerar um valor de r que permita obter estimativas aceitdveis da varidncia da resposta,
em cada ponto experimental. Com este objectivo, aconselha-se a escolher r > 9 [94], por exemplo

r = 10.
29 passo

Em seguida, para cada ponto experimental, calcular a sequéncia de médias

_ 1 «
Z = — Z - [P
A r Z by l 1: 7k7
j=1
ao longo das réplicas, onde Z;; é a l-ésima observagdo da j-ésima réplica, j = 1, ..., r, e determi-

nar e representar graficamente as médias mdveis

w

_ 1 _
Zl(w):2w+1ZZ_l+S, para [=w+1,...,k—w,

S=—w

-1
_ 1 _
Zl(w) = %Tl Z Z_H_S, para = 1,...,’11),
)

s=—(l1-1

para diferentes valores da janela de Welch, w, com w < |k/2| (ver a Figura 3.4). Seleccionar
o valor mais pequeno de w que corresponde a uma representagio grdfica suficientemente regular
e escolher o valor de 1, ly, a partir do momento em que a sequéncia {Z;(w) : l = 1,..., k —w}

parece ter convergido, ou seja, escolher o ponto de truncatura l,.



Réplica

le ZlZ Zl3 Zl4 ZlS ZlG e Z1k-4 Zlk-3 Zl k-2 Z1k-1 Z1k
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Figura 3.4: Célculo da sequéncia de médias méveis com w = 2 e baseado em r réplicas.

Por exemplo, na situagdo descrita na Secgido 6.1 (o problema do centro de inspecgdo e reparagio de
automdveis), para o ponto experimental 3, obtiveram-se os resultados presentes na Figura 3.5. Se
o valor de w for pequeno, por exemplo w = 10, entdo o grdfico das médias moveis tem oscilagoes
com frequéncia elevada, que é o que se pretende evitar ao definir o conceito de média mével. Se o
valor de w for menor que 10 (valor mais pequeno que os que estdo na figura), entio a frequéncia
das oscilagoes ainda é mais elevada que para w = 10. Para w = 50, o grdfico jd apresenta um
comportamento suficientemente regular, no sentido em que a frequéncia das oscilagdes é pequena.
A partir deste valor, o comportamento das oscilacdes nio melhora significativamente, como pode,
por exemplo, ser observado para w = 100. E preciso ter atencdo para que w nio seja demasiado
elevado porque, neste caso, as observagdes Z,, ficam demasiadamente agregadas e nio se consegue
ter uma boa ideia da curva transiente. Sendo assim, a janela escolhida é w = 50. Observando o
grdfico correspondente a este valor de w, escolheu-se ly = 100, uma vez que é possivel confinar a

sequéncia {Z;(w) : l =, ..., k — w} numa faixa horizontal bastante estreita.

32 passo

Se existir algum ponto experimental, para o qual ndo foi possivel encontrar um valor para w
satisfatorio, entdo considerar r = r + 10 e repetir o 22 passo. Caso contrdrio, para cada réplica,

do ponto experimental i, ignorar as observagdes até ao ponto de truncatura correspondente e
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Figura 3.5: Médias moveis para varios valores da janela de Welch: w = 10, 30, 50, 100.




recolher os resultados de simulacdo

,n g =1,...

1}

(ver a Tabela 3.1). Y;; é a resposta relevante do sistema correspondente ao ponto experimental i e

Tabela 3.1: Disposicdo dos resultados para estimacdo de metamodelos.

réplica j e

com

Ponto Variaveis Varidavel | Desvio padrdo
experimental | independentes | dependente estimado
1 Xi1... X4 Yi ... Y, 01
i Xir ... Xig Yio... Y of
n an---Xnd K\l-- Y;w a'n

|
=~ | =

(3.1)

(3.2)

é a estimativa do desvio padrdo, da resposta, no ponto experimental i (ver [64, Capitulo

81).

4° passo

Calcular as distancias entre os pontos consecutivos Y;, ou seja, |Yiy1, — Y; |, ondei =1,...,n.

Verificar se e; < |Yi11. — Y| < €q, onde €, e €5 sdo dois valores escolhidos. Se |Y;y1. — Vi | < ey,

entdo ndo é preciso considerar os pontos {(Xii1.,Yiy14,0i41) ¢ j = 1,...,r} para efeitos de

construgio do metamodelo. Neste caso, a varidvel de resposta apresenta pouca variagdo entre os

pontos X, e X,i1. e, por conseguinte, os pontos {(X;,Y;;,6;) : j = 1,...,r} sdo geralmente

suficientes para explicar o comportamento da resposta nesta regido. Se |Y; 1. — Y;| > €, entio

a varidvel de resposta varia significativamente entre os pontos X, e X,y1.. Sendo assim, para



que seja possivel perceber o verdadeiro comportamento da varidvel de resposta, é aconselhdvel
escolher um ou mais pontos experimentais que correspondam a pontos entre X; e X, 1.. Repetir
0s 22, 32, e 42 passos, considerando esses pontos experimentais e o niimero de réplicas igual ao

utilizado na recolha dos resultados, correspondentes a primeira escolha de pontos experimentais.
3. Selec¢do do tipo de metamodelo

Idealmente, a selec¢io do metamodelo hipotético, para efeitos de estimagio, é baseada em justi-
ficagdes fisicas. Por exemplo, prova-se teoricamente que, numa amostra de gds mantida a uma
temperatura constante, o volume v e a pressio p do gds satisfazem a relagio pv? = c. Consi-
derando a varidvel dependente y = p e a varidvel independente x = 1/v, tem-se a relacdo nio
linear y = cz”, onde os pardmetros desconhecidos do metamodelo sio c e . Contudo, em geral,
ndo é conhecida uma equagdo tedrica, como neste exemplo. Nesse caso, aconselha-se a escolher
o metamodelo hipotético visualmente, sequindo uma perspectiva semelhante a utilizada na esta-
tistica, quando se comparam histogramas empiricos com fungoes de densidade de probabilidade

conhecidas, para seleccionar uma fungdo de distribuicdo.

Sequindo esta perspectiva, é conveniente em primeiro lugar construir o diagrama de dispersio
da varidvel dependente versus cada varidvel independente. Ou seja, representar graficamente,
para cada valor fixode | (I =1,...,d), os pares (X;;,Y;;) ondei =1,...,nej=1,...,r. Em
seguida, compara-se cada representagdo grdfica com diversas curvas analiticas, de um catdlogo
de curvas, e selecciona-se a curva que parece aproximar melhor os resultados contidos nessa
representagido. No Apéndice A, apresenta-se um catdlogo de curvas, que inclui as curvas nio
lineares mais comuns presentes na literatura. A representagio grdfica dessas curvas ndo é dificil
de obter, uma vez que os computadores recentes fazem diferentes tipos de grdficos e todos os
grdficos sdo relativamente simples de desenhar. Uma pequena parte desse catdlogo é apresentada

na Figura 3.6.
4. Estimacdao do metamodelo

A estimagdo de um metamodelo consiste em utilizar técnicas estatisticas para estimar os pardme-
tros desconhecidos do metamodelo hipotético (seleccionado no passo 3). Esta estimagdo é realizada

utilizando um método muito conhecido, e largamente utilizado em estatistica, para estimagdo de



Exponencial

y = 01 + 03"

Com dois termos exponenciais

045

Y= 910_192 (e_eﬂ - 6_01)

Com fungdes trigonométricas

y = 01e%%sen(031)

) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Yy = 01 + Hgarctg(egm + 04)

Logistica

Yy = 91/(1 -+ 926_03z)

Morgan-Mercer-Flodin

y =0, — (02— 61)/(1 + (652)%)

Logaritmica

y=91+921nx

Figura 3.6: Algumas relagdes funcionais ndo lineares.




pardmetros desconhecidos em modelos: o método dos minimos quadrados. Este método consiste

em determinar um minimo global para a soma dos quadrados dos erros (ou residuos)

SSE(0) = > ) [Vi; — f(Xi,0))%,

i=1 j=1

ou seja, obter um ponto 0 tal que SSE(0) < SSE(8), para todo o @ pertencente a R™ (6 # 8).
Para a maior parte dos metamodelos ndo lineares, a fungio SSE(0) nio pode ser minimizada ana-
liticamente e é preciso utilizar um método numérico iterativo para encontrar . Neste trabalho,
usa-se o método de Levenberg-Marquardt porque é undnime a opinido que, na maior parte dos

casos, este método é robusto e funciona bem na resolugio de problemas de minimos quadrados

[107].

E de salientar que, ao contrdrio do caso dos minimos quadrados lineares, SSE (@) pode ter diversos
minimos locais para além do minimo absoluto 6. Sendo assim, na maior parte das situagoes, o
melhor que se pode esperar é que o método numérico convirja para um minimo local. Para que 6

seja um minimo local é suficiente que:

(i) as derivadas parciais de SSE(0) com respeito a 01, ..., 6, calculadas no ponto 9, sejam nulas,
isto é, A
OSSE(0)

aek 07 k ? Jm

(ii) a matriz Hessiana de SSE(8), calculada no ponto 0, seja definida positiva, isto é,

HiHj >0
0=0

1

T <~ 9?SSE
— £~ 00,00,

1 j=

para todo o 0 diferente de zero e pertencente a R™.

Na obtengdo de resultados descrita no passo 2, considerou-se o mesmo niimero de réplicas em
cada ponto experimental (num estudo de simulagdo isto ndo poe qualquer tipo de problema). Por
conseguinte, é possivel substituir as observagdes individuais Y;; pelas suas médias Y;. e, depois,
aplicar o critério dos minimos quadrados ao vector das n médias Y;. Desta forma simplifica-se

bastante o procedimento computacional de estimagdo.

Apds a obtengdo do estimador dos minimos quadrados, podem-se determinar as regides de con-

fianga, para o verdadeiro vector de pardmetros do metamodelo, e realizar testes de hipéteses.



Procedimentos para construir estas regioes e efectuar estes testes de hipdteses sdo apresentados
na Secgio 3.2. Na mesma secgdo, sob determinadas condigoes de regularidade, apresenta-se o
estimador dos minimos quadrados ndo lineares e a sua distribuicdo estatistica. Todo este desen-
volvimento é levado a cabo considerando as duas situacdes sequintes: (i) varidncia dos erros

constante; e (i1) varidncia dos erros heterogénea.
5. Validag¢dao do metamodelo estimado

Para garantir que o metamodelo estimado, no passo 4, aproxima suficientemente bem, tanto os
resultados obtidos no passo 2 (adequagio do metamodelo), como o modelo de simulagdo (validade
do metamodelo com respeito ao modelo de simulagdo) e, também, o problema real (validade do
metamodelo com respeito ao problema real), tém de ser sequidos determinados procedimentos de
validagdo. Estes procedimentos de validagio sio devidamente apresentados no Capitulo 4. Serd
preciso retomar o passo 3, se o metamodelo ndo for considerado: (i) adequado; (ii) vdlido com
respeito ao modelo de simulagdo; e (iii) vdlido com respeito ao problema real. Caso contrdrio, o

metamodelo é considerado vdlido e pode ser utilizado para o fim desejado.

Pode acontecer que seja impossivel encontrar um metamodelo vdlido para determinado problema.
Por conseguinte, o passo 3 s6 é retomado se existir pelo menos uma curva, no catdlogo de curvas,
que ainda ndo tenha sido seleccionada. Caso contrdrio, termina-se o processo de modelagdo e

conclui-se que, neste caso, a metodologia ndo é aplicdvel.



3.2 Estimacao de metamodelos

Suponha-se um desenho experimental, que consiste em n pontos experimentais {X; :
i=1,...,n;l=1,...,d}. Para cada ponto experimental, realizam-se r réplicas independentes
do modelo de simulagio e a experiéncia produz {(X;,Y;;,6:) : 4 = 1,...,n; j=1,...,r}.

Considere-se também o sequinte metamodelo ndo linear com réplicas
Yij = f(Xi.,0) + €5, (3.3)

parai =1,...,nej = 1,...,r, onde as varidveis aleatdrias €;; sdo independentes e identica-

mente distribuidas com distribuigio N (0, 0?), com o; > 0.

O modelo de simulagdo (2.1) define uma populagio estatistica de observagdes, Y. As caracteristi-
cas destas observagoes dependem das varidveis de decisio (pardmetros e varidveis de entrada). Os
membros da populagio correspondem a todas as possiveis sementes de niimeros pseudo-aleatdrios,
isto €, em teoria temos uma populagdo de dimensdo infinitamente grande. A hipétese cldssica é
que esta populagdo tem uma distribuicdo gaussiana. Se o metamodelo (3.3) for vdlido, entio a

esperanga e a varidncia condicionais da populagdo sio dadas por
E[Y;;X;] = f(Xi.,0) = w;,

V&I‘[Y;J|XZ] = 02'2'

Por conseguinte, o desenho experimental implica que os resultados da experiéncia de simula-
¢io Y;; sejam interpretados como r observagdes independentes da distribuiciio normal N(u;, o2).

Daqui resulta que faz sentido considerar o metamodelo (3.3).

A estimagdo é levada a cabo utilizando o método dos minimos quadrados nio lineares e consideram-

se duas situagdes distintas:
(i) varidncia dos erros constante, isto é,02 = 0> >0(i=1...,n)e

(ii) varidncia dos erros heterogénea (situagdo mais realista), isto é, o? varia com i, i =

1...,n.



Neste trabalho, a heterogeneidade da varidncia é medida através da quantidade

max;—i, 0;

het = (3.4)

min;—y n 03

onde &; é dado por (3.1) [64].

3.2.1 Estimador dos minimos quadrados

(1) Varidncia dos erros constante.

Proposigio 3.1 Dados €;; ~ N (0,0?), com 0% > 0 em (3.3), e condigdes de regularidade apro-
priadas [107, pdginas 563-572]. Entdo, para N = nr suficientemente grande, o estimador dos

minimos quadrados dos coeficientes do metamodelo de simulagido @ em (3.3) satisfaz aproxima-

damente:
6 ~ 6" + [F1(6")F(0")]"'FT(6")[Y — £(6")], (3.5)
6 ~ Nn, (0*, UTQ[FT(O*)F(O*)]‘1> : (3.6)
(N =m) 75 ~ i )

n

SN - f(Xa, 0)1 (3.8)

i=1 j=1
onde 6* é 0 valor exacto de 0, £(0*) = (f(X1.,0%),. .., f(Xa,0))", F(0*) é a matriz Jacobiana
de f, calculada em 6* e Y = (Yi,...,Y,)T.

62 =

1
N—m

Verificagdo Em [107, Secgdo 2.1.5] observa-se que, encontrar o estimador dos minimos qua-

drados 0 de 0, no problema (3.3), é equivalente a minimizar o somatorio
rZ[Y/; - f(XZa 0)]25
i=1

com respeito a @, ou seja,
n

SV - £(Xi, 0]

i=1



Esta é a soma dos quadrados dos erros correspondente ao problema

Uma vez que os erros sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com

distribuicio €;; ~ N(0, 0?), entio

1 o 2
Varlei] = < > Varley] = UT (3.10)
7j=1

Efe ] = %ZE[%’] =0,

e, consequentemente, €; (i = 1,...,n) sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com distribuicdo

&. ~ N(0,0%/r). (3.11)

Uma vez que o® em (3.6) é desconhecida, estima-se esta quantidade através de (3.8). Note-se que

o estimador (3.8) pode ser escrito na forma

(8
6% = SSE(0) (3.12)
N—m
com SSE(B) = ||[Y —£(8)||3, onde Y = (Yi1,...,Yir,..., Yaq,..., Yo ) T e
i:.(é) = (f(Xla é)a ot f(Xl.a é)a Tt f(Xn.a é)a ot f(Xn.a 9))T
Utilizando o resultado (2.18) de [107, pdgina 24] obtém-se
SSE(0) = €' (Iy — P )e (3.13)
onde € = (€11,..., €1, €n1,-- - €n)] € Pp é uma matriz projeccio Pz = F(FTF)'F7,

sendo ¥ a matriz Jacobiana de f calculada no ponto 8.

Uma vez que a matriz Iy — P é simétrica (isto é, Iy — Pz = (In — P)T), idempotente (isto
6, (In—Pp)? =In—Pplee; ~ N0,0%),i=1,...,n,j = 1,...,r, entdo aplica- -se o
Teorema B.4 de [109, pdgina 291] a (3.13) e pode-se afirmar que o 2SSE(0) tem distribuicdo
qui-quadrado com tr(Iy — Pj) graus de liberdade (a notagdo tr representa o traco da matriz

[109, pdgina 271]).



Mas

tr(Iy —Pz) = tr(Iy) —tr(Pp) =
= N [FETR)ET =
— N t[FTRETR) ) =
= N—tr(I,) =

= N-—m,

ou seja, 0~2SSE(8) ~ x3_... Além disso SSE(8) = (N — m)&2 (ver (3.12)), logo verifica-se o
resultado (3.7).

Finalmente, aplicando o resultado (12.21) de [107, pdgina 570] ao problema (3.9), obtém- -se

A

0 ~ 0" + [F7(0")F(0")]"'F7(6")[Y — £(6")].

(3.6) obtém-se aplicando (12.23) de [107, pdgina 571] ao problema (3.9); ver também [107, Teo-
rema 2.1(3)]. Também [107, pdginas 564-572] enumera algumas hipéteses de regularidade que

asseguram a eficiéncia assimptdtica de 0 e consisténcia forte de @ e 6. <
(i1) Varidncia dos erros heterogénea.

Na maior parte das situagdes reais, a hipotese de homogeneidade das varidncias dos erros é irrea-
lista; um caso muito comum é, por exemplo, quando as varidncias dos resultados crescem com a
grandeza dos mesmos (ver os exemplos do Capitulo 6). Quando isto acontece, é preferivel utilizar
o método dos minimos quadrados ponderados. Observe-se que, neste caso, o problema a estudar

¢ (3.9):

YV, = f(X;,0)+&, i=1,2,...,n,

com
_ o2
Var([Y; ] = 7 (3.14)
e
2
& ~N <0, ﬂ) .
r
Portanto,

e~N, (0, 12) , (3.15)



onde

> = diag[o?,..., 0> (3.16)

7 nl-

Proposi¢do 3.2 Suponha-se que €;; ~ N(0,0?), com o; > 0 em (3.3), e condigdes de regulari-

dade apropriadas [119]. Entdo, para N = nr suficientemente grande, tem-se aproximadamente:
0~ 0" + [F1(6")='F(0")]"'FT(0*)Z[Y — £(6*)], (3.17)
0~ N, (0*, %[FT(O*)Z_lF(O*)]1> . (3.18)
Verificacdo De acordo com [107, Secgio 2.1.4], o problema (3.9), com uma distribuigdo de

erros (3.15), é um problema de minimos quadrados ponderados, onde a fungdo a ser minimizada

¢
v — £(X,0)]" Gz) v — £(X,0)].

Minimizar esta fungdo, com respeito a 0, é equivalente a minimizar
Y —£(X,0)]"=7'Y - £(X,0)].
3 é uma matriz simétrica e definida positiva que admite a decomposigio de Cholesky:
> =UTU, (3.19)

onde U é uma matriz triangular superior. Multiplicando ambos os membros do modelo ndo

linear (3.9) por R = (UT) ™1, obtém-se
W =g(X,0)+n, (3.20)
onde W = RY, g(X, 0) = Rf(X, ) e n = Re. Entdo, observa-se que

E[n] =0,
D[n] = RD[eRT = %RERT.

Mas X admite a decomposigdo (3.19) e R = (UT)™1, logo

Dly) = (U)U" U [(U) ] = 1,



Sendo assim, o problema (3.9) foi transformado no problema (3.20), problema este que possui
varidncia dos erros constante e esperanca nula. Por conseguinte, pode-se aplicar o método dos
minimos quadrados usuais ao problema (3.20). O estimador dos minimos quadrados ponderados

de 0 ¢ dado por [107, Teorema 2.1]

0~ 0+ [GT(6")G(6")]'GT(6*)[W — g(6*)], (3.21)
onde
G_ ag(XT,O)
00

é a matriz Jacobiana de g.

Mas g(X, 0) = Rf(X, 0), entio

Além disso, W =RY e RTR =X}, logo (3.21) é equivalente a:

6 ~ 0" +[F"R'RF]"'(RF)"[RY — Rf(6")]
= 0+ [FTS'F'FTRTR[Y — £(6")]
= 0"+ [FTS7'FIIFTS Y - £(6%)),

onde, para simplificar a notagio, se utiliza f e F para representar £(6*) e F(0™) respectivamente.

Fica assim estabelecido (3.17).
O resultado (3.18) obtém-se aplicando [107, Teorema 2.1(3)] ao problema (3.21):
( 1 T -1
6~ N, |0, ?(G G) .
Uma vez que G = RF e RTR =X}, obtém-se
. 1
6~ N, [0, F(FTRTRF)_l] )

e depois

6 ~ N, [0, %(FTle)‘l] .



Sempre que seja necessirio, deve-se substituir F(6*) por F = F(8). Se X for conhecida, entdo o
estimador @ tem propriedades conhecidas. Contudo, nos estudos de simulagio, = é estimada por

(2.7), 0 que conduz ao estimador ndo linear dos minimos quadrados ponderados estimados
0~ 0"+ [F7(0")S 'F(")]'F7(6")S [Y - £(6")].

Tanto no caso linear como no ndo linear, o estimador dos minimos quadrados ponderados esti-
mados ndo é fdcil de analisar. No contexto da regressdo linear, existem condigdes técnicas sob as
quais os estimadores, dos minimos quadrados ponderados e dos minimos quadrados ponderados
estimados, tém o mesmo comportamento assimptético [61]. Se existir uma parametrizagdo, para
a qual o metamodelo ndo linear possa ser aproximado por um metamodelo linear, entido no caso
ndo linear também se pode considerar que os dois referidos estimadores tém o mesmo comporta-

mento assimptdtico, se determinadas condigdes técnicas forem satisfeitas.



3.2.2 Regides de confianca

Em sequida, sdo propostos dois tipos de intervalos de confian¢a aproximados: intervalos de
Scheffé e intervalos de Bonferroni. Os intervalos de Scheffé tendem a ser muito compridos e
portanto a sua utilidade é limitada. Enquanto que os intervalos de Bonferroni sdo utilizados para
combinagoes lineares pré-escolhidas, os de Scheffé usam-se para fazer julgamentos sobre combi-
nagoes lineares sugeridas pelo conjunto de resultados. Contudo, os intervalos de Bonferroni sdo

habitualmente os apropriados para metamodelos ndo lineares [107, Secgdo 5.2.1].

A. Intervalos de Bonferroni

(1) Varidncia dos erros constante.

Com o objectivo de obter um rectdngulo de confianga para 8%, formado por intervalos de confi-
anga, um para cada 6 (i = 1,...,m), procede-se como se segue. Comega-se por construir um
intervalo de confianga, para uma combinagdo linear a”0 (a € R™), aplicando a Proposigio 3.1.

Em particular, temos o resultado assimptotico (3.6)
~ 0'2
0 ~Np (0*, T[FT(G*)F(O*)]‘1> : (3.22)
A partir deste resultado, é possivel afirmar que assimptoticamente
2
a’d ~ N (aTo*, UTaT[FT(B*)F(O*)]Ia> . (3.23)

Além disso, (3.8) é um estimador ndo enviesado da varidncia da populagio e estatisticamente
independente de 6. Por conseguinte, 52 é nio enviesado e independente de a”@. Como resultado,
para N relativamente grande, tem-se aproximadamente,

a’f — a7 o

6 {r—'a’ [FT(")F(6")]'a}"

~ thma

onde ty_m é a distribuicdo t com N — m graus de liberdade. Um intervalo de confianca aproxi-

mado, com probabilidade de cobertura igual a 1 — «, para aT 6* é entio

"0 + ty_ma20 {r 'a”[FT(0")F(67)] 'a}"/*. (3.24)



No intervalo de confianca anterior, pode-se estimar F(0*) através de ¥ = F (). Considerando

a’ =(0,...,0,1,0,...,0), onde o k-ésimo elemento de a é igual a um e os restantes elementos

7z

iguais a zero, entdo um intervalo de confianca para o k-ésimo elemento de 6%, 0y, é

R 5 [amnna1-1/2
O+t masry [ETF| T

rl/2 Kk

O rectingulo de confianga pretendido, com nivel de confianga aproximado de pelo menos 100(1 —

«)%, obtém-se utilizando o método de Bonferroni:

. & Tama1—1/2
OkitN_m;a/(zm)m[FTFLk C k=1,2,...,m. (3.25)

(i) Varidncia dos erros heterogénea

Quando a varidncia dos erros ndo é constante ao longo dos pontos experimentais, propde- -se o

seguinte rectingulo de confianga de Bonferroni para 6*:

A—1n 71/2
F} C k=1,2,....m, (3.26)

ék + Ctr—n+m—1;a/(2m) [rﬁ‘TE
kk

onde ¥ = F(0), = é da forma (2.7) e a constante c é calculada através de

o= [F oyt ]

onde F'rq, € a estatistica associada ao teste de Rao (ver a pdgina 90).

Este rectangulo obteve-se adaptando o resultado (3.13) de Kleijnen [61] a metamodelos ndo line-

——~— A A A —1~ . . .
ares ( neste caso, Var[@y] = [fFTX "F].!) e aplicando, em seguida, o método de Bonferroni.

B. Intervalos de Scheffé

(1) Varidncia dos erros constante.

A regido de confianga assimptética, para 6*, com probabilidade de cobertura igual a 1 — o, obtém-

se aplicando [107, (2.26), pdgina 25] ao problema (3.9) e tem a forma:

)~ 0")TETR(D - 0"
{0*:(9 o) F F(6 o)gFm,N_m;a}. (3.27)

mao2



Com o objectivo de apresentar os intervalos simultineos de Scheffé para 0y, com k =
1,...,m, comega-se por aplicar [107, (5.11), pdgina 194] ao problema (3.9) e obtém- -se o
seguinte intervalo de confianga vdlido para qualquer combinagio linear a” @*, onde a é um vector

real tal que a # O:
R 11 1/2
a”0 + (MFmn_ma)/? 6 (aT [F7F| a) . (3.28)

(1) Varidncia dos erros heterogénea.

Sob determinadas condigdes técnicas, o estimador dos minimos quadrados ponderados estimados
satisfaz assimptoticamente

N 1osma1n

6 ~N,, (0*, C[FTS 1F]‘1) ,

r
onde F = F(0) e X é dado por (2.7). Consequentemente, aplicando [3, Teorema 3.3.3, pdgina
54], vem
0 — 0T FTS 'F(0-0") ~ X2,

Sendo assim, a regido de confian¢a aproximada, com probabilidade de cobertura igual a 1 — «,

para 8%, é a sequinte:
{9* (0 — 0)TIETS RO — 0") < x?n;a} . (3.29)

Para exibir os intervalos de confianga simultineos, para qualquer combinagio linear a™ 6*, onde
0 # a € R aplica-se a teoria linear usual para o método-S de Scheffé [106, Capitulo 5]. Para
comegar, a desigualdade de Cauchy-Schwartz permite escrever [107, Apéndice A7.2]
~ 2
. i [(0 - 0*)Ta]
T BT *
@—-0")'rF'X F(O—0")= sup ———
w047 (IBTSF) a

Utilizando a igualdade anterior e a regido de confianga (3.29), vem aproximadamente

-1 1/2
{aTO* : ‘aT (9_9*) < (an;aaT [rﬁTg‘lﬁ] a> }

Donde se obtém, para todo o a real tal que a # 0,

B 1 1/2 -1\ 12
a’0+ <_Xr2‘n'a) (aT [FTZ F} a) .
r ’




3.2.3 Testes de hipoéteses

(1) Varidncia dos erros constante.

Com o objectivo de testar a hipétese Hy : 6 = 6, versus Hy : 0 # 6y, pode-se utilizar (3.27)

para considerar

(60— 60,)"FTF(0 — 6,)
F1: ~2 ,
mo

onde 6* é dado por (3.8). F tem a distribuicdo aproximada ¥y n_m quando Hy é verdadeira.
Portanto, rejeita-se Hy, com nivel de significincia o, se Fy > Fr, N—m.q (para testar outro tipo de

hipoteses, lineares ou ndo lineares, consultar por exemplo [107]).
(1) Varidncia dos erros heterogénea.

Para testar a hipétese Hy : @ = 6y versus Hy : 0 # 6y, é possivel utilizar (3.29) e calcular a
estatistica

X =r(0 — 8,)TETS 'R (9 — 0,), (3.30)

que tem distribuigdo aproximada x2, quando Hy é verdadeira. Neste caso, rejeita-se Hy, com
nivel de significancia o, se x > Xz, Para uma consulta mais aprofundada sobre virios tipos de

testes, aconselha-se a consultar o trabalho desenvolvido por Halbert White [119].



Capitulo 4

Validacao de metamodelos

E de extrema importancia o papel da validacio, no contexto da construgio de metamodelos de
simulagdo. Apds a estimagdo do metamodelo, nada garante que ele é credivel para ser aplicado
como substituto, ou do problema real, ou do modelo de simulagdo. Por conseguinte, antes de
um metamodelo ser utilizado em qualquer tipo de aplicagdo, é preciso garantir que esse meta-
modelo é vdlido. A validagdo de um metamodelo consiste em trés passos, que sio sequidamente

discriminados.

(i) Verificagdo da adequagio do metamodelo. Neste passo, em primeiro lugar, verifica-se se as
hipdteses distribuicionais, para a por¢io estocdstica do metamodelo, sdo satisfeitas. Em segundo
lugar, averigua-se até que ponto a porgio deterministica do metamodelo é adequada, no sentido

estatistico. Finalmente, verifica-se se a capacidade previsiva do metamodelo é satisfatéria.

(1) Validagdo do metamodelo com respeito ao modelo de simulagdo. Neste passo, verifica-se se 0
metamodelo, dentro do seu dominio de aplicabilidade (com respeito ao modelo de simulagdo) estd
suficientemente proximo do modelo de simulagdo, tendo em conta o objectivo geral de aplicagdo

do metamodelo. Esta verificagdo é feita utilizando um procedimento de partigdo de resultados.

(i13) Validagdo do metamodelo com respeito ao problema real. Neste passo, verifica-se se o meta-
modelo, dentro do seu dominio de aplicabilidade (com respeito ao problema real) estd suficiente-

mente proximo do problema real, tendo em conta o objectivo geral de aplicagdo do metamodelo.
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Esta verificagdo pode ser levada a cabo recorrendo a procedimentos utilizados no contexto da va-
lidagdo de modelos de simulagdo. A proximidade do metamodelo, em relagdo ao problema real,
depende de duas aproximagdes que podem somar-se ou cancelar-se entre elas: construgdo do mo-
delo de simulagdo com base no problema real e construgio do metamodelo com base no modelo de

simulagdo (ver a Figura 3.1).

Se o objectivo geral, de aplicacio de um metamodelo, for compreender a fundo o problema real,
entdo é conveniente obter respostas do problema real para um conjunto numeroso de dados. In-
felizmente, em geral, isto é impossivel e o passo (iii) da validagido do metamodelo é levado a
cabo fazendo apenas algumas comparagdes entre as respostas do metamodelo e as respostas do
problema real. Pode mesmo acontecer que o problema real nio seja observdvel e entdo é impos-
sivel determinar se o metamodelo satisfaz algum critério de validagido com respeito ao problema
real. Nesse caso, apenas se considera a verificagdo da adequagio do metamodelo e a validagdo do
metamodelo com respeito ao modelo de simulacdo. Existe outra situagdo em que, geralmente, a
validagdo também sé é realizada em relagdo a adequacdo do metamodelo e a validagdo com res-
peito ao modelo de simulagdo: quando o objectivo geral de aplicagdo do metamodelo é ajudar na

verificagdo e validagdo de um modelo de simulagdo.

Neste capitulo, apresentam-se procedimentos numeéricos e estatisticos para verificar a adequagio
do metamodelo (Secgio 4.1), avaliar a validade do metamodelo com respeito ao modelo de simu-
lagdo (Secgio 4.2) e avaliar a validade do metamodelo com respeito ao problema real (Secgio 4.3).
Alguns dos procedimentos referidos sio conhecidos, o que é novo é a sua aplicagdo na construgio
de metamodelos de regressio ndo linear em simulagdo. Outros, embora conhecidos da teoria da
regressdo linear, tiveram de ser devidamente adaptados ao contexto dos metamodelos ndo lineares

de simulagdo.

4.1 Adequacao do metamodelo

Para obter informagdo sobre a potencial violagdo das hipdteses distribuicionais, para a por¢do es-

tocdstica do metamodelo, siio propostos, na Secgdo 4.1.1, métodos gridficos de andlise de residuos.



Na Secgio 4.1.2, apresentam-se testes estatisticos que ajudam o experimentador a averiguar a
adequagdo, no sentido estatistico, da porgio deterministica de um metamodelo de regressio ndo
linear. Fora do contexto da simulagdo, Rao [97] propds um teste F' de falta de ajustamento. Um
dos testes de falta de ajustamento, sugeridos nesta sec¢do, é uma adaptagio desse teste de Rao a
metamodelos ndo lineares de simulagdo. Além deste teste, também sio sugeridos um teste clds-
sico de falta de ajustamento e o conhecido coeficiente de determinagiio, R*. Na Sec¢io 4.1.3, com
0 objectivo de testar a capacidade previsiva do metamodelo, apresentam-se a estatistica PRESS
e um procedimento de validagio cruzada. Também sdo apresentadas estatisticas de diagndstico,
relacionadas com a estatistica utilizada no referido procedimento. Este método de validagdo cru-
zada é uma generaliza¢do, para metamodelos ndo lineares de regressio, de um método proposto
por Kleijnen em 1983 [59]. Assim, como no caso linear [94], demonstra-se que, tanto no caso
dos minimos quadrados usuais, como no caso dos minimos quadrados ponderados estimados, é

possivel realizar este procedimento de validagdo utilizando apenas uma iinica regressao.

4.1.1 Hipéteses distribuicionais

As hipdteses distribuicionais que se pretendem analisar, num metamodelo de regressio nio li-
near, sio as da varidncia constante e da normalidade dos erros. Com o objectivo de averiguar
se estas hipodteses sdo satisfeitas, habitualmente, realiza-se uma andlise grdfica de residuos [107,
Secgio 4.6]. Embora este tipo de andlise seja inerentemente subjectiva, consegue frequentemente
dar mais informagio sobre a potencial violagdo das hipéteses distribuicionais que qualquer teste
formal (ver [84] e [87]). Na interpretagio das representagdes grdficas de residuos, é conveniente
lembrar que a soma dos residuos, no caso ndo linear, pode ndo ser zero. Se a curvatura intrinseca
for insignificante [107, pdgina 131], como em geral é o caso, entdo é apropriado construir as
representagdes grdficas de residuos utilizadas, usualmente, para metamodelos lineares. Contudo,
se a curvatura intrinseca for substancial, entdo podem ser utilizadas representagoes grdficas com

residuos projectados [107, Secgio 4.6.4].

As representagdes grdficas de residuos (relacionadas entre si), que habitualmente se utilizam, sdo

as seguintes:



(¢) grdficos de residuos versus varidveis independentes;
(i1) grdfico de residuos versus valores previstos; e
(i43) grdfico de probabilidade normal dos residuos.

Nas duas primeiras representagdes grdficas, (i) e (ii), os residuos deverdo encontrar-se dentro
de uma banda horizontal centrada em zero, ndo apresentando tendéncia sistemdtica para serem
positivas ou negativas (ver, por exemplo, a Figura 6.6). Neste caso, pode-se assumir que a vari-
dncia dos erros é constante. Na terceira representacio grdfica, (iii), cada residuo é representado
graficamente versus o seu valor esperado quando a distribuicdo é normal. Uma representagio
grdfica aproximadamente linear sugere que a distribuigdo é normal; caso contrdrio, contradiz a
hipdtese que a distribuicdo dos erros é normal (ver, por exemplo, a Figura 6.7). Pode ser 1itil
fazer o grdfico de probabilidade normal para cada ponto experimental. Por exemplo, no caso da
distribuicdo ser normal, mas a varidncia ndo constante, cada grdfico é aproximadamente linear,

mas a inclinagdo varia de ponto para ponto (ver, por exemplo, a Figura 6.5).

4.1.2 Falta de ajustamento

Apds o metamodelo hipotético ter sido escolhido e os pardmetros desconhecidos desse metamodelo
terem sido estimados, surge a necessidade de averiguar a bondade do ajustamento, do metamodelo

estimado, aos resultados obtidos no passo 2 da metodologia.

Para ajudar a concluir se um determinado metamodelo, de regressio ndo linear, ajusta adequa-
damente os resultados obtidos no passo 2 da metodologia, apresentam-se em seguida trés proce-

dimentos formais.

A. Teste I’ Considere-se o metamodelo com réplicas (3.3), onde se assume que 0s erros sio
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, tal que €;; ~ N(O, a?),

comi=1,...,nej=1,...,r. Representando o metamodelo (3.3) na forma

Yij = pi + €ij,



tem-se a sequinte decomposigio usual

ZZ(Kj_lj'i)Z = ZZ(Y;j_Yi.‘f’?i._ﬂi)2

i=1 j=1 =1 j=1
B S BRI AT
i=1 j=1 i=1
onde 0
do> (v -v)
i=1 j=1

é a soma dos quadrados dos erros puros. Se p; for substituido por f(X;.,8) = fi;, na deconposi-

¢do anterior, entdo

S [V B = SN[ VR X 8)]

i=1 j=1 i=1 j=1
= YN n) e[ - s 0)]
i=1 j=1 i=1
ou seja

SSE = SSPE + (SSE — SSPE).

O primeiro membro é a soma dos quadrados dos residuos e é decomposto na soma dos quadrados
dos erros puros, SSPE, e na soma dos quadrados de falta de ajustamento, SSE — SSPE. No caso
linear, em que f(X;.,0) = X0, um teste classico para a falta de ajustamento é

(SSE — SSPE)/(n — m)

F="pE/N-n)

(4.1)

onde F' ~ F,_m n—n, se 0 metamodelo for vilido. Para metamodelos nio lineares, uma vez que se
verifica a linearidade assimptética, o teste F' anterior é aproximadamente vdlido para N grande

[107, pdgina 32].

Se os erros, em (3.3), forem varidveis aleatérias independentes tal que €;; ~ N(0,0?), i =

v

1,2,...,nej=1,2,...,r, entdo o teste de falta de ajustamento é
o (SSE — SSPE)/(n — m)
B SSPE/(N—n) ’
onde

n r

SSE=3"3" [V - f(X..0)

i=1 j=1 ¢

2



é a soma dos quadrados dos erros usual (ou, soma dos quadrados dos residuos) e

noor

SSPE = ; ; % (Vi - Yi)° (4.2)
[107, pdgina 82]. Se existir uma parametrizagdo, para a qual o metamodelo possa ser aproxi-
mado adequadamente por um metamodelo linear, entdo F terd aproximadamente uma distribui-
€40 Fo_m n—n, quando o metamodelo é vdlido. O teste consiste em rejeitar o metamodelo se, para
um dado nivel de confianga o, F' > Fi:f;’,\,_n. Quando o; (i = 1,2, ...,n) tem de ser estimado,

como em geral é o caso, o nmimero usual de graus de liberdade N — n tem de ser reduzido em n

ficando apenas N — 2n.

No caso em que a varidncia dos erros nio é homogénea e no contexto dos metamodelos lineares
de simulagdo, Kleijnen sugeriu utilizar o teste ' de Rao. Neste trabalho, generalizou-se este
teste para o caso ndo linear. Ele consiste em obter um valor positivo, Fr,,, tal que quanto mais
pequeno ele for, melhor serd a aproximagdo utilizando o metamodelo. Consequentemente, um
ajuste ideal corresponderd a Fr,, = 0. Sendo assim, o teste de Rao permite ordenar diversos

metamodelos por "grau de aproximagio”.
O teste de Rao tem as sequintes condigoes de aplicabilidade:
(i) n > m = rank(F) er > n(> n — m) (para que ¥, dada por (2.7), seja nio singular); e

(it) as respostas do modelo de simulagio tém uma distribuicdo simétrica, como por exemplo, uma

distribui¢do normal ou uniforme (deste modo, obtém-se melhores resultados).

Dadas estas condicoes de aplicabilidade, o teste de Rao tem a forma

n

_r(r=n+m) 1 1= .12
FRM—(n_m)(r_l);;?[n.—f(xi.,o) . (43)

Se existir uma parametrizagdo para a qual o metamodelo possa ser aproximado adequadamente
por um metamodelo linear entdo, quando o metamodelo é vdlido, Fr,, é aproximadamente dis-

tribuido como uma distribuicdo Fy_m —ntm.



B. Coeficiente de determinacao Quando se tem um bom ajuste, no contexto da regressio
linear ou ndo linear [109, Apéndice C.4], os residuos obtidos sdo pequenos. Por conseguinte, a
qualidade do ajuste pode ser medida através da soma dos quadrados dos residuos SSE. Contudo,
esta quantidade é dependente das unidades em que é expressa a resposta. Assim, uma medida

mais adequada é o chamado coeficiente de determinagdo,

SSE

2
=1-——.
R SST

onde SST é a soma dos quadrados total. No caso em que a varidncia dos erros é constante,
SST =Y (v —Y.)?
i=1 j=1
onde Y. é a média geral de todas as observagdes

. 1
Vo=—=> > Y.

=1 j=1

Quando a varidncia dos erros é heterogénea, tem-se

SST = Z Z (? - Y) (4.4)

i=1 j=1
€ n r n
V=Yl Ty 45)
i=1 j=1 ° i=1 "

Este coeficiente mede a proporcdo de variagdo total da resposta, em torno da média da resposta,
que a regressdo consegue explicar. Quando se utiliza esta medida de falta de ajustamento, ndo se
rejeita a hipdtese de o metamodelo ser adequado sempre que R? esteja préximo de 1. O ajuste per-
feito é quando todas as respostas sio iguais aos seus valores previstos pelo metamodelo (R? = 1).
Devido a sensibilidade de R? em relagdo a dimensdo do vector 0, é preferivel utilizar o coeficiente
de determinagdo ajustado (para o niimero de pardmetros m)

N—1

2 =1—(1-R)—r0
R (1-R)g—;

adj

quando aumenta o niimero de pardmetros desconhecidos do metamodelo, o valor de SSE diminui
sempre, enquanto que o valor de SST ndo é alterado e, por conseguinte, o valor de R? aumenta

sempre (ver [87, pdgina 241]).



4.1.3 Capacidade previsiva

Quando se ajusta um metamodelo, os residuos usuais, e;; = Y;; — f(X,, 9), ndo sdo, em geral,
indicativos de como é que o metamodelo ird prever novos resultados. Uma vez que f (X, 8) ndo
é independente de Y;; e é com efeito desenhado para isso, estes residuos sio frequentemente mais
pequenos que os verdadeiros erros de previsdo. Por conseguinte, estes residuos, assim como a
soma ) i, > i, eij, medem a qualidade do ajuste em vez de avaliar a qualidade do metamodelo
como previsor. Sendo assim, 0s residuos previstos e;j—y = Yi; — f(X., 9(_1-)) sio uma medida
mais eficaz para averiguar a capacidade previsiva de um metamodelo ( 9(_,~) é o estimador dos
minimos quadrados que se obtém utilizando todas as observagoes, excepto as correspondentes ao
ponto experimental i). Esta motivagdo é a base dos dois métodos de validagio que sdo propostos

em seguida.

A. Estatistica PRESS Um procedimento usual, para averiguar a capacidade previsiva de um
modelo linear, é a estatistica PRESS [87, pdgina 450]. Esta estatistica, adaptada ao problema
(3.3), é dada por

PRESS = 3 3" (Vi = /(Xe. 0y (4.6)

2

se a varidncia dos erros é heterogénea. Uma vez que Y;; — f(X;, (9(,1)) é o erro de previsdo,
quando o metamodelo ¢ ajustado sem o i-ésimo ponto experimental e f(X;, 0 ;) é usado como
previsor, um metamodelo é considerado bom previsor se o valor de PRESS for pequeno. Se os
valores de PRESS e SSE forem bastante proximos, entdo MSE poderd ser um indicador vdlido

da capacidade previsiva do metamodelo seleccionado.

Se a varidncia dos erros for constante, entdo

PRESS = > [Vy — f(Xi, 0]

i=1 j=1



B. Um método de validacao cruzada Comece-se por utilizar o metamodelo (3.9) para prever

o resultado de uma nova combinagio de dados, X, ou seja,
Yo = f(Xo.,0). 4.7)

Para averiguar se (4.7) é ou ndo um bom previsor (ou seja, se o metamodelo pode ser usado para
prever valores), executa-se o programa de simulagdo com os novos dados X, fazendo r réplicas
independentes; ou seja, utilizando para cada execugido uma sequéncia de entrada de niimeros

pseudo-aleatdrios diferente das restantes. O resultado para comparagdo com o valor previsto Y, é

1 r
== Y, (4.8)
ris

Aplicando a estatistica t de Kleijnen (2.10), para comparar Yy e Yy, obtém-se

Yo~ Y
to = == -
Var[Yy, — Y]
Yy e Yo, sito independentes porque @ nio depende dos valores Yy;, j = 1, ..., r. Por conseguinte,

pode-se escrever a estatistica anterior na forma

Y, — Y,
t() = = ,0. /(-)\ ~ - (49)
Var[Yy | + Var[Yp]

Em seguida, calcula-se o valor desta estatistica to. Se ele for significativo, ou seja |ty >

te—1;0/2 Onde t,_1,4/2 € 0 valor critico fixado, entiio ndo se utiliza o metamodelo para previsdo.

Para se obter o valor t, observe-se como é que, na pritica, se pode determinar o denominador de

(4.9). Uma vez que Yy, é dado por (4.8), pode-se escrever:

Var[Y] = 5 Z Var[Yy]. (4.10)
Utilizando (2.8) sabe-se que
—  — _
Var[Yor] = — ;(Yoj —Yp)?, k=1,...,r. 4.11)

Substituindo (4.11) em (4.10) obtém-se

r

Var[V,] = Z Yy, — Y02 (4.12)



Para calcular \//a\r[ffo], procede-se do sequinte modo: uma vez que, para N suficientemente grande,

0 estd proximo do verdadeiro valor 8%, pode-se utilizar o desenvolvimento em série de Taylor de

A

f(Xo.,0), em torno de (X,., 8%), e escrever [107, pdgina 193]:
Yo~ f(Xo.,0%) + 17 (60— 0,
onde £ = £1'(8*) é 0 vector gradiente de f(X,.,0"). Sendo assim, a variancia da previsio Yy é
Var[Yy] ~ £ D[6]f,. (4.13)

Convém referir que, afirmar que 0 e 8" estdo proximos significa que a distdncia entre eles, medida

através da norma euclidiana, é bastante pequena, ou seja

« mo. 2

16— 6% = (ai—e*) <e
=1

sendo € um valor pequeno.

Contudo, existem duas situagdes distintas:

() Varidncia dos erros constante. Neste caso, o resultado (4.13) resulta em (ver a proposi¢io 3.1)
~ 0'2
Var[Yy] & —f] [FTF]'f,.
r
Por conseguinte,
~2
Var[Vp] ~ 2T [FTF] ', (4.14)
r

onde 6° ¢ dada na proposicio 3.1, equagio (3.8), F = F(8) e f = £ (8). Observe- -se que,
uma vez que 8" é desconhecido, houve a necessidade de o aproximar para ser possivel calcular
uma estimativa aproximada da varidncia. O vector escolhido foi a melhor aproximagdo disponi-

vel. Ao longo deste trabalho, este tipo de aproximagdo vai ser feita sempre que haja necessidade.

(1) Varidncia dos erros heterogénea. Nesta situagdo, aplica-se a proposi¢do 3.2 e obtém-se a

seguinte varidncia estimada:
—~_ A ]_/\ A~ A —]1 A~ ~
Var[Vy] ~ ~f7[FTS F] ', (4.15)
r

comF = F (), ff = £7(0) e = dada por (2.7).



Com base na exposigdo anterior, propoe-se um método de validagdo cruzada para avaliar a capa-
cidade previsiva de metamodelos ndo lineares de simulagio. Este método consiste em realizar: (i)
0s passos primeiro a quarto (descritos em sequida), parai = 1,2,...,n; e depois o quinto passo

(também descrito em seguida).



Primeiro passo

Considerar o conjunto que se obtém eliminando, do conjunto de resultados obtido no passo 2 da

metodologia, a informagdo relativa ao i-ésimo ponto experimental
{(Xz, Y;j, 6Z) : j = ]_, ceey r}.

Segqundo passo

Estimar o metamodelo de regressdo, a partir do conjunto de resultados obtido no passo anterior.
Se a varidncia dos erros for constante, entdo o estimador dos minimos quadrados é dado por (ver

a proposigio 3.1)
Oiy~ 0"+ [F{ ) (0")F i (0")] ' F{ ;) (0")[Y (i) — f—i)(0")]-

Caso contrdrio, obtém-se o estimador dos minimos quadrados ponderados estimados (ver a pro-

posigdo 3.2):
N * sy ! *\1— el v *
Oy ~ 0" +[F{;,(0)2 ,F(_iy(0)] ' F( (092 (Y iy — £y (87)].

O indice (—1i) significa que toda a informagdo, correspondente ao ponto experimental i, foi eli-
minada. Por exemplo, ﬁ](_i) é a matriz que se obtém ao retirar, @ matriz de covaridncias > (ver
(2.7)), as i-ésimas linha e coluna. Considera-se que n > m, ou seja, o niimero de pontos experi-
mentais é superior ao niimero de pardmetros regressores (caso contrdrio, F (_; seria certamente

singular).
Terceiro passo

Prever a resposta para o ponto experimental i (eliminado) através de

A

Vi = f(Xi,04), (4.16)

ou

A ~

Yiciy = f(Xi, 0-)),
consoante a varidncia seja, ou ndo, constante respectivamente (observa-se que a previsio Yi_;

ndo depende do ponto experimental 7).



Quarto passo

Comparar o resultado do terceiro passo, Y;(_;), com o valor da média das respostas eliminadas no

primeiro passo, Y; . Esta comparagio é feita calculando a estatistica (4.9)

Y; — Yiy
t; = — . 1/2°
(Var[Yi,] + Var[YZ-(_Z-)])
onde Y;. é dado por (3.2) e
Var[Y Z

J:1

(ver (4.9) e (4.12) respectivamente). O cdlculo da varidncia estimada, '\//z;r[ffi(_

depende do caso: varidncia dos erros constante ou néo.

No primeiro caso, tem-se

)f [F( z)F( z)] lfia

onde By =F 50 ), 7 =£7(0_ ) e &¢ 4 € dada por

~2 2
JH):n—l—m Z[Yk f Xk, 0]
k=1,k#1i

(ver (3.8) considerando n — 1 pontos experimentais).

No segundo caso, em vez de (4.19), tem-se

Quinto passo

(4.17)

(4.18)

i), também aqui

(4.19)

(4.20)

Aplicar a desigualdade de Bonferroni da sequinte forma: testam-se os n valores individuais t;, a

um nivel ag /n, e rejeita-se o metamodelo de regressio se

anll,a}fn |t ‘ >t L;ag/(2n)

(4.21)

onde g € a probabilidade de rejeitar o metamodelo e o factor 2 é necessdrio visto tratar- -se de

um teste bilateral.



Observe-se que, uma vantagem deste método é que estio disponiveis n valores da estatistica
de teste, t, sem ser preciso realizar mais experiéncias de simulagido que aquelas que jd foram
realizadas. Observa-se que, os erros de previsido normalizados sdo dependentes mesmo que as
sementes, dos niimeros pseudo-aleatérios utilizadas nas simulacoes, tenham sido diferentes. Por
conseguinte, no quarto passo, existe a necessidade de recorrer a desigualdade de Bonferroni (ver
[64, pdgina 155] para uma explicagido detalhada da desigualdade de Bonferroni, no contexto da

validacdo de metamodelos).

B.1. "Optimizac¢ao"computacional do método de validacdo cruzada. Observa-se que, o
método de validagdo cruzada proposto é relativamente dispendioso do ponto de vista computaci-
onal, principalmente quando o niimero de pontos experimentais é grande. Isto acontece porque
é preciso fazer n regressdes ndo lineares e, por cada regressio, é necessdrio recorrer a um mé-
todo iterativo. Por conseguinte, fazer n regressdes pode ser um processo ineficiente, que consome
algum tempo computacional, principalmente para grandes conjuntos de dados. Uma solugio
para aumentar a rapidez do processo iterativo é utilizar técnicas de aceleragio de convergéncia,
conjuntamente com o método iterativo. Pode-se também seguir a sugestdo de Kleijnen [59] para
metamodelos lineares e utilizar o procedimento num subconjunto do conjunto total de pontos
experimentais. Mas neste caso, como o préprio Kleijnen afirma, existe a desvantagem de igno-
rar informagdo potencial. Contudo, é possivel utilizar o método de validagdo cruzada proposto
fazendo uma tinica regressdo. Nas duas proposi¢des seguintes observa-se que, para determinar
}A’i(_i) — Y, ndo é necessdrio fazer uma nova regressio. Este valor é calculado a custa de somar
aY;, —Y; (ondeY; = f(X,, 9), sendo 0 o estimador dos minimos quadrados, obtido a partir
de todo o conjunto de resultados) uma quantidade que é calculada uma inica vez e que depende
apenas de F, Y, f e 6* (valor exacto). Sempre que exista necessidade, pode-se substituir 0* por

0; ndo se conhecendo o valor exacto, o vector disponivel mais proximo de 0 é 6.

Proposigdo 4.1 Considere-se o modelo de regressio ndo linear (3.9):
Vi = f(X;,0) + ¢, i=1,2,...,n,

sendo a varidncia dos erros constante e dada por (3.11), €;. ~ N(0,0?/r). Sejam Yi(_i) — Y e

A

Y; —Y;. os residuos (ou erros) correspondentes a regressdo onde é eliminado o ponto experimental



i,1=1,2,...,n, earegressio com todos os resultados, respectivamente. Entdo

A

E(i)—ffi.%ffi—ffi_-i-(l—

1 — hy

onde 0s h;; sio os elementos da diagonal principal da matriz “chapéu”estimada

H = F(ETR) BT

Y

A~

correspondente i regressio com todos os dados, F = F(0) e f; = £,(0). Além disso,

6(271‘) FTIRTH _ ppT1-1¢

Var[f/( )]

onde &{_, € dado por (4.20) e

1

- (FTF)'H[Yi — £(X;, 0)).

. ) f(FTE) ' FTY — £(X, 6)),

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Verificagdo Comece-se por verificar o resultado (4.22). Para isso considere-se o problema (3.9),

com distribuigdo de erros (3.11). Sabe-se que, numa vizinhanga suficientemente proxima de 6%,

tem-se o desenvolvimento linear de Taylor [107, pdgina 23]:
. of(X;., 0" .
F(Xi,0) ~ f(X;,0) + Z fi)(ej - 05),
Substituindo (4.26) em (3.9), obtém-se

ou seja,

" X 6"
f(X;, 0% zz > ) —07) + €.
E posstvel afirmar que o problema anterior é aproximadamente

=f1(0"8 + &, i=1,...

ou, de outro modo,

Z =Fp + €,

(4.26)

(4.27)



onde F = F(0%). Utilizando a conhecida teoria da regressdo linear, pode-se afirmar que

€;
di= ———
(] ]_—h“’

onde e; sdo 0s residuos usuais e d; sio os residuos previstos definidos por [87, pdgina 399]:

di = Z; — Zis
e
e;=2; — Z,
Mas
Zi =Y — [(Xi, 0,
Zi—iy = Yieiy — [(Xi, 0sy),
logo

A~ —

Yicoy— Y = ZAi(fz') - Zi + f(Xi, 9(—i)) - f(X,.,0%)
Numa vizinhanga de 6*, como 9(_i) estard préximo de 0", tem-se

A A

F(Xi, 0) = f(X;, 07) +£](87) (80 — 67). (4.28)
Por conseguinte,
Yiciy— Yo~ Zyiy — Z; + £](67)(0—i) — 07). (4.29)

Zi— 7,
Zz(—i) - Zz - 1— h” ’ (430)
onde
hii = £ (6")[F" (6")F (67)]'£:(6")
é 0 i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz "chapéu”
H =F(6")[F" (6")F(6")"'F" (6")
(ver [107, pdgina 211]). Substituindo (4.30) em (4.29) vem,
. - Zi-Z A
Y; Y, ~ + £1(0%)(6(-;) — 0). (4.31)

i(—i) = Yi. ¥ T I



Mas Zz = }A/z - f(Xi., é) ez; = Yz - f(Xi., 9*), logo

O X ﬁ_i/;—f_ XZ)O* B Xz7é *\ [ Q) *
Vi — Vi~ I T2 IERD) s 00y -0 432)

Tal como 0(_;), também @ estd préximo do valor exacto 8. Por conseguinte, numa vizinhanga

de 0*
f(Xi,0) ~ f(X,,0%) +£(67)(6 — 67),

logo (4.32) surge na forma

O . Y;_}_/; 1 £\ (0 * £\ [ 0 *
Yimy = Yim — e 1o hiifiT(o )(0—67) +£1(67) (0 — 6). (4.33)

Mas é verdade que,

A A A

0 y—0"=0_H—-0+6-0" (4.34)

Além disso, a aplicagdo do resultado (5.42) de [107, pdgina 211] ao problema (3.9) resulta na

seguinte aproximagao:

R . (FTF)-, _ .
0(_@ — 0~ (712( i — YZ) (4.35)
1 — hy
Substituindo (4.35) em (4.34) obtém-se
R FTE-f . .
Oeo—wz(l % Yi-Y)+6-0"

E posstvel aplicar este resultado em (4.33) e escrever

A Y-V 1 apos fIETR) M,
Geg-Vimnizle 1 grp g BEE) Ky vy g6 e, wae)
I1—hyi  1—hy 1 — hi;

F(0) = F. Uma vez que hy; = £7(FTF)~'f;, entdo

. _ A 7 J his o o 2
}/;_i _Y; ~ ) A’L. o _ ff 0_0* - Z’LA Z_}/; +fZT' 0_0* —
(=) A 1 ( ) 1_hii( ) + 15 )
1 C e o J -
= —1 = h)(Y; - Y)— ———f'O0—-6")+£(0—-6") =
7 R (=T - (0 -6+ (6 - 0)
~ _ 1 PN
= YZ-—E;+<1—1 E)ff(e—o*) (4.37)

Aplicando (2.15) de [107, pdgina 23] ao problema (3.9), obtém-se a aproximagio sequinte:

6 — 6" ~ [FT(0*)F(0*)] 'FT(6")]Y — £(X, 6")].



Utilizando F(0*) ~ F, é posstvel escrever a aproximagdo anterior na forma

A

60— 0" ~ (FTF)'FT[Y — £(X, 0")]. (4.38)

Substituindo (4.38) em (4.37) obtém-se

~ _ ~ _ 1 A A A ~ _
Yiog-YirYi-Y + (1 - h) ff (F"F)'F'[Y - £(X, 67)]. (4.39)

A verificaciio da aproximagdo (4.22) fica concluida substituindo 6* por @ na aproximacio ante-

riot.

O resultado (4.24) obtém-se da forma descrita em sequida. Aplicando (3.6), obtém-se

O 0(2—1') T -1
Var[Yj—] = . [F(—z‘)F<—i)] ’

donde

A

— A g i ~ ~ -1
Var[Yi—y] ~ (r : [F(T_z-)ﬂ—z‘)] :

Mas f‘(T_i)ﬁ‘(_i) = FTF — £ (ver (5.40) de [107, pigina 211]), logo verifica-se (4.24).

O resultado (4.20) é iitil para calcular &(2_”, sem ser preciso fazer regressoes sucessivas. Uma
vez que YV; = f(Xi,0), (4.25) resulta directamente da aproximagio (4.35). Fica aqui concluida

a verificagdo da proposicio 4.1.$
Proposigdo 4.2 Considere-se 0 modelo de regressio ndo linear (3.9)

Vi = f(X;,0) +&, i=1,2,...,n,

quando a varidncia dos erros satisfaz (3.14)

0.2

Var|V;] = Tl

Sejam Yy — Y; eY; — Y, os residuos (ou erros) correspondentes a regressdo onde é eliminado

o ponto experimental i,© =1,2,...,n, e a regressdo com todos os dados respectivamente. Entdo

1—h

2

~ _ ~ _ 1 ~ N A —] ~ A —1 ~
Viy— Vi m V- Vi + (1— . )f? EFTSTF)ETS Y - £(X,0)],  (440)



onde os h}; sio os elementos da diagonal principal da matriz “chapéu”modificada estimada

A —

= RE(FTS T F)"LFTRT, (4.41)

correspondente a regressdo com todos os dados. F = F(0), f; = £;(0) e as matrizes 3 e R siio

dadas respectivamente por (3.16) e

1/64 0
R = , (4.42)
0 1/6,
onde os valores 6;,1 = 1, ..., n, sdo calculados utilizando (3.1). Além disso,
VarlVi o] & TSR - R (1.43)

K3

Verificagdo Foi observado na Secgio 3.2 que o problema (3.9), com varidncia heterogénea, é

equivalente ao problema (3.20). Aplicando a aproximagio (4.39) ao problema (3.20) obtém-se

*
21

A A 1 N N
Wiiy = Wim Wi — Wi + (1 - ) & (G'G)'GT[W —g(X, 0],

onde h}; sio os elementos da diagonal principal da matriz "chapéu”estimada

H=G(GTG)"'GT. (4.44)
Note-se que
1.
&=t
o

Além disso, G = RF, W = RY, g = Rf e R’R = ﬁ]fl, com R dado por (4.42). Por

conseguinte,

Wio — Wi m Wi — Wi + (1 - L ) L ETS T E) TS Y - £(X,0°)]

1—h}) o
Mas
I i(—1) = %Yi(ﬂ)’
W=7,
o)
W= Y.,



logo

~ —

Yé(—i)—Yé.%ﬁ—Yi.-l-(l—

1 A A —1 A A —1
1 /3*) fTETS )RS Y - £(X, 07)).

A verificacdo de (4.40) termina substituindo 8* por @ na aproximagio anterior. Para calcular a
matriz "chapéu”modificada estimada, substitui-se G = RF em (4.44) para obter

H* = RF(F'R'RF)'F'R”.
Aplicando R"R = S na igualdade anterior obtém-se (4.41).

Aplicando a Proposigio 3.2 e considerando todos os pontos experimentais, excepto o ponto expe-

rimental i, podemos escrever:

DI o] & < [FL ()5 Fa(67)]

Por conseguinte,

A~ 1 7 &1 2 _

onde F(_;y = F(_y(0). Mas 2( iy = R(Tﬂ.)f{(_i) logo

onde f{(,i) é a matriz que se obtém ao eliminar as i-ésimas linha e coluna da matriz (4.42).

Porém,
FRU,ROFL) = RyF) "ReyFy = (RF)'RF — g8

onde gl é a i-ésima linha de RF,

gl = iff. (4.45)
Sendo assim, é possivel escrever
Do) ~ - 1 [FTRTRE - gg!]" =
— ETETE -

Com base nos resultados das proposicdes anteriores, apresenta-se em seguida o método optimi-

zado.



Primeiro passo

Calcular o estimador dos minimos quadrados, @ ou @ consoante a varidncia dos erros seja ou nio

constante, respectivamente.



Segundo passo

Construir a matriz “chapéu”aproximada através de (4.23), se a varidncia dos erros for constante;

caso contrdrio, utiliza-se (4.41).
Parai=1,2,...,n, repetir os passos terceiro a sexto.
Terceiro passo

Calcular os residuos Yi(_i) — Y, , utilizando (4.22) ou (4.40), consoante a varidncia dos erros seja

ou ndo constante.
Quarto passo

Calcular \//a\r[ffi(,z-)] com base em (4.24), (4.20) e (4.25), se a varidncia dos erros for constante;

caso contrdrio, utiliza-se (4.43) e (3.1).
Quinto passo

Calcular Var[V;) utilizando (4.18).

Sexto passo

Calcular t; através de (4.17),i =1, ...,n.
Sétimo passo

Rejeitar o metamodelo de regressio, se se verificar o critério (4.21).

B.2. Diagnésticos relacionados com a estatistica ¢ de Kleijnen Uma caracteristica im-
portante da estatistica (4.17) é que ela fornece uma medida, que ndo depende de uma escala,
para avaliar a dimensdo dos residuos; mais concretamente, nio depende da localizagio do i-ésimo
ponto experimental que, como se sabe, é medida pelo i-ésimo elemento da diagonal principal da
matriz "chapéu”. Pannis, Myers e Houck [94] dio énfase a semelhanga entre esta estatistica e
a estatistica R de Student, utilizada em diagndsticos de regressido. Ou seja, a estatistica pro-
posta por Kleijnen é uma medida que permite aceder quase directamente a um grande niimero de

técnicas para a andlise de residuos. Uma das suas mais importantes aplicagdes é a detecgdo de



observagdes muito afastadas ou suspeitas 1. Para identificar essas observagdes, Y;, i =1,...,n,
examinam-se os valores absolutos da estatistica (4.17) e utiliza-se a distribuicdo t apropriada,
para averiguar até que ponto essas observagdes estdo afastadas. A razdo para utilizar residuos
previstos, em vez dos residuos usuais, na detecgdo de observagdes suspeitas é que se Y;. for sus-
peita (muito afastada), entdo o metamodelo estimado com base em todos os pontos experimentais,
pode ser influenciado para produzir um valor préximo de Y;,, prevendo um valor de Y; perto de
Y;.. O residuo usual, correspondente a este ponto experimental, serd pequeno e nio ird revelar
que Y;, estd afastado. Por outro lado, se o i-ésimo ponto experimental for excluido, antes do me-
tamodelo ser ajustado, a valor ajustado f’i(_i) nio é influenciado pela observagio afastada Y;, e
o residuo terd tendéncia a ser maior; por conseguinte, mais provavelmente ird revelar o afasta-
mento da média Y;. Observa-se que, se izii estiver proximo de zero, ou seja se Y; ndo estiver
afastado, entdo o valor do residuo previsto é aproximadamente o do residuo usual; ver o resultado
(4.22). Para os minimos quadrados ponderados estimados a conclusio é a mesma, mas com h;;
substituido por h; ver o resultado (4.40). Sendo assim, por vezes, os residuos previstos permi-
tem identificar observagdes afastadas, o que ndo acontece com os residuos usuais, de um modo

geral. Outras vezes, tanto os residuos previstos, como os usuais levam a mesma identificagdo.

Ap0s a identificagdo de valores da varidvel de resposta afastados, o préximo passo é averiguar até
que ponto estes valores afastados sdo influentes. Um valor influente é um cuja exclusio provoca
mudangas significativas no metamodelo ajustado. Neste trabalho, consideram-se trés medidas de
influéncia muito utilizadas em estatistica, todas elas baseadas na omissdo da informagdo corres-

pondente a um ponto experimental para medir a sua influéncia.

o Influéncia nos valores ajustados. Uma estratégia, para examinar a influéncia da i-ésima média
Y;. no valor ajustado Y;, é calcular o niimero aproximado de erros padrio estimados pelo qual o
valor ajustado Y; se modifica, quando o i-ésimo ponto experimental é removido do conjunto de

resultados. A estatistica apropriada é dada por

A

Y; — Vi

(DFFITS); = ———9_
(Var(¥)

(4.46)

Youtliers [87, paginas 121-122]



O prefixo 'DF’ denota a diferenca entre o resultado com e sem a informagio correspondente ao
i-ésimo ponto experimental (ver [87, pdgina 401]). Como guia para identificar um valor da
varidvel de resposta influente, Neter, Wasserman e Kutner [87, pdgina 401] sugerem um valor
absoluto de (DFFITS); que exceda 1 para amostras de dimensdo média e pequena e 2y/m/r para
grandes conjuntos de resultados. Os valores de (DFFITS),; podem ser calculados utilizando
apenas os resultados do ajuste com base em todo o conjunto de resultados. Consoante o método

dos minimos quadrados utilizado, assim é a forma de cdlculo deste diagndstico:

(i) no caso dos minimos quadrados usuais, tem-se

onde

(Y - V) (4.47)

f1(FTF) ', (4.48)

com 62 dada por (3.8). (4.47) e (4.48) resultam de (4.35) e (4.14) respectivamente; e

(i1) no caso dos minimos quadrados ponderados estimados, tem-se Y; = f(X,,8), Yi(_i) =
f(Xi, 0. ), onde 8_;y é dado por

" 1

Oy~ 0+ ——(FTSF) 'R[Y — £(X,,0)]. (4.49)
6i(1 — hj;)

O resultado (4.49) obtém-se aplicando (4.25) ao problema (3.20) e fazendo as devidas substitui-

coes.

o Influéncia nos coeficientes de regressdo. Uma medida para avaliar a influéncia do i-ésimo
ponto experimental em cada coeficiente de regressdo estimado 0;, j = 1,...,m, é o niimero de
erros padrdo estimados, pelo qual o coeficiente de regressio 0; se modifica, quando se exclui o

i-ésimo ponto experimental. Devidamente normalizada, esta medida é definida como

~

0; — 05—

(DFTETAS); ; = L2
(Var[@-])



Um wvalor elevado de (DFTETAS), ; indica que o i-ésimo ponto experimental tem um impacto

grande no j-ésimo coeficiente de regressio (ver [87, pdgina 402]).

Uma medida geral, do impacto combinado do i-ésimo ponto experimental em todos os coeficientes
de regressdo, é a medida de distincia de Cook (ver [87, pdgina 403]). Esta medida obtém-se a
partir do conceito de regido de confianga para todos os pardmetros de regressio 6;, ¢ = 1,...,m,

simultaneamente.

e Influéncia nas inferéncias. Para fornecer mais informagio, sobre a determinagdo de pontos
experimentais influentes, é habitualmente uma boa ideia examinar de uma forma directa as in-
feréncias a partir do metamodelo ajustado que serd obtido com e sem o ponto experimental em

questdo (ver [87, pdgina 405]).

Para medir o efeito do ponto experimental j nas inferéncias a serem levadas a cabo a partir do

metamodelo ajustado calcula-se, para os n pontos experimentais, a diferenca entre os valores

previstos Y; e Y;_ ;). Em seguida, obtém-se a média das diferencas absolutas percentuais

1 n

D
i=1

Yicn =41 00,
Y;

Finaliza-se esta seccdo salientando que, excepto as citagdes ao livro de Seber e Wild [107], todas
outras referéncias citadas discutem o caso linear. Por este motivo, houve necessidade de fazer as

devidas adaptagdes ao caso ndo linear.

4.2 Validacao com respeito ao modelo de simulacao

O método preferencial, para validar um metamodelo em relagdo ao modelo de simulagdo, é atra-
vés da recolha de novos resultados de simulagido. Uma alternativa razodvel, quando o conjunto
de resultados é suficientemente grande, é dividir os resultados em dois conjuntos. O primeiro,
denominado conjunto de construgdo do modelo, é utilizado para desenvolver o metamodelo. O

segundo conjunto de resultados, denominado conjunto de validagdo, é utilizado para avaliar a



razoabilidade e a capacidade previsiva do metamodelo. Este procedimento de validagdo é frequen-
temente denominado por validagdo cruzada. A particdo dos resultados simula a replicacdo par-
cial, ou completa, da experiéncia de simulagdo. O conjunto de resultados de validagio é utilizado
para validagio da mesma forma que quando novos resultados sio recolhidos. Por conseguinte, é
possivel reestimar os coeficientes de regressio com base no conjunto de validagdo e compard-los
para consisténcia, com os coeficientes obtidos com o conjunto de construgio do modelo. Também
podem ser feitas previsdes para a varidvel resposta no conjunto de validagdo a partir do meta-
modelo desenvolvido com o conjunto de construgio. Deste modo calibra-se o metamodelo para

novos valores da varidvel resposta.

O conjunto de resultados é frequentemente dividido em dois conjuntos com igual niimero de
elementos: resultados de construcio e de validagdo. E importante, contudo, que o conjunto
de resultados de construgdo do modelo seja suficientemente grande, de tal forma que possa ser
desenvolvido um metamodelo sequro. Neter, Wasserman e Kutner [87, pdgina 467] aconselham
que o niimero de casos seja, pelo menos, 6 a 10 vezes o niimero de varidveis independentes. No
caso ndo linear, como o niimero de varidveis independentes ndo estd directamente relacionado com
o niimero de pardmetros do modelo, aconselhamos a que o niimero de casos seja, pelo menos, 6 a
10 vezes o niimero de pardmetros desconhecidos do metamodelo de simulagdo. Por conseguinte,
se o nmiimero de pardmetros desconhecidos for 2, entdio o conjunto de resultados de construgio do
metamodelo deverd conter pelo menos 12 a 20 elementos. Se o conjunto total de resultados ndo for
suficientemente grande, para ser possivel uma divisdo em dois conjuntos aproximadamente com
o mesmo niimero de elementos e levando em conta a exigéncia atrds mencionada, entio deverd
escolher-se um conjunto de resultados de validagdo mais pequeno que o conjunto de resultados
de construgdo. A divisdo dos dados pode ser feita aleatoriamente ou intuitivamente. Outra

possibilidade é juntar os casos em pares e colocar um de cada par em cada conjunto de resultados.

e Validacdo cruzada dupla Com base na técnica descrita anteriormente, sugere-se em se-
guida um método de particdo de resultados, para averiguar a validade do metamodelo em relagio

ao modelo de simulagdo.

Primeiro passo



Dividir o conjunto de resultados em dois conjuntos de aproximadamente igual dimensdo.
Segundo passo

Desenvolver um metamodelo independentemente para cada um dos conjuntos de resultados, ob-
tidos no primeiro passo, e comparar os coeficientes dos dois metamodelos. Se os coeficientes forem
muito diferentes, entido o metamodelo pode ter falta de consisténcia interna. Neste caso, rejeita-se

o metamodelo.
Terceiro passo

Utilizar cada metamodelo de regressio, construido com base num conjunto de resultados, para

previsdo no outro conjunto. Para isso, calcular dois valores do coeficiente de determinagdo: um

2
const/

para os resultados utilizados na construgio do metamodelo, R e o outro para os resultados

2
val*

do conjunto de validagdo, RZ ;. Se estes valores forem muito diferentes, entdo nio se considera o
metamodelo vdlido. Para cada metamodelo, calcular também o erro quadrdtico médio de previsdo
MSPR, com base nos resultados ndo utilizados na sua construgio [87, pdgina 466]. Para o

problema (3.3), calcula-se MSPR através de

1 1 .
MSPR = — Z Z g(Yij - Y2
iel, j=1
onde Yy; é o valor previsto para Yy;, baseado no conjunto de dados de construcio do metamo-

delo. 1, é o conjunto dos indices dos pontos experimentais que nio pertencem ao conjunto de

construgdo do metamodelo. Se a varidncia dos erros for constante, entio

1 ’ N
MSPR=—3% > (Vi — ¥y)".

i€l, j=1
Se MSPR for bastante préximo do valor de MSE, correspondente ao ajuste baseado nos resultados
utilizados na construgdo do modelo, entdo o erro quadrdtico médio MSE dd uma indicagdo apro-
priada da capacidade previsiva do modelo. Se MSE for muito menor que MSPR, entdo MSPR é

um indicador da capacidade previsiva do modelo.

Uma possivel desvantagem da separagdo de resultados é que as varidncias dos coeficientes de re-
gressdo estimados, desenvolvidos a partir de um subconjunto de resultados, irdo frequentemente

ser maiores que os obtidos a partir do ajuste com todo o conjunto de resultados. Contudo, se esse



subconjunto for suficientemente grande, estas varidncias geralmente nio serdo muito maiores
que as obtidas a partir de todo o conjunto de resultados. Em qualquer dos casos, apds o modelo
ter sido validado, é prdtica usual utilizar o metamodelo estimado com base em todo o conjunto de
resultados, embora talvez seja teoricamente mais apropriado utilizar o modelo ajustado a partir

apenas do conjunto de construgio do modelo.

4.3 Validacao com respeito ao problema real

Nesta secgio, o objectivo é averiguar se o metamodelo aproxima suficientemente bem o com-
portamento do problema real. Para isso, considera-se um determinado conjunto de ny pontos
experimentais. Consoante o conhecimento do problema real, este conjunto pode ser igual ou di-
ferente do utilizado até ao presente momento; pode acontecer que s6 seja conhecida a resposta
do problema real para um conjunto reduzido de pontos experimentais, que nem sequer coincida
com o conjunto utilizado no desenho experimental escolhido para estimagio do metamodelo. Em
seguida, calcula-se a percentagem de erro relativo médio
nw a

i Z M x 100%,

wiz Wil
onde W; é o valor exacto (resposta do problema objecto) e W; é a resposta prevista pelo meta-
modelo, para o i-ésimo ponto experimental. Esta percentagem de erro foi utilizada, no contexto
da simulagdo, por Friedman e Friedman [37]. Contudo, propomos utilizd- -la também no caso
ndo linear. No caso da resposta poder ser nula, propomos utilizar o erro absoluto em vez do erro

relativo, ou seja

] X .
_2 : W, — Wil
Nw %25 w |



Capitulo 5

Variaveis de controlo

Uma caracteristica interessante, das experiéncias de simulagdo em computador, é a possibilidade
que o utilizador tem de observar diferentes varidveis aleatdrias e pardmetros conhecidos. Esta
propriedade deu origem ao método, de redugdo de varidncia, das varidveis de controlo. O mé-
todo das varidveis de controlo tem sido largamente utilizado em simulagdo, nomeadamente na
estimagdo de metamodelos de regressio. Neste capitulo, apresentam-se procedimentos para usar
diversas varidveis de controlo concomitantes numa experiéncia de simulagio, com acontecimen-
tos discretos, em que o objectivo é estimar um modelo ndo linear geral com uma inica resposta,
expressa em termos de varidveis de decisio, seleccionadas no sistema em estudo. O objectivo
de utilizar varidveis de controlo é reduzir o erro (varidncia) dos pardmetros estimados no me-
tamodelo, em comparagio com o que seria obtido através da estimagdo directa (sem varidveis de
controlo). Assumindo que a resposta e as varidveis de controlo tém distribuicdo normal conjunta,
com estrutura de varidncia-covaridncia homogénea ao longo de todos os pontos experimentais,
desenvolvem-se procedimentos com varidveis de controlo para estimar os pardmetros desconheci-
dos do metamodelo, construir regides de confianga e realizar testes de hipdteses. Com o objectivo
de quantificar a eficiéncia mdxima que é possivel atingir, utilizando um determinado conjunto de
varidveis de controlo, obtém-se a razdo minima entre as varidncias generalizadas. Para medir a
degradacio na eficiéncia que ocorre quando os coeficientes de controlo dptimos tém de ser estima-

dos (através do método dos minimos quadrados), apresenta-se o factor de perda generalizado.
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5.1 Metamodelos com varidveis de controlo

Suponha-se que, o modelo de simulagdo pode ser representado pelo metamodelo (3.3), onde os

erros €;; sio varidveis aleatorias independentes, com distribuicdo
GijNN(O,O'2), o> 0.

Assuma-se que, o erro €;; = Y;; — f(X;., ), no problema (3.3), tem uma regressdo linear no
vector de controlo Ci; = (Cyj1, - . ., Cijq) com um vector desconhecido de coeficientes de controlo,
8, e com um residuo €;;, tal que o modelo de simulagio também pode ser descrito através do

metamodelo de simulagio com réplicas
Y;j = f(XZ, 0) + 0”6 + €ij, (51)

ondei=1,...,nej=1,...,r.

Nesta formulagdo, utiliza-se o método das varidveis de controlo na sua forma linear, porque
qualquer esquema ndo linear de varidveis de controlo se comporta assimptoticamente como um
método linear de varidveis de controlo [42]. Na verdade, ndo se consegue melhorar a eficiéncia
assimptotica do método, generalizando a forma de inclusio das varidveis de controlo, do caso
linear para o nio linear. No entanto, convém salientar que, nio se poe de parte a possibilidade
de obtengio de melhor desempenho utilizando a forma ndo linear do método das varidveis de

controlo, no contexto de amostras de tamanho reduzido.

Nesta situagdo, para além dos resultados presentes na Tabela 3.1, é preciso também recolher os

resultados correspondentes as varidveis de controlo (ver a Tabela 5.1).



Tabela 5.1: Disposicdo dos resultados para estimacdo de metamodelos, com varidveis

de controlo.

Ponto Variaveis Varidvel | Desvio padrao
experimental independentes dependente estimado
1 Xll---de Cll---Clr Yll---}/lr 6’1
1 lede CﬂC“ szly;r (}Z
n an---Xnd Cnl---Cnr Y;ﬂ...Y;" (3',1

Seja Z a seguinte matriz aleatdria:

}/11 0111 s Cllq
Y;ﬂ Cnll R Cnlq
Z=| + .| =[YC]. (5.2)
Yir C’lrl R C'qu
| }/nr CVnrl .. Cnrq i

Considere-se que, o vector linha aleatério Z,. é continuo e tem a mesma fungio de densidade de
probabilidade para todos os valoresdel = 1, ..., N, tal que a sua matriz de varidncia-covaridncia

existe e é a seguinte

s,—pz)=| 7 7| (53)

ocy Xc¢
onde o* = Var[Y;;]. Como consequéncia Xc = D[Cy;] é nio singular e, por conseguinte,
também é definida positiva, com probabilidade um, ao longo de todas as réplicas de todos os pontos
experimentais [89]. O vector de covaridncias entre Y;; e C;;, denotado por oyc = C[Y;;, Cyjl,

- - _ T
assume-se ser constante paratodooi=1,...,netodooj=1,...,r,comocy = Oyc.

No caso em que o modelo de simulagio pode ser representado pelo metamodelo (3.3), onde os

erros €;; sdo varidveis aleatdrias independentes com distribuicdo normal, com médias nulas



e valores de wvaridncia dependentes do ponto experimental (isto é, €;; ~ N (0,0?) com

o; > 0), considera-se o metamodelo
Wi = 9(Xi.,0) + e

comi=1,....,n,j=1,...,r, Wi =Yi;/04, 9(X;,0) = f(X,,0)/0; e e;; = €;;/0;. Obtém-se
assim, um metamodelo em que os erros jd possuem varidncia constante e, por conseguinte, pode-
se aplicar a metodologia desenvolvida neste capitulo. Outra hipétese é aplicar uma transformagio
de ambos os lados de (3.3), para estabilizar a varidncia, e depois aplicar também a metodologia

aqui apresentada (ver a Secgio 6.2.1).
Neste capitulo, apresentam-se dois conjuntos de resultados importantes:

(i) Na Secgio 5.2, considera-se que o metamodelo (5.1) é vilido e obtém-se a razdo minima
aproximada entre varidncias generalizadas, o estimador dos minimos quadrados & (para estimar
d), e o correspondente estimador dos minimos quadrados controlado @(8) (para estimar o vector

de coeficientes de controlo 0).

(1) Na Secgio 5.3, considera-se a hipdtese de que a resposta e as varidveis de controlo tém dis-
tribuicdo conjunta normal multivariada e obtém-se o factor de perda aproximado, constroem-se
regides de confianca assimptéticas para 0, centradas em 0(8) e em (8), e propdem-se procedi-

mentos para realizar testes de hipoteses.

A secgiio 5.4 é reservada a descrigdo de uma meta-experiéncia de Monte-Carlo, em que se obtém,

experimentalmente, estimativas fidveis para as razoes entre varidncias e para o factor de perda.



5.2 Resultados gerais sobre estimacao

Nesta seccdo, desenvolvem-se os resultados sobre a estimacido de metamodelos com varidveis de

controlo, que nio dependem da normalidade conjunta entre a resposta e as varidveis de controlo.

5.2.1 Razao minima entre varidncias generalizadas

O estimador dos minimos quadrados de 6, no problema (3.3), é dado por
0~6 + (F'F) F"[Y—f1], (5.4)
onde F = F(0") e f = £(0) (ver (3.5)). A média e a varidncia deste estimador satisfazem (ver
(3.6)):
£[6] = 6 (5.5)
DO = —(FTF)~L. (5.6)

Quando se incluem as varidveis de controlo e para um determinado vector fixo de coeficientes de

controlo ¢, o estimador controlado dos minimos quadrados é dado aproximadamente por

0(¢) ~ 0" + (FTF)"'FT[Y — Co — 1], (5.7)
com
Cia él.q
C= :
én 1 . C_’n.q

eonde,parai =1,2,...,nek=1,2,...,q,

_ 1 —
Cik = . Zlcijk-
]:

Este estimador obtém-se do sequinte modo: considera-se o problema (5.1) escrito na forma

Yi; — Cijop = f(Xi,0) + 5,



e, em seguida, calcula-se o estimador dos minimos quadrados nio lineares para 0 (considerando
¢ fixo).
A aproximagdo (5.7) é equivalente a

A

0(¢) ~ 0"+ (FT"F)'FT[Y — f] — (F"F)"'F'Co,

e sabe-se que, quando ndo se utilizam varidveis de controlo, o estimador dos minimos quadrados

usuais é dado por (3.5), logo
0(¢) ~ 6 — (F'F)"'FTCo,

isto é, @(¢p) # O, ou por outras palavras, a observagio de varidveis de controlo com médias
conhecidas resulta numa estimativa diferente para 6. Por conseguinte, se a matriz aleatéria C

tem uma funcdo densidade de probabilidade, entdo utilizando o facto de £[C] = 0 e £[0] = 67,

obtém-se
E[0(d)] = 6" (5.8)
Considere-se o vector aleatério Z; = (Y;,C;.) onde a matriz de varidncia-covaridncia a ele
associada é
_ 02 Oye 1
S;=DZ]=| ¥ 7|=-3, (5.9)
ooy  Xc r

com Xy é dada por (5.3).

Com 0 objectivo de obter a matriz de varidncia-covaridncia de 0(8), D[0(8)], é iitil escrever o

estimador (5.7) na forma

0(¢) ~ A[Y — Co| +b,
onde A = (FTF)'FT ¢ b = 0* — (FTF) 'FTf. Deste modo podemos escrever
D[0(¢)] = AD[Y - C¢|A”, (5.10)

ondeY — Cp = (V1. — C1.¢,...,Y, — C,.¢)L. Para dois pontos experimentais diferentes, i e
1 tem-se

Covl[Y;, — C;.¢,Yy. — Cy.0p] = 0, i # 7, (5.11)



uma vez que estamos no contexto do método das réplicas independentes. Além disso, para i =

1,...,n,
Var[¥; — C; ¢] = Var[Y;] + ¢" D[C; ¢ — ¢"C[C;,Y;] — C[Vi, C:]o,

ou seja

Var[y; — C,.¢p] = 02 + ¢ Zcp — 2¢" ocy- (5.12)

O vector de coeficientes de controlo que minimiza esta varidncia é dado por
0= 2510'@)7
(ver (8) e (9) de [70]). Mas X = X¢/re ocy = ocy/r, logo
§d=3;'ocy. (5.13)

Substituindo (5.13) em (5.12), e atendendo a que ¥ ; = %EZ, vem

Varly; — C;.8] = 172, (5.14)

r

onde

=0 —oycEg ocy. (5.15)

(6.11), (5.14) e (5.15) implicam que
DY — Cé] = (U —oyeEg ooyl

Substituindo esta matriz de varidncia-covaridncia em (5.10), e atendendo a que A =

(FTF)~'F?, obtém-se

DI6(5) F)FT (5" — oveSg ooy LE(FTF)”

—

(F*
1 Ty -1
F(a —oycXslocy)(FTF) L (5.16)
Utilizando (5.6) e (5.16), conclui-se que a redugdo mdxima de varidncia que é possivel atingir com

varidveis de controlo, é dada aproximadamente pela razdo minima entre varidncias generalizadas

D@, _ .

n(d) = Do — Py oo (5.17)



onde

-1
pg _ O'YCEC Ocy
YC 0_2
€ o coeficiente de correlagdo miiltipla entre Yi; e Cy5, 1 =1,...,nej =1,...,r (neste resultado

oy 2 _ 2 ~ z .
utilizou-se o facto de p3. 5 = py . Em geral ndo se conhece § (X7 é desconhecida), logo tem de ser
estimado e, como consequéncia, a varidncia ird aumentar. Ir-se-d utilizar o factor de perda para

quantificar a percentagem de aumento da varidncia que ocorre quando § tem de ser estimado.

5.2.2 Estimador controlado dos minimos quadrados

Com o objectivo de obter um estimador para o vector dptimo de coeficientes de controlo, 8, junta-
mente com o estimador controlado correspondente 0(8), considera-se que (5.1) é um metamodelo

vdlido e recorre-se ao método dos minimos quadrados ndo lineares.

Proposigdo 5.1 Considere-se N suficientemente grande. Entdo, no metamodelo nio linear (5.1),

os estimadores dos minimos quadrados para os pardmetros 0 e § sio:

6(8) ~ 0" + (FTF) 'FT[Y — f — Cé] (5.18)
e
6~ (CTPC)"'CTP[Y — 1], (5.19)
onde
P=1,-FFF)'F". (5.20)

Verificacdo Para simplificar o problema de estimagdo, em vez de (5.1), considera-se o problema
equivalente, no qual as observagdes individuais, em cada ponto experimental, sdo substituidas

pelas suas médias:



Considere-se @ numa vizinhanga de 8* (verdadeiro valor de @). Entdo pode-se desenvolver f; =

f(X,., 8) em série de Taylor, em torno deste ponto, até a primeira ordem e vem

— Of;

fi(0) ~ f(67) + Z 20, (05 =65),

0; |g—p*

ou seja,

f(0)~f(6")+F(0—6"),
com F = F(0"). Utilizando este resultado, pode-se reescrever (5.21) na forma
Y - f(0*)~F(0—6")+Cé +&. (5.22)
Aplicando [105, pdgina 342] ao problema linearizado anterior, obtém-se
0(8) — 0" ~ (FTF) 'FT[Y — f] — (FTF) 'FTCé (5.23)

onde & tem a forma (5.19). A aproximacio (5.18) resulta directamente de (5.23). {

5.3 Resultados para metamodelos normais

Com o objectivo de simplificar a apresentagio dos resultados, quando a resposta e as varidveis de
controlo tém distribuigdo normal conjunta, introduz-se em seguida alguma notagio e hipdteses
adicionais. Considerem-se os metamodelos (3.3) e (5.1). Suponha-se que ao longo do l-ésimo
ponto experimental

Zl. ~ NCH—l ((:u’la OT) aEZ) ’ (524)

onde X5 é dada por (5.3). Logo, a matriz aleatéria N x (q+1), definida por (5.2), tem distribuigdo
normal multivariada

Z~ NN,q+1 (I*"Za Ea 2) ) (525)

(onde cada elemento de Z tem distribuicdo normal), com X ; desconhecida e

ElZ] = p; = (py,0),



onde

py = (f(X1.,0),..., f(X0,0),..., f(X1,0),.... f(X,.0)".

A matriz de varidncia-covaridncia, para cada linha, é
D[Zl_]zzz, lzl,...,N,
e a matriz de varidncia-covaridncia, para cada coluna, é
D[Z,]=E, s=1,...,9+ 1.

Suponha-se também que = e Xz sdo definidas positivas. Além disso, as linhas de Z sido mutu-
amente independentes, uma vez que correspondem a execugdes independentes do programa de

simulagdo. Como resultado, considera-se = = Iy no desenvolvimento que se segue.

Se a matriz q x q, X, for definida positiva, entdo a distribuicdo condicional de Y dado C é [5,
Teorema 17.2 g), pdgina 312]
Y|C ~ Ny (tty.c, 71n) (5.26)

com 72 dado por (5.15) e
By.c = My + CEclacy. (5.27)

Por conseguinte, condicionando em C, observa-se que o metamodelo correcto é (5.1). Ir-se-
d ver que, os estimadores assimptéticos dos minimos quadrados 0(8) e & sdo ndo enviesados,
tanto condicionalmente, como incondicionalmente. Além disso, pode-se construir uma regido de

confianga aproximada, para o verdadeiro vector de pardmetros, centrada em 0(9).

5.3.1 Distribuicdao do estimador controlado

e Caso em que X, é conhecida

Se X4 é conhecida, entdo o estimador dos minimos quadrados para 0 é dado aproximadamente
por

0(8) ~ 0" + (FTF) 'FT[Y — f — C4], (5.28)



onde § é o vector dptimo dos coeficientes de controlo (5.13). Observa-se que é possivel escrever

A

0(9) da sequinte maneira:

6(8) ~ AY +b,
onde A = (FTF)~'F” é uma matrizm x neb = 0* — A[f + C48)]. Utilizando [5, Teorema 17.2
d), pdagina 312] pode-se afirmar que assimptoticamente,
8(6) ~ N1 (Apy.c +b, AL AT, 72)
onde 72 = 72 [r, com 7% dado por (5.15). Mas
ALAT = (FTF)'FTF(FTF) = (FTF)*

e, por conseguinte, tem-se aproximadamente

6(8) ~ N1 <0*, (FTF)™, 7_2) : (5.29)

r

Como consequéncia, conclui-se que se a hipétese de normalidade multivariada (5.25) se verificar,
entdo o metamodelo ndo linear com inclusio de varidveis de controlo é verdadeiro. Observa-se

que, uma vez que 72 /r é um escalar [5, Teorema 17.2 a), pdgina 312], (5.29) é equivalente a
P 1
0(8) ~ Np, (0*, F72(FTF)—1) : (5.30)

ou seja, a distribuicdo do estimador 0(8) é aproximadamente normal.

e Caso em que X, é desconhecida

Se Z ~ Npgt1(pz,In, Xz) com 0 e X5 desconhecidos, entdo tiramos partido do facto de a
distribuicdo condicional de’Y dado C ser normal e dada por (5.26). Uma vez que isto se verifica,

condicionando em C, vemos que o metamodelo

Y =1(X,0)+Cé+e (5.31)

é de facto o modelo ndo linear correcto para um vector resposta normal, onde

£(X,0) = (f(X1),---, F(Xi)s- o F(Xn), oy F(Xa))T



(vector com N componentes) e

T
e = (611,...,€1r,...,€n1,...,€nr) .

Utilizando o desenvolvimento em série de Taylor, em torno de (X, 0%), até a primeira ordem,
obtém-se

f(X,0) ~ f(X,0%) +F(6 - 6%), (5.32)
onde F é a matriz Jacobiana de £, calculada em (X, 8*). Por conseguinte, (5.31) pode ser reescrito

como

G~FA+Cd+e (5.33)

onde G =Y —£(X,0%) e X = 0—0". Aplicando [105, piagina 342] ao problema (5.33), obtém-se

~

A(d) ~ (FTF)"'F'G — (F'F)"'F'Cé (5.34)
onde

6 = (C"PC) 'C"PG (5.35)
com

P — Iy - F(ETF)'F”.
Substituindo (5.35) em (5.34), vem

~

A(d) ~ (FTF) 'FT[Iy — C(CTPC) 'C"P|G,

ou seja,

A(8) ~ BG (5.36)
onde

B = (FTF)"'F![Iy — C(CTPC)~!C'P].

Uma vez que (5.26) se verifica, tem-se aproximadamente

G|C ~ Ny (I‘JG.C,TQIN)

onde po o = pyo — £(X,0%). Utilizando este resultado, juntamente com (5.36), podemos

aplicar [5, Teorema 17.2 d)] e vem

5\(3)|C ~ Nm,l(Bl'l’G.Ca BBT, T2IN)a



ou seja,

5\(3)|C ~ Nm(Bpg.c, 7"BBT).

Suponha-se que F é uma matriz de rank m, entdo P é a projeccio ortogonal de RN em R(F)*

[107]. Uma vez que P é uma projeccio ortogonal (P = PT e P2 =P) e
(F'F)"'F'P=PF(F'F)™' =0

(BTE)-1BTP = (FTR)'FT(Iy — FETE)'6T) = (BTF)'BT — (FTE)'FT = 0 ¢, de

forma andloga, PN’IN?‘(FTF)*1 = 0), obtém-se
BB’ = (FTF)![I, + FI'C(CTPC) !CTF(FTF)7!].
Aplicando [91, pdgina 121] ao problema linearizado (5.33), tem-se
E[X()|C] = A.
Por conseguinte, B = X e vem
A()|C ~ Nn(A, 7?BB7).

Mas X(8) = 0(8) — 0" e X = 0 — 0", logo £[6(5)|C] = 0 (dado C, (&) é um estimador niio
enviesado de 8) e D[B(8)|C] = 7°BB e tem-se

0(5)|C ~ Nn, (6, 7°BB”) . (5.37)
Resta agora apresentar um estimador para 2. Para isso, considere-se a seguinte proposi¢do:

Proposigdo 5.2 Dado C, os residuos estimados no modelo ndo linear (5.31), €, satisfazem apro-
ximadamente

éTé\C ~ TZXQN_m_q

onde

é dado por (5.15).



Verificacdo Aplicando [88, Teorema 3.3] ao problema (5.33), vem

ondeé = G—FA—Cé. Mas G =Y —£(X,0%), X = 0 — 0" e a aproximagiio (5.32) verifica-se
com@=8,logoé =Y —£(X,0) — Cé. O

Proposigdo 5.3 Dado C, um estimador aproximado nio enviesado para 7% é

AT ~ n r
9 e e 1 . .
T |C N —m-—gq N_m_q ;:1: ;:1:[ g f( z.ao) ng‘ﬂ ’ (5 38)
e, além disso
PIC~ (N—m—a) ' XN m_q- (5.39)

Verificacdo O resultado (5.39) sai directamente da proposigio anterior. O ndo enviesamento
resulta de uma propriedade da distribuicdo x*: E[7?|C] = E[é"é]/(N—m —q) = (N—m —q)7?/(N—m —q) =
2. &

5.3.2 Razao entre variancias e factor de perda

Quando X 5 é conhecida, entdo a razdo entre varidncias generalizadas é dada pela razdo minima
entre essas varidncias (5.17). Sendo assim, agora apenas se vai quantificar a eficiéncia do esti-
mador controlado no caso em que X ; é desconhecida (como se sabe, esse estimador é denominado

por 6(8)).

Tal como nos trabalhos de Venkatraman e Wilson [116] e Porta Nova e Wilson [89], ao contrdrio
do que é utilizado por Nozari, Arnold e Pegden [92] e Rubinstein e Marcus [99], considera-se
que a generalizagdo adequada das medidas de desempenho (razdo entre varidncias e factor de

perda), introduzidas por Lavenberg, Moeller e Welch [69], se baseia na matriz de dispersio nio



condicionada dos coeficientes controlados do metamodelo de simulacdo (5.1). Assim, vamos em

sequida encontrar a varidncia ndo condicionada de 0(9).
Uma vez que (5.37) se verifica, tem-se

£[6(8)|C] =0
D[0(8)|C] = 7°BB”.

Logo
DIB(8)] = E[D[O(S)|C]] + DIE[B(8)|C]]
= £[D[O(6)|C]] + D[6]
= £[D[O(d)[C] (5.40)
e

D[B(6)|C] = 7*(FTF) "I, + F'C(CT"PC)~'CTF(F'F)].
Seja U = (FTF)~'FTC e V = CTPC. Entdo pode-se escrever
D[O(6)|C] ~ 2 (FTF)~! + UV UL, (5.41)

Uma vez que C ~ Ny 4(0, Iy, X¢) e P é uma projecgiio ortogonal de RN num espago de dimensio

N — m (R(F)*), aplica-se [5, Teorema 17.7] para obter
V=C'PC~W,(N-—m,XZ¢).

Utilizando o facto de (FTF)"'FTP = 0 e uma vez que P ¢é definida positiva, aplica-se [5,
Teorema 17.7 b.2.] e pode-se garantir que U e V sio independentes. Tomando o valor esperado
em (5.41) obtém-se

E[D[O(8)|C]] ~ T2 (FTF) ! + r2g[UV U7
Utilizando os resultados presentes em [92, Apéndice] (com X e n substituidos por F e N, respec-

tivamente) obtém-se

UV = mq_ — (FTF)~L.

Combinando os dois resultados anteriores, obtém-se

N-m-1 .. -

E[D]O(6)|C]] ~ 72 (FTF)~",

N—-m-q-1



Mas FT = [FT ... F7), logo (F'F)~' = FTF/r e, por conseguinte,

o N—m-1
D[O(6)|C]] ~ 72 F'F)™!
E[DIO®) Cl) ~ 7 Ty (TR
ou seja (ver (5.40)), tem-se o sequinte resultado assimptético
N—m-1

D[O(d)] ~ r*(FTF) !

r(N—-m—-q—1)
Esta aproximagio, juntamente com (5.6) e (5.15), permite obter a sequinte razio aproximada

entre varidncias generalizadas:

oo 2P0 Nemen 2 Nemen

— = 2
) ‘D[@’]‘ “N-m-q-1c" N-m-q—10 #ck (5.42)

Comparando a razdo aproximada anterior com a razdo minima entre varidncias (5.17), observa-se

uma degradagdo da redugdo mdxima de varidncia denominada por factor de perda:

N—-—m-1

FP(d) = . :
)= N—m g (5:43)
5.3.3 Regiodes de confianca
e Caso em que X, é conhecida
Neste caso verifica-se (5.30), logo
6(8) — 6" ~ N, <0, %72(FTF)_1) , (5.44)
com 72 dado por (5.15). Por conseguinte [3, Teorema 3.3.3, pdgina 54],
(6(8) — 6")TrFTF(6(8) — 6%)
5 ~ X (5.45)

T

Utilizando este resultado, é possivel apresentar a sequinte regido de confianga assimptotica, com

probabilidade de cobertura igual a 1 —

{0* (6(6) ~0")"FTR(B(3) - 67) _ , } |

- < X (5.46)



Na pritica, é conveniente apresentar um rectdngulo de confianga para 0, constituido por inter-
valos de confianga simultineos para 0y, k = 1,...,m. Uma regido deste tipo é mais fdcil de
visualizar e interpretar que uma regido como (5.46). Uma vez que (5.30) se verifica, pode-se
escrever

2
a’9(8) ~ N (aTO*, TTaT[FTF]_la>

onde a é fixo e pertence a R™. Por conseguinte, um intervalo de confianga aproximado para a™ 6*,

com probabilidade de cobertura igual a (1 — «), é dado por

) 72 1/2
a’0(8) & 240 (—aT[FTF]la) :

r

Sea’ =(0,...,0,1,0,...,0), onde o k-ésimo elemento de a é igual a um e os restantes elemen-

. . ~ . . *x 2 . .
tos iguais a zero, entdo um intervalo de confianga para 0y, é o sequinte:

—-1/2

N T e
0(8) + zaj2 175 [F F} .

Utilizando o método de Bonferroni obtém-se o rectdngulo de confianga com nivel de confianga

aproximado de pelo menos 100(1 — )%, para p intervalos simultineos (1 < p < m):

. T Tagpe]=1/2
01(8) % 2129175 [F F]kk k=1,2,....p.

e Caso em que X, é desconhecida

Uma vez que se verifica (5.37), entio utilizando [5, Teorema 3.10], pode-se garantir que condici-

onando em C: o o
(0(0) — 6")"(BB”)"'(8() — 6")

= IC ~ X%, (5.47)
Por outro lado, (5.39) pode ser reescrito como
(N—m— q)ﬁ|C ~ XN-m_q- (5.48)
Combinando (5.47) e (5.48) obtém-se
AA_*TBBT—lAA_*
(03) ~0") (BB \(0() 09

m72



Dado C, uma regido de confianga assimptética para 0, com probabilidade de cobertura condicio-

nal de pelo menos 1 — «, é dada por

{0* . (69) - 6"(BB")"(B(3) - 6) F} | (5.49)

mT

Uma vez que esta regido de confianga tem cobertura condicional de pelo menos 1 — «, também

tem cobertura ndo condicional de pelo menos 1 — a.

Seja 0;(8) a i-ésima componente do vector (8) e seja 72[BB”;; o estimador da varidncia cor-
respondente (i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz #*BBY). Uma vez que 6;(8) é

condicionalmente independente de +2[BB”;; dado C, os resultados (5.37) e (5.39) implicam que

A A

0:(6) — 6;
7/ [BB'],

onde tn_m—q representa a distribuicdo t de Student com N — m — q graus de liberdade. Como

|C ~ tN—m—qa

consequéncia e utilizando o método de Bonferroni, um rectdngulo de confianca para 0, com pro-

babilidade de cobertura condicional de pelo menos 1 — «, tem a forma

1/2

S k=1,...,p (5.50)

0:(0) £ tn-m qi1a/(2p)7 [BB”]

onde 1 < p < m. Esta regido de confianga tem probabilidade de cobertura condicional de pelo

menos 1 — o, logo também tem probabilidade de cobertura nio condicional de pelo menos 1 — a.

5.3.4 Testes de hipéteses

e Caso em que X ; é conhecida

Suponha-se que se pretende testar a hipotese Hy : 0" = 0, versus H; : 0" # 0,y. Uma vez que

se verifica (5.44), se Hy for verdadeira, isto é 8* = @, entdo é possivel escrever

6(8) — 6y ~ Ny, (o, TTQ(FTF)‘l) .



Por conseguinte, se Hy for verdadeira, recorrendo a [3, Teorema 3.3.3, pdgina 54] obtém- -se

(6(8) — 60)"rF"F(8(5) — 60) 2.

T

Como consequéncia, rejeita-se Hy, com nivel de significincia o se

(6(8) — 60)"rF"F(8(0) — o) _ o (5.51)

T

Sempre que necessdrio substitui-se F por F = F(8).

e Caso em que X, é desconhecida

Para testar a hipétese Hy : 0* = 6, versus H; : 8" # 0y, procede-se como é descrito em seguida.
Condicionando em C e uma vez que se verifica (5.37), utiliza-se [5, Teorema 3.10] e obtém-se

(6(8) — 60)"(BB™) '(8(5) — o)

= ~ X (552)

se Hqy é verdadeira. Combinando (5.52) e (5.48) tem-se, condicionando em C,

~Y F
~ m,N—m—
m7'2 ' d

onde 72 é dado por (5.38). Como resultado, rejeita-se Ho, com nivel de significincia «, se

(6(8) — 60)" (BB”)~'(8(6) — 60)

m72

) T (5.53)

5.4 Razdo entre variancias e factor de perda experimentais

Com o objectivo de estimar a razio entre varidncias e o factor de perda, para um determinado
metamodelo, elabora-se uma meta-experiéncia com K réplicas da experiéncia inicial. Para cada
réplica k (k = 1,...,K) da experiéncia inicial, calcula-se o estimador dos minimos quadrados
. ey . - S ~ (k) . . s
assimptético sem inclusio de varidveis de controlo, @, e o estimador assimptético controlado

. ~(k) & . . . .
dos minimos quadrados, 9 )(5). Estes valores permitem obter estimativas ndo enviesadas das



) A(K))

variancias de 9" ¢ 8" (8). Por exemplo, a partir da amostra aleatéria (9(1), ...,0" "), calcula-

se 0 seguinte estimador ndo enviesado de D[0):

onde

Considerando os estimadores de varidncia calculados como foi explicado, obtém-se um estimador

para a razdo assimptotica entre varidncias (5.42), denominado razdo observada entre varidncias:

7(8) = (5.54)

@W

Para estimar a razdo minima entre varidncias (5.17), é preciso calcular estimadores ndo enviesa-
. (k 271

dos de 0%, oyc e ¢, em cada ponto experimental. Por exemplo, se YZ( ) denotar a resposta média

observada no i-ésimo ponto experimental, correspondente a réplica k, entdo uma estimativa para

a varidncia o, considerando os dados relativos ao i-ésimo ponto experimental, é:

1 ZK ® o\
~2 < =
O-Y/Z N R k=1 (Y; - }/;) ,
onde
?:lfyw (5.55)
7. K - i - .

Um estimador de 0., baseado em todos o0s n pontos experimentais, é obtido calculando
N 1
~2 § : ~2
i=1
~ . =k L. . .
Para calcular 3¢, seja CZ(_ ) 0 vector média de controlo correspondente ao 1-ésimo ponto experi-

mental, obtido na réplica k, entdo a matriz de varidncia-covaridncia de C, é estimada por

onde



O estimador correspondente, baseado nos n pontos experimentais é dado por

= 1 LI
e = ;Zzg.
i=1

De modo semelhante, obtém-se o estimador para o vector de covaridncias oy ¢

UYC - E :UYC’:

com
)P - ¢
Utilizando estes valores numéricos calcula—se o sequinte estimador de (5.17), denominado razio
minima estimada entre varidncias
S5
7(8) =1— O'YC;—(QJUYC (5.56)
Oy

Multiplicando (5.56) pelo factor de perda (5.43), obtém-se a razdo prevista entre varidncias

it = 7(8)FP(6),

~

que pode ser comparada com a razio observada entre varidncias (5.54). Por 1iltimo, o factor de

~—

(

FP(3) = &3

3
~—

perda observado

pode ser comparado com o factor de perda tedrico (5.43)






Capitulo 6

Aplicacao

O objectivo principal deste capitulo é, através de exemplos de aplicagdo, ilustrar a aplicagdo
da metodologia apresentada anteriormente. Quando se desenvolve um metamodelo, o primeiro
impulso é escolhé-lo dentro da classe dos metamodelos lineares de regressio. Isto deve-se ao facto
deste tipo de metamodelos ser simples de ajustar e manipular. No exemplo tratado na Secgio
6.1, experimentou-se considerar, para metamodelos hipotéticos, diversos polinémios e obtiveram-
se metamodelos ndo vdlidos. Concluiu-se que, neste caso, os metamodelos polinomiais nio sdo
boas aproximagdes para o modelo de simulagdo e, por iltimo, para o proprio problema real. Isto
é um problema comum que surge quando se desenvolvem metamodelos lineares em situagoes
em que a resposta e as varidveis de decisio se relacionam de uma maneira intrinsecamente nio
linear. Acontece que, em problemas reais, essa é a situagdo mais comum. Por exemplo, em
sistemas de filas de espera M /M /s, a taxa de chegadas, a taxa de servigo e o niimero de servidores
relacionam-se de uma forma ndo linear. Existem outros exemplos andlogos, entre os quais os dois
problemas tratados neste capitulo: no primeiro, existe uma relagido ndo linear entre o tempo
médio de permanéncia no sistema e o tempo médio entre chegadas; e no segundo, a relagdo ndo
linear é entre o tempo médio de espera na fila e o factor de utilizagdo. Em ambos os problemas,

conseguiram-se bons resultados construindo metamodelos ndo lineares.

Um inconveniente na construcio de um metamodelo ndo linear é que, essa construgio, é com-

putacionalmente mais complicada e demorada que a construgio de um metamodelo linear. Con-
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tudo, este problema torna-se pouco relevante porque os computadores de hoje sio rdpidos, tém
uma capacidade de cdlculo elevada e existem pacotes de programas contendo boas realizagdes de
métodos numéricos para minimizar fungdes ndo lineares (por exemplo, o método de Levenberg-

Marquardt).

Existem metamodelos que sdo ndo lineares mas sio linearizdveis, ou seja, podem ser transforma-
dos em modelos lineares. Por vezes, acontece que em vez de aplicar directamente a metodologia
para metamodelos ndo lineares, lineariza-se o metamodelo hipotético e, em seguida, aplica-se a
metodologia para metamodelos lineares (ver as Secgdes 6.1 e 6.2). Mesmo quando o metamodelo
linearizado funciona bem, o metamodelo nio linear correspondente pode, e por vezes deve, ser
utilizado para conservar uma interpretagio clara dos pardmetros (note-se que os pardmetros de
um metamodelo linearizado ndo sdo, em geral, tdo importantes como os pardmetros originais

[107]).

Existem trés razoes para querer utilizar uma transformagdo de resultados [17]:
(i) conseguir linearidade;

(it) obter erros com distribuicdo aproximadamente normal; e

(i13) conseguir erros com varidncia constante.

Por vezes, a transformagdo para obter a linearidade consegue atingir também os outros objectivos
(ver o0 exemplo da Secgiio 6.2). O problema da heterogeneidade da varidncia dos erros pode tam-

bém ser ultrapassado utilizando minimos quadrados ponderados (ver os exemplos das Secgdes

6.1¢6.2).

6.1 Centro de inspecc¢do e reparacao de automoveis

O exemplo de aplicagdo, tratado nesta secgio, é um centro de inspecgdo e reparagio de automaoveis
onde estes sdo testados e, se for necessdrio, reparados para poderem andar em circulagido. Quando
um automovel necessita de ser inspeccionado, dirige-se a este centro onde primeiramente é testado

numa secgio de inspecgdo. Se for considerado que nio estd em condicdes para andar em circulagido



(por exemplo, ndo trava convenientemente, o espelho retrovisor estd partido, os valores de CO
ndo estdo dentro dos pardmetros legais, etc), entdo ele dirige-se para uma secgio de reparagio onde
é arranjado mediante uma lista de reparagoes, indicada na secgdo de inspecgdo. Apds a reparagio,
o0 automovel é mandado de volta para a sec¢do de inspecgdo, onde é novamente inspeccionado. Os
automdveis que forem aprovados na secgio de inspecgdo, quer a primeira vez ou apos um ou mais
trajectos até a secgio de reparacdo, abandonam o centro com um certificado de que estio aptos

para andar em circulagdo.

Retorno de automoveis reparados

Reparadores

b

@@@<

/ 00
15%

85%
Chegada &5 % % % o &5 Saida de automdveis

de automoveis Inspector

Figura 6.1: Centro de inspecgdo e reparagdo de automoveis.

A situagdo, aqui descrita, estd representada na Figura 6.1. O tempo entre chegadas dos automo-
veis ao centro é normalmente distribuido, com média y e desvio padrdo igual a /15 minutos.
Um 1inico inspector aguarda a chegada de um automdvel a secgdo de inspecgio e o tempo ne-
cessdrio para o inspeccionar é uniformemente distribuido entre 15 e 25 minutos. Na fila de
inspecgdo, apenas estd disponivel espaco para seis automoveis. Em média, 85% dos automo-
veis passam na inspecgio e abandonam o centro. Os outros 15% tém de dirigir-se a sec¢io
de reparagdo, onde dois reparadores (mecdnicos) trabalham lado a lado. Apds serem repara-
dos, os automoveis tém de voltar a fila de inspecgido. O tempo necessdrio para reparar um
automovel é exponencialmente distribuido, com média igual a 60 minutos. O sistema des-
crito anteriormente foi convenientemente modelado na linguagem de simulagio SLAM 1'1. O
modelo grdfico obtido apresenta-se na Figura 6.2, onde os valores das varidveis XX sdo os se-
guintes: XX(1) = 1, 5,10, 15, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 40, 50, 60, 90; XX (2) = 15, XX(3) = 15;
XX (4) = 25; e XX(5) = 60.
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Figura 6.2: Modelo na linguagem SLAM | | (centro de inspeccédo e reparacdo de auto-

moveis).

Neste caso, o objectivo é expressar o tempo médio de permanéncia dos automdveis no sistema
(resposta), como fungdo do tempo médio entre chegadas dos automdveis (pardmetro de entrada).
A varidvel dependente do metamodelo é a resposta e representa-se por Y. A varidvel independente

do metamodelo é idéntica ao pardmetro de entrada u e representa-se por X.
e Obtencao de resultados para metamodelagao

Com o objectivo de obter os resultados para construgido do metamodelo, comegou-se por rea-
lizar 20 réplicas piloto do programa de simulagdo, todas elas com “comprimento”2000, para
cada um dos seguintes 10 valores distintos do pardmetro de entrada pu: {p; : i = 1,10} =
{1, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80,90}. Cada uma das 20 réplicas comega com o sistema vazio, ou
seja, nenhum carro a espera para ser inspeccionado. Para cada ponto experimental, utilizou-se
o procedimento de Welch para determinar o viés inicial. As médias moveis de Welch baseiam-
se nas 20 réplicas, de comprimento 2000, do modelo de simulacdo. Por exemplo, para o ponto
experimental p = 10, ignoram-se as primeiras 100 observagdes e apenas se aproveitam as res-
tantes 600, aproximadamente 85% das observagoes em cada réplica, para estimar a resposta Y’ do

sistema (ver a Figura 6.3 e a Tabela 6.1).

Em sequida, representaram-se graficamente os pontos (u;,Y;.) e observou-se que, a partir de
1 = 60, as distdncias entre valores consecutivos de Yi_ sdo bastante pequenas. Por conseguinte,
basta considerar p = 60 e . = 90. O mesmo nio acontece para valores consecutivos de Y;. corres-
pondentes a i entre 20 e 40. Este problema foi ultrapassado, considerando valores de i a variar

de trés em trés minutos: u = 20,23, 26, 29, 32, 35, 40. Entre u = 1 e u = 20, as distdncias entre
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Figura 6.3: Para y = 10, média mével com janela de Welch w = 50 baseada em 20

réplicas, onde cada réplica contém 2000 observacdes.

valores consecutivos de Y;. ndo sio muito grandes, mas foi conveniente considerar mais alguns
pontos para que se possa observar melhor o comportamento dos resultados e, consequentemente,
escolher melhor o metamodelo hipotético. Finalmente, apds esta busca computacional de dese-
nho optimo, consideraram-se 14 pontos experimentais para construir o metamodelo:

{p; i =1,14} = {1,5,10, 15,20, 23, 26, 29, 32, 35, 40, 50, 60, 90}

Para cada novo ponto experimental, realizaram-se também 20 réplicas de comprimento 2000
e recorreu-se ao procedimento de Welch para detecgio do viés inicial. Os resultados obtidos

correspondentes ao procedimento de Welch encontram-se na Tnbela 6.1.

Para efeitos de selecgio, estimagio e validagdo do metamodelo, consideraram-se r = 30 réplicas
em cada um dos n = 14 pontos experimentais. Os resultados da simulagdo {(X;,Yi;, &)

i =1,...,n,j = 1,...,r} foram recolhidos com base na Tabela 6.1; X; representa a média
do tempo entre chegadas de automduveis ao centro na experiéncia i e Y;; é a média do tempo de
permanéncia dos automoveis no centro durante a j-ésima réplica da i-ésima experiéncia. Por
exemplo, para p; = 10, geraram-se 800 observagdes, mas apenas as iiltimas 700 foram utilizadas
no desenvolvimento do metamodelo. Observe-se que: (i) para aplicar o teste de Rao, é preciso
que r > n (ver a pdgina 90); (ii) quando a varidncia dos erros nio é constante, entdo para obter
uma estimativa apropriada de 6,, i = 1,...,n, é aconselhdvel que r > 9 (ver a pdgina 65).

Cada uma das 30 réplicas comega com o sistema vazio, ou seja, nenhum carro a espera para ser



Tabela 6.1: Detecgao do viés inicial.

Observacgoes Janela
7 Ignoradas | Em execugdo | de Welch
1,5,10 100 700 a0
15 150 1000 100
20 200 1400 150
23,26, 29, 32, 35 200 1400 300
40, 50, 60 100 700 200
90 a0 350 200

inspeccionado.
e Seleccdo do tipo de metamodelo

Com o objectivo de identificar uma curva que possa aproximar a relagdo entre os dados e os resul-
tados do programa de simulagdo, realizou-se uma inspecgio visual representando graficamente
os pares (X;,Y;;) (ondei =1,...,nej =1,...,r) e comparando o resultado com a represen-
tacdo grdfica de algumas relacoes funcionais. As curvas nio lineares candidatas (incluidas no
catdlogo de curvas do Apéndice A), que se parecem com os resultados de simulagdo representados

na Figura 6.4, encontram-se na Tabela 6.2. ’atan’ é a fungdo arco cuja tangente e as outras
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Figura 6.4: Resultados da simulagdo do centro de inspeccédo e reparagao de automoveis.



Tabela 6.2: Curvas nio lineares candidatas.

Metamodelo | Expressdo

atan y = 6, + Osarctg(fsx + 04)
IOgiStiCO Yy = Hefﬁ + 04
Weibull | y =6, — (6; — 6,)e (2™

MME |y =0

sdo trés modelos de crescimento de sigméide (ver [107, pdginas 329-340]): "Logistico’ é o modelo
logistico, "Weibull” é a curva de crescimento de Weibull e 'MMF’ é a familia de Morgan-Mercer-

Flodin. Também foram consideradas fungdes polinomiais de grau r, comr = 2, ..., 10.
¢ Estimacao do metamodelo

Na Figura 6.4 observa-se que a varidncia nio é constante, para os vidrios pontos experimentais.
E efectivamente obtém-se para het um valor bastante diferente de 1 (ver a quantidade (3.4)):
het = 3.946. Por conseguinte, utilizou-se o método dos minimos quadrados ponderados ndo
lineares para os ajustes com curvas ndo lineares e o método dos minimos quadrados ponderados
no caso das curvas polinomiais. Os valores para os estimadores dos pardmetros desconheci-
dos dos metamodelos hipotéticos, presentes na Tabela 6.2, foram obtidos utilizando o método de
Levenberg-Marquardt realizado na linguagem de programagcio MATLAB, com tolerdncia termi-
nal igual a 10~% e niimero mdximo de cdlculos da fungdo igual a 600 (por omissio, é 100 x
niimero de pardmetros desconhecidos). No caso de ajustes utilizando polinémios de grau r, com
r =4,...,10, obtiveram-se matrizes préximas do singular ou mal condicionadas. Uma vez que,
neste caso, os resultados podem ser imprecisos, rejeitaram-se os metamodelos a eles correspon-

dentes.
¢ Valida¢dao do metamodelo estimado

Com o objectivo de averiguar a adequagio dos metamodelos restantes, utilizaram-se alguns mé-
todos descritos na Secgio 4.1. Por exemplo, no que diz respeito a capacidade previsiva dos me-
tamodelos, utilizou-se a estatistica PRESS e obtiveram-se os resultados presentes na Tabela 6.3.

Os valores de SSE e PRESS para os metamodelos ndo lineares sdo semelhantes, em contraste



com o caso dos metamodelos polinomiais. Também, os valores de SSE sdo elevados para os meta-
modelos lineares, comparando com os ndo lineares. Com base nestes resultados, conclui-se que 0s
metamodelos polinomiais tém falta de validade previsiva, logo ndo sdo boas aproximagdes, tanto

para o modelo de simulagdo, como para o problema real.

Tabela 6.3: Diagnosticos do metamodelo (centro de inspeccdo e reparacdo de automo-

veis).

Metamodelo | SSE MSE | PRESS | SSE/PRESS
atan 1554.23 | 3.86624 | 1608.21 0.966
logistico 1647.62 | 4.09856 | 1696.78 0.971
MMF 1366.68 | 3.39970 | 1418.26 0.964
Weibull 2224.96 | 5.53473 | 2272.22 0.979
pol2 39714.1 | 98.5462 | 15162.9 2.619
pol3 40041.4 | 99.6055 | 15105.4 2.651

Utilizou-se o teste F' de Rao, para averiguar a falta de ajustamento dos metamodelos ndo lineares.
Foi referido, na pdgina 90, que se obtém melhores resultados quando a distribuicdo das respostas
é simétrica. Frequentemente, as respostas em pontos experimentais distintos tém distribuigoes
diferentes, porque a varidncia nio é constante ao longo de todos os pontos experimentais, ou
entdo o grau de nio simetria varia de ponto experimental para ponto experimental. Como con-
sequéncia, averiguou-se a normalidade das respostas em cada ponto experimental, através da
representagio grdfica de probabilidade normal das respostas observadas {Y;; : j = 1,...,r}.
Todas as representacoes grdficas obtidas sdo aproximadamente lineares, mas a inclinagdo varia
com o ponto experimental correspondente (ver, na Figura 6.5, os resultados para alguns pontos

experimentais).

Por conseguinte, conclui-se que a resposta em cada ponto experimental tem distribuicdo mar-
ginal normal, com a varidncia dependendo do ponto experimental. Sendo assim e uma vez que

m < n < r, aplicou-se o teste I’ de Rao e obtiveram-se os resultados expostos na Tabela 6.4.
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Figura 6.5: Amostras da resposta em papel de probabilidade normal: quantil normal

®~1[(j — 0.5)/r] versus a j-ésima estatistica de ordem Y;(;) da resposta (pontos experi-

mentais 2, 6, 10 e 14).

Comparando os valores de Fgq,, com o0 valor critico Fo_m r—ntm:a = F10,10,0.05 = 2.978, apenas o

metamodelo "MIMF’ ndo é rejeitado. Para além dos métodos até agora utilizados, a andlise grd-

fica dos residuos mostra que se verificam as hipoteses distribuicionais associadas ao metamodelo

"MMF’ (ver as Figuras 6.6 e 6.7).

Uma vez que ndo se conhecem os dados relativos ao problema real, apenas é possivel validar o

metamodelo em relagdo ao modelo de simulagdo. Para isso, utilizou-se o método de validacio

cruzada dupla descrito na Secgio 4.2 e obtiveram-se os resultados apresentados na Tabela 6.5.

Observa-se uma boa concordincia entre os coeficientes obtidos com base nos subconjuntos 1 e 2.

Também os valores dos coeficientes de determinagdo sdo semelhantes.

De acordo com os critérios utilizados para averiguar a validade dos metamodelos hipotéticos



Tabela 6.4: Teste de Rao.

Metamodelo | atan | logistico | MMF | Weibull

FRrao 6.108 9.102 2.206 | 22.673
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Figura 6.6: Graficos dos residuos ponderados (metamodelo 'MMF).
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Figura 6.7: Papel de probabilidade normal (metamodelo "MMF’): ®~*[(j — 0.5)/r] versus

0 j-ésimo residuo ponderado ordenado.



Tabela 6.5: Teste de validagdo cruzada dupla, para o metamodelo 'MMF'.

MMF
Estatistica | Subconjunto 1 | Subconjunto 2

0, 144.58 145.29
0, 35.681 35.855
05 0.0422 0.0420
0, 7.7327 7.7974
RZ 1.0003 0.9934
R2, 0.9866 1.0073
MSPR 1.1522 1.0130

estudados, o metamodelo considerado vdlido foi o '"MIMF’. Os valores obtidos para estimar os
pardmetros desconhecidos do metamodelo "MMF’, bem como as estimativas dos desvios padroes
e os intervalos de confianga, com probabilidade de cobertura de pelo menos 1 — o = 0.95 (ver
(3.26)), correspondentes a esses valores, com base em todo o conjunto de dados, encontram-se
na Tabela 6.6. Observa-se que, as estimativas dos desvios padroes e as metades dos comprimen-
tos dos intervalos de confian¢a assumem valores baixos, comparativamente com a grandeza dos
valores numeéricos dos estimadores. Como resultado, obteve-se neste estudo grande precisio dos

estimadores de regressio.

Tabela 6.6: Intervalos de confianga de 95% para os pardmetros do metamodelo "MMF’

(centro de inspecgdo e reparacdo de automéveis).

Coeficiente de | Estimador Desvio Intervalo de
regressao padrdo confianga
0, 144.882 2.4852 x 107! | 144.88249.3190 x 1071
0, 35.797 2.0540 x 107! | 35.797 £ 7.7020 x 107!
05 0.0421 1.2820 x 10~* | 0.0421 4 4.8072 x 10~*
04 7.776 1.2185 x 10°¢ 7.776 £ 4.5691 x 101




6.2 Modelo de filas de espera M/M/1

Nesta sec¢io, estuda-se o modelo de filas de espera M /M /s, com um iinico servidor e uma tinica
fila de espera. As chegadas decorrem de acordo com um processo de Poisson, com uma taxa de
chegadas constante \ e considera-se que os tempos de servigo seguem uma distribuicio exponen-
cial, com tempo médio de servigo constante e iqual a 1/u. Neste caso, o objectivo é expressar a
média do tempo de espera na fila (resposta), como fungdo do factor de utilizagdo da fila (pardmetro
de entrada). Estudaram-se doze (n = 12) configuragoes diferentes do sistema. A cada configu-
ragdo corresponde um valor especifico do factor de utilizagdo, p = A/p. Considerou-se sempre
pu = 1 e, consequentemente, p = X. Os doze pontos experimentais consistem nas seguintes
variagoes: {X\; : 1 =1,...,12} = { 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.55, 0.6, 0.7, 0.75, 0.85, 0.9, 0.95}.
Para cada um dos n = 12 pontos experimentais, foram executadas r = 20 réplicas. Cada uma
das 20 réplicas comega com o sistema vazio, ou seja, nenhum cliente a espera para ser servido.
Tal como na secgdo anterior, também aqui se recorreu ao procedimento de Welch para determinar
0 viés inicial e a duragio de cada execugdo do programa de simulagdo (ver a Tabela 6.7). Em cada
execugio do programa de simulagdo, foram ignoradas aproximadamente 15% do niimero total de

observagoes.

Tabela 6.7: Detecgao do viés inicial.

Observacgoes Janela
0i Ignoradas | Em execugdo | de Welch
0.10, 0.20, 0.30 500 3000 1000
0.40 1000 7000 1000
0.50 1500 10000 1000
0.55, 0.60, 0.70, 0.75 1500 10000 4000
0.85 2000 20000 8000
0.90 2500 20000 10000
0.95 3500 40000 10000




Na construgio do metamodelo, X; representa o factor de utilizacdo na experiéncia i e Y;; é a média
do tempo de espera na fila durante a i-ésima execugdo do programa de simulagdo, com o factor
de utilizagdo X; e sequéncia de niimeros aleatérios r;j, isto é, Y;; é a resposta correspondente a

Jj-ésima réplica da experiéncia 1.

Com o objectivo de procurar metamodelos hipotéticos, comparou-se o diagrama de dispersio da
resposta em fungio da varidvel de decisdo (ver a Figura 6.8) com as curvas do catilogo presente no

Apéndice A. As curvas ndo lineares candidatas, que parecem seguir mais de perto os resultados
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Figura 6.8: Resultados da simulagao do sistema AM/M/1.

do diagrama de dispersdo, sdo apresentadas na Tabela 6.8 (ver também, nas Figuras 6.9 e 6.10,

exemplos destas curvas candidatas para determinados valores dos pardmetros 61 e 65).

Tabela 6.8: Curvas candidatas.

Metamodelo | Expressao

Monémio |y = 6,2

01
1+6>x

Hipérbole |y =

Embora o mondémio presente na Inbela 6.8 seja uma fungdo ndo linear, ele é linearizdvel. Considere-

se o metamodelo correspondente a este mondmio:

Yy =60.X" + ¢,
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Aplicando a transformagdo logaritmica, em ambos os membros da equagdo anterior, obtém-se
logY;; = log 01 + 6, log X; + e,

ondei=1,...,nej =1,...,r. e;; = log(1 + €;/E[Y};]) e E[e;;] ~ 0 porque €;; é pequeno
comparativamente com E[Y;;]. Além disso, Var[e;;] é aproximadamente constante (neste caso
het =~ 2.32). Fazendo uma simples mudanga da varidveis no problema anterior surge a familiar
equagdo de regressio linear

Zij =t + Wi + ey,

onde Z;; = logV;;, t1 =log#y, ty = 0, W; = log X;. Como resultado, utilizou-se o método dos
minimos quadrados usuais para estimar t, e ty e, depois, aplicou-se a transformagdo inversa para
obter §; = 10%. Este método foi realizado na linguagem de programagio MATLAB, por forma a

obter as estimativas pretendidas.

Em relagdo ao metamodelo hiperbdlico, utilizou-se o método dos minimos quadrados ponderados
ndo lineares porque a fungdo ndo é linearizdvel e a varidncia das observagdes Y;; ndo é constante.
Obteve-se het = 256.13 e em particular observa-se, na Figura 6.8, que a varidncia das observa-
coes Y;; aumenta, a medida que aumenta o valor da varidvel independente. Uma alternativa, a
esta aproximagdo, é aplicar a transformagdo logaritmica em ambos os membros de (3.3) e, depois,
aplicar o método dos minimos quadrados usuais nio lineares (ver a Secgio 6.2.1). Neste caso, ndo
é posstvel linearizar o problema, mas consegue-se estabilizar a varidncia. As estimativas para 6,
e 0, foram obtidas utilizando o algoritmo de Levenberg-Marquardt, realizado na linguagem de
programagdo MATLAB, com tolerdncia terminal igual a 10 e niimero mdximo de cdlculos da

fungdo igual a 600 (por omissdo, é 100 x niimero de pardmetros desconhecidos).
Os resultados numéricos da estimagio encontram-se na Tabela 6.9.

Com o objectivo de averiguar a adequagio dos metamodelos, comegou-se por calcular os valores
presentes na Tabela 6.10. Com base nestes resultados, observou-se que a hipérbole tem uma boa

capacidade previsiva e melhor que a do mondmio.

Foi descrita na Secgio 4.1, uma alternativa a estatistica PRESS: um método de validacdo cru-
zada. Os valores obtidos, através deste método, estido presentes na Tabela 6.11. O nivel de

significincia global foi oy = 0.05, ou seja, testaram-se doze erros individuais com o nivel



Tabela 6.9: Resultados da estimacéo.

Metamodelo | Coeficiente de | Estimador Desvio
regressao padrédo
Hipérbole 0 0.999622 | 5.558 x 103
02 —0.999659 | 1.409 x 103
Mono6mio logf; 1.8820 | 2.224 x 107!
0, 2.0514 | 2.269 x 10~

Tabela 6.10: Diagnésticos do metamodelo (sistema M /M/1).

Metamodelo | SSE | MSE | PRESS | SSE/PRESS
Hipérbole | 95.393 | 0.4221 | 100.37 0.95
Monoémio | 62.229 | 0.2753 | 115.81 0.54

a. = ag/12 = 0.00416. O wvalor critico é, neste caso, t,_1;a,/2 = ti9;0.00208 = 3.256. De

acordo com os resultados obtidos, rejeita-se o mondmio porque ndo tem capacidade previsiva.

Em sequida, realizou-se o teste F' cldssico de falta de ajustamento para ambos os metamodelos
(ver a Tabela 6.12), considerando o valor critico Fn_mn—na = Fi0,216005 = 1.875. O valor
obtido para a estatistica F' nio é significativo no caso da hipérbole e é exageradamente grande no

caso do mondmio. Como resultado, rejeita-se o segundo metamodelo.

Em relagdo a andlise de residuos, no caso da hipérbole, verifica-se que as hipéteses distribuicionais
sdo satisfeitas (ver as Figuras 6.11 e 6.12). Por conseguinte, nio existe razdo para pensar que o

metamodelo ndo é adequado.

Resta agora averiguar a validade do metamodelo com respeito ao modelo de simulagdo e ao pro-
blema real. Tal como na situagio descrita na Secgio 6.1, também aqui a validade em relagio ao
modelo de simulagio é investigada, utilizando o método de validagio cruzada dupla. Observa-
se, na Tabela 6.13, uma boa concorddncia entre os valores das duas colunas da direita logo, o

metamodelo é vdlido com respeito ao modelo de simulagdo.



Tabela 6.11: Um método de validacao cruzada.

t;
X Hipérbole | Monémio
0.10 —0.4376 12.02
0.20 0.7134 0.4770
0.30 0.6999 —-3.305
0.40 0.1366 —10.01
0.50 —0.8119 —8.635
0.55 —0.3409 7.779
0.60 0.01869 —6.295
0.70 0.3359 -3.209
0.75 0.3591 —1.785
0.85 —0.007776 1.901
0.90 —0.1378 4.158
0.95 0.02754 10.20
max;—1,_o |t | 08119 | 12.0213

Tabela 6.12: Teste de falta de ajustamento (sistema A /M /1).

Fonte Metamodelo | Graus de | Soma dos | Médiados | Teste
liberdade | quadrados | quadrados F
Falta de Hipérbole 10 1.1469 0.11469 0.2749
ajustamento | Monomio 60.306 6.0306 714.9
Erro puro Hipérbole 228 95.1223 0.4172
Monémio 1.92329 | 8.4355 x 103
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Figura 6.11: Papel de probabilidade normal (hipérbole): ®~1[(j —0.5)/r] versus o j-ésimo

residuo ponderado ordenado.
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Figura 6.12: Gréficos dos residuos ponderados (hipérbole).

Tabela 6.13: Teste de validagdo cruzada dupla, para o metamodelo hiperbdlico.

Hipérbole
Estatistica | Subconjunto 1 | Subconjunto 2
0, 0.996627 1.00148
0, —1.00034 —0.998794
RZ 0.9817 0.9413
R2,, 0.9200 1.0045
MSPR 0.9342 0.9840




Tabela 6.14: Solugdo analitica versus metamodelo hiperbdlico.

X, | Solugdo analitica | Metamodelo | Erro relativo
0.10 0.11111 0.11106 4.161 x 10~*
0.20 0.25000 0.24988 4.634 x 1074
0.30 0.42857 0.42835 5.242 x 1074
0.40 0.66666 0.66626 6.053 x 104
0.50 1.0000 0.99928 7.187 x 107%
0.55 1.2222 1.2213 7.943 x 1074
0.60 1.4999 1.4987 8.888 x 107
0.70 2.3333 2.3306 1.172 x 1073
0.75 3.0000 2.9958 1.399 x 1073
0.85 5.6666 5.6536 2.304 x 1073
0.90 9.0000 8.9691 3.434 x 1073
0.95 18.9999 18.8707 6.807 x 1073
% erro relativo médio = 1.63 x 1073

Em relagdo a validagdo com respeito ao problema real, procede-se da forma descrita na Secgio 4.3.
Neste caso, o problema real tem solugdo analitica conhecida, o que facilita a investigagdo (ver,
por exemplo, [44]). Sabe-se que a média do tempo de espera na fila, correspondente ao sistema
M/M/1, é dada por A/ (. — X). Como foi referido anteriormente, neste exemplo tem-se y = 1.

Por conseguinte, os valores exactos sdo calculados a partir de

A
— <
- 0< A<l

(por exemplo, para o ponto experimental X; = 0.1, o valor exacto é 0.1/(1 — 0.1) = 0.111). A

percentagem de erro relativo médio obtida é baixa, donde se conclui que o metamodelo hiperbélico

aproxima suficientemente bem o problema real (ver a Tabela 6.14).

Tendo em conta a averiguagio da validade aqui descrita, o metamodelo hiperbolico é um metamo-
delo vdlido. Para finalizar, apresentam-se os intervalos de confianga, com probabilidade de cober-

tura de pelo menos 1 — o = 0.95 (ver (3.26)), para os pardmetros do metamodelo (ver a Tabela



6.15) e testa-se a hipotese Hy : 8* = 0, = (1.0, —1.0)" versus H; : 0" # 6, = (1.0,—-1.0)%,
com nivel de confianga de 95%. O valor obtido para (3.30) foi x = 0.1047, sendo o correspon-

dente valor critico X%., = X305 = 5-992. Consequentemente, nio se rejeita a hipétese Hy.

Tabela 6.15: Intervalos de confianga de 95% para os pardmetros (sistema M /M/1).

Coeficiente de | Estimador Desvio Intervalo de
regressao padrédo confianga
0, 0.999622 | 5.5581 x 1073 0.996217 4 1.8812 x 102
6o —0.999659 | 1.4094 x 1073 | —0.999659 + 4.7704 x 1073

6.2.1 Meétodo das variaveis de controlo

Verificou-se, anteriormente, que o metamodelo hiperbolico é um metamodelo vdlido para explicar,
tanto o modelo de simulagdo, como o problema real. Em particular ao longo dos pontos experi-
mentais, tem-se a sequinte relagdo entre o tempo de espera médio na fila e o factor de utilizagdo:

HlXi

}/;..:7
71+ 60,X;

+ Gij, (61)

onde €;; ~ N(0,02), comi=1,...,n,j =1,...,r. Com o objectivo de estabilizar a varidncia,

aplica-se a transformagdo logaritmica em ambos os membros de (6.1) e obtém- -se

01X,
onde v;; = log(1 + €;;/E[Y;;]), comi=1,...,n,j =1,...,r. Elu;j] = 0 porque €;; é pequeno

comparativamente com E[Y;;]. Uma vez que o valor obtido het = 2.32 ndo estd significati-
vamente afastado de 1, conclui-se que a varidncia Var|v;;] pode ser considerada aproximada-
mente constante (note-se que foi observado que, antes da transformagdo de dados, se verificava

het = 256.13).



Para melhorar a precisio dos resultados da estimagdo, escolheram-se as sequintes varidveis de
controlo
Oy = 1 M,

Ski
comk=1,2,i=1,...,n,j=1,...,reondety; é o tempo médio entre chegadas e ty;; é 0 tempo
médio de servigo, amostrados de distribuicdes exponenciais com médias e varidncias conhecidas.
O problema hipotético controlado é

01X,

log Yi; = log 1+ 0,X,

+5101ij+5202ij+7/ij; izl,...,12, ]:1,,20

¢ Estimacao do metamodelo

Para efeitos de estimagdo, utilizou-se o método dos minimos quadrados ndo lineares. Os va-
lores para os estimadores dos pardmetros desconhecidos foram obtidos utilizando o método de
Levenberg-Marquardt realizado na linguagem de programagcio MATLAB, com tolerdncia termi-

nal igual a 1075 e niimero mdximo de cdlculos da fungdo igual a 600 (ver a Tabela 6.16).

Tabela 6.16: Coeficientes de regressdo estimados (sistema A /M /1).

Coeficientes | Estimador directo | Estimador controlado
de regressao 0 6(d)

0, 0.998249 1.00011875

0y —0.999231 —0.999134934

e Valida¢dao do metamodelo estimado

Apés a estimagio, procedeu-se a validagcido do metamodelo controlado. Os valores obtidos para

SSE e PRESS estdo bastante préximos:

SSE 1931

= = (0.942.
PRESS  2.050

Também o teste F cldssico de falta de ajustamento dd um bom resultado: uma vez que F,_m N—n.a =

Fs 928:0.05 = 1.95, ndo se rejeita o metamodelo controlado (ver a Tabela 6.17).



Tabela 6.17: Teste de falta de ajustamento (sistema M /M /1, com variadveis de controlo).

Fonte Graus de | Soma dos | Média dos | Teste
liberdade | quadrados | quadrados | F
Falta de ajustamento 8 0.008036 0.001004 | 0.119
Erro puro 228 1.923 0.008435

Os resultados da validagio, em relagdo ao modelo de simulagdo e ao problema real, encontram-se
nas Tabelas 6.18 e 6.19 respectivamente. Com base nestes resultados, nio hd razdo para rejeitar

o metamodelo controlado. No caso da comparagdo do metamodelo com o problema real, os resul-

Tabela 6.18: Teste de validagdo cruzada dupla, para o metamodelo controlado.

Metamodelo controlado

Estatistica | Subconjunto 1 | Subconjunto 2
0,(6) 0.9735 1.0149
0,(8) —1.0001 —0.9986
RZ,.t 0.993 0.998

R2. 1.010 0.983
MSPR 8.595 x 107% | 7.688 x 1073

tados foram obtidos do sequinte modo: uma vez que o metamodelo, com inclusdo de varidveis de

controlo, é da forma

1.0001.X;

pode-se aplicar a transformagdo exponencial a ambos os membros de (6.3) e vem

1.0001.X;
Y; C— ? —0.071745C1 45 ,—0.83652C3;; . 64
1— 0.9991X; ‘ (6.4)

Por conseguinte, os erros relativos foram calculados utilizando a solugdo aproximada (6.4) e a

solugdo exacta X;/(1 — X;),comi=1,....nej=1,...,r.



Tabela 6.19: Solugdo analitica e metamodelo controlado: uma comparacao.

X; | Solugdo analitica | Metamodelo | Erro relativo
0.10 0.11111 0.11085 2.3590 x 1073
0.20 0.25000 0.24939 2.4577 x 1073
0.30 0.42857 0.42746 | 2.5845 x 1073
0.40 0.66666 0.66483 2.7535 x 1073
0.50 1.0000 0.99701 2.9900 x 1073
0.55 1.2222 1.2184 3.1476 x 103
0.60 1.4999 1.4950 3.3446 x 103
0.70 2.3333 2.3242 3.9350 x 1073
0.75 3.0000 2.9868 4.4068 x 1073
0.85 5.6666 5.6310 6.2897 x 1073
0.90 9.0000 8.9223 8.6332 x 1073
0.95 18.9999 18.704 1.5598 x 1072
% erro relativo médio = 4.88 x 1073




e Intervalos de confianca e testes de hipéteses

Uma vez que Fo N m_qa = Fo236:005 = 3.034 e 72 = 8.184 x 103, o elipsdide de confianga

aproximada, com nivel de confianca de 95% e centrada em 0(8), é dada por (ver (5.49)):
{o* : (6(8) — 0")"(BBT)"1(6(d) — 0%) < 4.966 x 10—2} :

onde
T 3.2891 x 102 1.8495 x 1073
BB’ =
1.8495 x 107 2.2099 x 10~*
O rectingulo de confianga aproximado correspondente, para @, com probabilidade de cobertura
de pelo menos 1 — o = 0.95, é dado na Tabela 6.20 (ver (5.50)); na construgdo dos intervalos de

confianga, utilizou-se tn_m—g/(2m) = t236:0.0125 ~ 2.256.

Tabela 6.20: Intervalos de confianca de 95% para os pardmetros do metamodelo hiper-

bélico (sistema M /M /1, com varidveis de controlo).

Coeficiente | Estimador Desvio Intervalo de

de regressdo | controlado padrao confianga
0, 0,(8) 5.7478 x 1073 | 1.00011875 = 3.34797 x 1073
0 05(8) 47114 x 10™* | —0.999134934 + 2.74428 x 10~

Testou-se a hipdtese Hy : 0* = 0, = (1.0, —1.0)" versus H; : 0" # 6, = (1.0,—1.0)", com
nivel de confianga de 95% e utilizando F o n_m—qa = F2,236,0.05 = 3.034, obteve-se: (9(3) —
0,)T (m72BBT)~1(0(8) — 8,) = 0.3848 (ver (5.53)). Por conseguinte, nio se rejeita a hipétese
Hp.

e Razdo entre variancias e factor de perda experimentais

Com o objectivo de estimar as razdes entre varidncias e o factor de perda experimentais, seguiu-se
o procedimento descrito na Secgio 5.4. Como consequéncia, elaborou-se uma meta-experiéncia
com K réplicas independentes da experiéncia inicial, onde a experiéncia inicial consiste em r
réplicas em cada um dos n pontos experimentais p = 0.1, 0.2, etc. Os resultados sdo apresentados

na Tabela 6.21.



Tabela 6.21: Estimativas das razdes entre variancias e do factor de perda.

Razdes estimadas entre varidncias

Actual Factor de perda
Coeficiente de | Minima | Prevista =~ Observada Real Estimado %
regressao n(6) 7i(8) 7(d) FP($) P/‘f)(fi) Erro
0 0.99 1.0072 1.6213 1.0174 1.6377 60.9%

Observa-se que a percentagem mdxima de redugdo de varidncia generalizada, que pode ser atin-
gida utilizando varidveis de controlo, é aproximadamente 100[1 — 7(8)]% = 1%. Uma vez que
ndo se conhece 8, ele tem de ser estimado. O estimador resultante (&) tem varidncia maior
comparativamente com o estimador @ sem as varidveis de controlo. Como consequéncia, nesta
situagdo é vantajoso utilizar varidveis de controlo apenas se o vector de coeficientes § for conhe-
cido. O erro obtido para o factor de perda, cerca de 60.9%, € aceitdvel, uma vez que estd préximo

do obtido por Porta Nova e Wilson [89], 57.7%. Os referidos autores estudaram a modelagdo de

uma rede de filas de espera, no contexto dos metamodelos lineares de simulagdo.







Capitulo 7

Conclusoes e recomendacoes

Neste capitulo, faz-se um sumdrio das contribuicdes desta investigagio sobre a construgdo de
metamodelos de regressdo ndo linear, para simulagio de acontecimentos discretos. No decurso
deste trabalho, também foram descobertos alguns caminhos interessantes, que podem ser seguidos
para trabalho futuro nesta drea. Na Seccdo 7.2, apresentam-se alguns topicos, que se considera

serem 0s mais promissores para futura investigagao.

7.1 Sumario de investigacao

O resultado principal desta investigagdo é o desenvolvimento de uma metodologia para construir
metamodelos ndo lineares de simulacdo, no contexto da simulacdo de acontecimentos discretos.
Foi importante desenvolver esta metodologia, porque os metamodelos ndo lineares sdo frequente-
mente construidos e utilizados de uma maneira ad hoc. A metodologia distingue rigorosamente
estimagdo e validagdo de um metamodelo e, para além do metamodelo e do modelo de simulagio,

salienta a importincia do papel do problema real no desenvolvimento de metamodelos.

No caso dos metamodelos nio lineares de regressio, propuseram-se procedimentos detalhados
para cada passo da metodologia. Deu-se especial atengio aos passos da estimagdo e validagdo

de metamodelos. No passo da estimagio, obteve-se o estimador dos minimos quadrados de 6
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(vector de pardmetros desconhecidos do metamodelo) e a sua distribuigdo, construiram-se regioes
de confianga para 0 e propuseram-se procedimentos para fazer testes de hipdteses. Todos estes
resultados foram obtidos recorrendo a teoria estatistica da regressdo nio linear. No passo da
validagdo, foram aplicadas directamente, sem alteracio alguma: (i) métodos grificos de andlise
de residuos (para averiguar as hipdteses distribuicionais do metamodelo); e (ii) o teste F' clds-
sico de falta de ajustamento. Todos os outros procedimentos sugeridos no passo da validagdo
(teste F' de Rao, estatistica PRESS, coeficiente de determinagio, método de validagdo cruzada de
Kleijnen, DFFITS, DFTETAS, média das diferencas absolutas percentuais, método de valida-
¢do quadrada dupla e percentagem de erro relativo médio) tiveram de ser adaptados da teoria da
regressio linear. As adaptacdes que parecem ser mais importantes, a metamodelos ndo lineares
de simulagdo, foram: (i) a adaptagio do teste de Rao; e (ii) a generalizagio do teste de validagdo
cruzada de Kleijnen para metamodelos ndo lineares de simulagdo. Em particular, mostra-se que
o referido teste de validagdo cruzada pode ser utilizado efectuando uma iinica vez a estimagio do

metamodelo (Passo 4 da metodologia).

De grande importincia foi também o desenvolvimento de técnicas para utilizar miiltiplas varid-
veis de controlo na estimagio de um metamodelo ndo linear geral para uma resposta seleccionada
de uma experiéncia de simulagdo. Esta técnica pode ser 1itil em muitas situacdes em que possam
ser identificadas varidveis de controlo concomitantes eficazes. Na parte reservada a estimagdo
de metamodelos, obteve-se o estimador dos minimos quadrados de & (vector de coeficientes de
controlo) e o correspondente estimador dos minimos quadrados controlado 0(8). Considerando a
hipdtese que a resposta e as varidveis de controlo tém distribuicdo conjunta normal multivariada,
construiram-se regides de confianca para @ centradas em 0(8) e em 0(8) e propuseram-se pro-
cedimentos para fazer testes de hipéteses. Para avaliar o desempenho da técnica das varidveis de
controlo generalizam-se adequadamente as medidas de desempenho denominadas por razio entre
varidncias e factor de perda introduzidas por Lavenberg, Moeller e Welch [69] (no contexto dos

metamodelos lineares de simulagio).

Ao longo deste trabalho, salientou-se a importincia dos metamodelos ndo lineares seguros em
estudos de simulagdo com acontecimentos discretos. No exemplo discutido na Secgio 6.1, é ob-
tido um mau ajuste, quando se utilizam diversos metamodelos polinomiais, o que leva a desejar

utilizar metamodelos mais flexiveis e mais precisos. Os metamodelos lineares sdo muito mais



simples de ajustar que os metamodelos ndo lineares, contudo nio sdo capazes de assegurar um
ajuste global a curvas de forma arbitrdria. Os metamodelos ndo lineares de regressio sio vanta-
josos, porque ndo tém esta limitacdo, permitindo um ajuste adequado de curvas complexas. No
exemplo da Secg¢io 6.1, sdo comparados entre si, no contexto da regressdo ndo linear, diversas
curvas de crescimento sigmdide e a fungio arco cuja tangente. No exemplo tratado na Secgdo
6.2, consideram-se e comparam-se duas curvas ndo lineares (uma delas é uma fungio hiperbo-
lica). Neste caso, uma das curvas é linealizdvel e recorre-se a regressio linear para estimar os

seus pardmetros desconhecidos.

Em todos os casos tratados neste trabalho, a varidncia dos erros ndo é constante: situacio mais

realista. Para ultrapassar esta dificuldade, sequiram-se dois tipos de abordagem:
(¢) utilizou-se o método dos minimos quadrados ponderados estimados; e
(it) aplicou-se a técnica da transformagio de resultados.

O primeiro caso tem a desvantagem de, como 0s pesos nio se conhecem exactamente eles terem de
ser estimados. Os estimadores destes pesos sio valores que ndo sio independentes das respostas.
No segundo caso, ndo existe esse problema, mas os pardmetros do metamodelo linearizado ndo
sdo em geral tdo importantes como os pardmetros originais e pode acontecer que o metamodelo

transformado jd ndo goze da propriedade da aditividade dos erros.

E de extrema importancia ter um metamodelo preciso e pronto a utilizar, em vez de um modelo
mais caro e dificil de calibrar como o modelo de simulagdo. Com o objectivo de assegurar que um
metamodelo especifico é um bom substituto para o modelo de simulagdo, tem de ser efectuada uma
série de testes de validagdo. Uma parte destes testes tem a ver com a adequagio do metamodelo e
a outra parte com a validagdo do metamodelo com respeito ao modelo de simulagdo. Sempre que
possivel, também convém ser testada a validade do metamodelo em relagdo ao problema real. Se
algum destes testes falhar, o metamodelo € rejeitado. No caso tratado na Secgdo 6.1 e em relagdo a
adequagdo do metamodelo, as estatisticas SSE e PRESS levam a rejeicdo dos metamodelos linea-
res. A generalizagio do teste de falta de ajustamento de Rao, para metamodelos ndo lineares, foi
utilizado para refinar o processo de seleccdo da curva, permitindo eleger o metamodelo que me-
lhor se ajusta: o metamodelo "MMF’, no exemplo. A validade do metamodelo "MMF’ em relagdo

ao modelo de simulagdo foi provada utilizando o teste de validagdo cruzada dupla. No exemplo



tratado na Secgio 6.2, o metamodelo linearizado é rejeitado com base nos dois testes efectuados.
No entanto, a rejeigio é mais evidente quando se aplica o teste de validagio cruzada para metamo-
delos ndo lineares, proposto neste trabalho, que é a generalizagdo do método de validagdo cruzada
de Kleijnen. Com base no teste F de falta de ajustamento, também se rejeita o metamodelo linea-
rizado. Neste problema é possivel mostrar, e mostra-se, a validade do metamodelo em relagdo ao
problema real. Finalmente, a validade com respeito ao modelo de simulagdo é mostrada através

do teste de validagdo cruzada dupla, utilizado no exemplo da Secgio 6.1.

A utilizagdo de metamodelos nio lineares requer um catdlogo de curvas extenso e um software
de regressio mais complexo e lento. A selec¢do de uma boa curva influencia dramaticamente
a precisio do metamodelo resultante, como foi mostrado nos exemplos tratados no Capitulo 6.
Contudo, se for fornecido um catdlogo de curvas abrangente, a escolha é relativamente simples.
O software de regressio e validagdo pode ser reutilizado repetidamente, assim que o utilizador
forneca uma fungdo para realizar a curva hipotética escolhida e um valor inicial. Finalmente,
o aumento do tempo de computagio, quando comparado com os procedimentos de regressio li-
near, torna-se menos importante com o aumento crescente do poder de cdlculo dos computadores
actuais. Todavia, o tempo de computagio, necessdrio para desenvolver um metamodelo, pode
ser diversas ordens de grandeza mais pequeno que o requerido para executar um programa de
simulagdo. Um dos problemas no cdlculo do estimador dos minimos quadrados resulta da neces-
sidade de utilizar um método numérico para minimizar funcdes nio lineares. Este problema é
facilmente ultrapassado porque, hoje em dia, existem boas realizagdes deste tipo de métodos, em
pacotes de programas acessiveis ao utilizador. Por exemplo, neste trabalho utilizou-se o método

de Levenberg-Marquardt realizado, disponivel no pacote MATLAB.

7.2 Trabalho futuro

Nao estdo esgotadas as oportunidades de investigagio na drea de metamodelos ndo lineares de
simulagdo. De facto, foi coberta uma pequena zona desta vasta drea. Por exemplo, a validagio do

metamodelo em relagdo ao problema real ainda foi muito pouco investigada na literatura. Também



é interessante fazer a generalizagio desta metodologia para metamodelos em que a resposta tem
diversas componentes, ou seja, metamodelos ultivariados. Dois assuntos que merecem investiga-
¢do, sdo a aplicacdo do método das varidveis de controlo enviesadas e a aplicagdo do método das
varidveis de controlo correlacionadas, no contexto dos metamodelos ndo lineares de simulagdo.
Seria 1itil também aumentar o catdlogo de curvas, presente no Apéndice A. No caso dos meta-
modelos lineares, é importante ter uma distribuicdo de erros aproximadamente normal, porque a
hipétese de normalidade permite obter inferéncias exactas em amostras pequenas. Contudo, com
os metamodelos ndo lineares, depende-se quase inteiramente de obter inferéncias aproximadas,
através da aplicacdo de resultados assimptéticos a amostras finitas. Por conseguinte, torna-se
importante fazer um estudo sobre a importincia relativa das hipéteses de normalidade e da vari-

dncia constante dos erros.






Apéndice A

Catalogo de curvas

Existem variadissimas curvas que tém sido estudadas, ao longo do tempo, nos mais diversos
dominios da ciéncia. O objectivo deste apéndice é apresentar um catdlogo de curvas unidimen-
sionais, encontradas mais frequentemente na bibliografia, que ajude o experimentador, na sua
escolha do metamodelo hipotético [107, 6, 45, 11, 39, 53, 49, 28, 79]. Este catdlogo nio é exaus-
tivo e, por conseguinte, é 1itil aumentd-lo posteriormente; por exemplo, é importante a inclusdo
de curvas bidimensionais para que ndo seja preciso trabalhar com projeccdes, no caso da regres-
sdo ndo linear bivariada. Com o objectivo de facilitar a consulta deste catdlogo, encontram-se
na tabela A.1 os diversos tipos de curvas e o local onde podem ser encontradas. A terminolo-

gia utilizada nas figuras, que caracteriza o tipo de linha utilizada no tragado de cada curva, é a

seguinte:
tipo de linha designagio
solida s0l
tracejada trac
pontilhada pont
combinada com tracejado e pontos | comb
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Tabela A.1: Catélogo de curvas.

Tipo de curva Figuras | Pagina
exponenciais Al 169
com poténcia de x desconhecida A2 170
com z como poténcia A3 170
com fungdes trignométricas A4 171
funcoes racionais A5 172
de crescimento Sigmoide Ab6eA7 | 173e174
de densidade de producao A8 175
outras curvas A9 175




y = 0 + Oyelse™
y = 0 + Ope%/®
y = 0;(1 — e %2)
y = 01 (e + e7027)
y = ) (e~ — ¢~027)
y = 0 (e 9s@=00) _ o~0a2(v=01))
y = 0;(1+ e%2%)
y=(e7"" — e "1%)0,/(6: — b2)

y = 4e%92% (comb); y = 25e7%93% (56]);

y = 30(1 — e7%97) (pont); y = 30(1 — e~%9%) (trac).

uuuuu

y = 0.05(¢~00% — ¢=0.052) /(0.05 — 0.04) (comb)
y = 0.05(e~0112 — ¢=0:052) /(0.05 — 0.11) (s6])
y =1 —0.05(e~0% — ¢=0.952) /(0,05 — 0.04) (pont)
y =1—0.05(e 01 — ¢=005) /(0 05 — 0.11) (trac)

Figura A.1: Curvas exponenciais.




y = 6012%ab .xZ’“, z > 0 (familia de Cobb-Douglas)

y:91+92x03,x>0

y = 0.00322 (s6l); y = 222 (pont); y = 5027/2 (trac).

Figura A.2: Curvas com poténcia de = desconhecida.

y =61 + Oz + 0567, 64 > 0 (segunda modificagdo de Makeham)
y:01+020§,03 >0

y =0.140.9% (s6l); y = 0.03 4 1.04" (pont);
y = —0.03 + 0.03(1.03)® + 0.005z (trac).

Figura A.3: Curvas com x como poténcia.




y = 01 + 0% + (0, + O5e%%)sen (07 + Os)

(onda sinuszoidal exponencialmente amortecida)

y = 25e%93% + e0-%%gen (1) (s6l); y = 259032 — 2¢70-01%5en () (pont);

y = 250037 4 ¢70-0l7gen (1) (comb).

y = 601 + Osarctg(f3x) e y = 61 + Ootgh(f3z) (curvas de Wilcoxson)

y = 14.8 + 100tgh(0.05z) (s6l); y = 14.8 4+ 100arctg(0.2z) (comb).

y = 61 + 05 cos(0sz) + O3sen(f,z) (curva periddica)

y = 0.5 ¢c0s(0.5z) + sen(0.5z) (s6l); y = 2.5 cos(0.5z) + sen(0.5z) (pont);
y = 2.5 cos(0.25z) + sen(0.25z) (comb).

Figura A.4: Curvas com fungdes trignométricas.




y = (0px)/(0; + = + O32%) (curva de Elliot e D. Peirsen)
y = (612)/(02 + z) (curva de Michaelis-Menten)
y = 01 + 02052 /(1 + O5zx) (curva de Wilcoxson)

y = 200z/(10 + z + 0.05z?) (s6l); y = 0.01z/(1 — 0.01z) (pont);
y = (2+ 0.3z + 0.12%)/(1 + 0.00122) (comb).

Figura A.5: Algumas fungdes racionais.




y = 0,/(1 + 0,¢7%%) (curva logistica)

y = 24/(1+ 10e %12%) (s6l); y = 24/(1 + 50e *'2*) (pont);
y = 24/(1 4 50e %) (comb).

_ —6 .
y = 6,e7%2¢7*" (curva de crescimento de Gompertz)

—0.06z

y = 24e~°""" (s6l); y = 242" (pont); y = 24e~2%° (comb).

y = Op[1 + (6 — 1)fe7%%]/(1=9) § £ 1 (curva de Richard)

y = [14+2(6 — 1)e=32]/1=9 para § = 3.5 (s6l), § = 2.5 (pont),
0 = 1.5 (comb), § = 0.5 (trac).

Figura A.6: Curvas de crescimento de Sigmoide.




y=0,(1 — e 020"y ey = 9 — (B, — 0,)e~?52)"* (curvas de Weibull)

y=>5—5e* (s6l);y=5—5e * (pont); y =5— 5e (079" (comb)

y = 01 /(1 + €99 (modelo logistico generalizado)

9(z) = B1x + Box® + B32® ou g(x) = ‘”AA_l, A # 0 (Box-Cox)

y=5/(1+ e =D/ com A = 5 (s6l); A = 1 (pont), A = 0.2 (comb)

y =0, — (0 — 601)/(1 + (637)%) (familia de Morgan-Mercer-Flodin)

y=24—24/(1+ z°) (sOl); y = 24 — 24/(1 + %) (pont);
y =24 —24/(1+ (2z)°) (comb).

Figura A.7: Curvas de crescimento de Sigmoéide (continuagao).




y = (6, + 0x) ! (curva de Shinozaki e Kira)
y = (0p + 612 + Oo2*)~" (curva de Holliday)
y = (6, + 0,25) /% (curva de Bleasdale e Nelder)

y = (01 + 0225) 7! (curva de Farazdaghi e Harris)

y = 1/(0.002z) (s6l); y = 1/(0.01z + 0.05z2) (pont);
y = 1/23 (trac);y = 1/(0.012'%) (comb).

Figura A.8: Curvas de densidade de producao

y =6 + 0y log(x — 65)
y = 0.e72%, 2 > 0
y =0, (x + e %) — fsze "
y=1—e%% — g ge 01"
y=01+0y(x —0y) 1 +05(x — 0,) 2

y = e (0 + agx + 032 + 23) /[2(04 + 052 + Os2® + 23)]

. eol+02m
- 1+691+02x

y = 01 + O + 0327 + 0423 + 05/ (x — 60)

Figura A.9: Funcao logaritmica e algumas curvas combinadas.
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