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RESUMO

Palavras chave - Métodos Numéricos, Equacoes Integrais,

Métodos de Colocacao, Aceleragao de Convergéncia.

Este trabalho trata a solu¢do numérica de equagoes integrais de Volterra por
métodos de colocagdo em espagos de fungoes seccionalmente polinomiais (splines).
Em particular, é considerada uma equacao integral de Volterra de segunda espécie
com nicleo fracamente singular, para a qual provamos um resultado de existéncia e

unicidade de solucao.

Alguns métodos de ordem pouco elevada, nomeadamente os métodos de
Euler e ponto médio (ordem um) e o método dos trapézios (ordem dois) sao apli-
cados a referida equagao usando técnicas de integragdo produto. A convergéncia
desses métodos é analisada teoricamente e ilustrada com alguns exemplos numéri-

cos. Obtemos ainda um resultado sobre a estabilidade do método de Euler.

Finalmente, com o objectivo de melhorar a precisao das aproximacoes ob-
tidas pelo método de Euler, é investigada a aplicacao de técnicas de extrapolagao.
Sao utilizados os algoritmos E e Richardson, conseguindo-se resultados melhores
comparados com métodos de colocacao de ordens mais elevadas, tais como o méto-

do dos trapézios e Simpson, com menor esfor¢co computacional.



ABSTRACT

Keywords - Numerical Methods, Integral Equations,

Collocation Methods, Convergence Acceleration.

This work is concerned with the numerical solution of Volterra integral
equations by collocation methods in certain polynomial splines spaces. In particular,
a second kind Volterra integral equation with weakly singular kernel is considered

and an existence and uniqueness result is obtained.

Some low order product integration methods, which include the so-called
Euler method and the midpoint method (both of order one), and the trapezoidal
method (order two) are applied to the above refered to equation. The convergence
of these methods is analysed and illustrated by means of some numerical examples.
A result concerning the stability of the Euler method is also obtained.

Finally, in order to improve the low accuracy of the approximations ob-
tained by the Euler method, the application of certain extrapolation techniques
is investigated. The E-algorithm and Richardson method are applied, achieving
approximations better than those obtained with higher order product integration
methods, such as the trapezoidal and Simpson methods, with less computational
effort.

vi
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Notacao

LaLY

Qualquer somatoério com o seu limite superior menor que o seu limite infe-

rior é considerado zero.

Qualquer produto com o seu limite superior menor que o seu limite inferior

¢é considerado um.

f(t) =0(g(t))

quandot — a

f(t) ~g(t)

quandot — a

AUB

Cla,b],C(I)
C"[a,b],C"(I)
%l

(t)
(?)

sinal(x)

exp

log

igual por definicao.

identicamente igual.

aproximadamente igual.

f(t) é da ordem g(t) quando ¢ se aproxima de a, isto é,
f(t)/g(t) é limitado quando t — a.

Ao simbolo O é chamado simbolo O de Landau.

f(t) tem o comportamento assimptético como g(t)
quando t se aproxima de a: O erro entre f e g tende
para zero quando t — a (i.e., limy4(f(¢)/g(t)) = 1).
unido dos conjuntos A e B.

:={1,2,...}, o conjunto dos niimeros naturais.

o conjunto dos niimeros reais

= {z € R:a < z < b}, intervalo fechado.

= {z € R :a < z < b}, intervalo aberto.

intervalo aberto & esquerda, aberto & direita.
:=[0,T],t > 0 e T finito.

={(t,s) eR:0<s<t<T}.

:= y(t,), valor da fun¢ao y no ponto t,.

conjunto de polinémios reais de grau menor ou
igual a m.

é o espaco das funcgoes reais de valor real que sao
continuas em [a,b] ou em L

é o espaco das funcgoes reais de valor real que sao r
vezes continuamente diferencidveis em [a,b] ou em 1.
‘=maXi<j<m |;| denota a norma do maximo ou,
o)t € R™.

representa o valor da funcao exponencial para, t.

norma em [y para x := (z1,...

é o logaritmo natural de t.
denota o sinal de z. E igual a — de z for negativo e

é igual a + se x for positivo.
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Dk @
17k a;

Iy

h10(ht0)

4w ¥

é por definicao igual a 0 se m < k e igual a

ag + ...+ ay, se k < m.

é por definicao igual a 1 se m < k e igual a

ag ... Ay, s€ k < m.

denota a particdao, ou rede, para o intervalo I da
forma 0 =ty < t; < ... <ty =T (onde o indice N
indica a dependéncia dos pontos da rede)

denota a particao, ou rede, para o intervalo I da
forma a =1ty < t; < ... <ty =b (onde o indice N
indica a dependéncia dos pontos da rede)

= mMaXo<n<N-1 hn, com hy 1=t 11 — iy, representa o
diametro da rede IIy. A rede IIy diz-se uniforme
se h,, = h para todo o n.

significa que h tende para 0 por valores reais

positivos (negativos).



Capitulo 1

Introducao

Desde o trabalho de Abel, em 1823, os especialistas em andlise numérica
tém mostrado um interesse continuo em equagoes integrais. Os nomes de muitos
matematicos conhecidos, entre os quais Cauchy, Fredholm, Hilbert, Volterra e out-
ros, estao associados a esta drea. Existem duas razoes principais para este interesse.
Em alguns casos, como no trabalho de Abel, as equacoes integrais sao o modelo
natural para representar diversas situagoes fisicas interessantes. Por outro lado, os
operadores integrais, transformadas, e equacoes integrais sao ferramentas uteis dos

analistas classicos para o estudo das equacgoes diferenciais.

Na modelacdo matematica a énfase tem sido posta nas equacgoes diferen-
ciais. Recentemente, contudo, esta situagao tem comecado a alterar-se. O desen-
volvimento de Andlise Matematica na area da teoria assimptotica tem permitido um
maior conhecimento das propriedades das solugoes das equacoes integrais. Este facto
tem conduzido ao uso mais frequente dessas equactes para modelos matematicos,
0 que, por sua vez tem impulsionado o estudo de novos métodos numéricos para
equagoOes integrais. Em outros casos certas equacoes diferenciais parciais em duas
varidaveis sao equivalentes a equacgoes integrais numa varidvel. Varios exemplos

encontram-se em problemas de conducgio de calor e difusdo (ver [31] pp. 23). Este
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facto tem conduzido a avancos em métodos para resolver equagoes integrais de fron-

teira, facto que tem atraido muitos engenheiros.

1.1 Classificacao das Equacoes de Volterra

Uma equacao integral é uma equagao onde a incégnita, geralmente uma
funcao de uma ou mais variaveis, ocorre sob o sinal de integral. Esta defini¢ao, algo
geral, permite muitas formas especificas e, na pratica, surgem muitos tipos distintos.
A teoria classica das equagoes integrais distingue entre equagoes de Fredholm e
equacoes de Volterra. Nas equacoes de Fredholm a regiao de integracao é fixa,
enquanto nas equacoes de Volterra a regido de integracao depende de alguma forma

das variaveis independentes.

Uma equacao da forma
t
y(®) = [ K(ts,y())ds = g(0), a<t<T <o,

é uma equagdo de Volterra de sequnda espécie. Neste caso a incognita é y(s). O
segundo membro da equagao, g(t), e o nicleo K(t, s,y) supoem-se conhecidos. Esta

equacao é uma das varias formas da equacao de Volterra.

Em muitas aplicagoes préaticas tem interesse o comportamento da solugao
em todo o eixo real. No entanto, em cdlculos numéricos é necessario em qualquer

caso considerar 7T finito.

Para simplificar a notagao podemos, sem perda de generalidade, escolher o
dominio da variavel independente tal que o limite inferior seja 0 e considerar apenas

a equacao

y(t) — /OtK(t,s,y(s))ds = o(t), 0<t<T<oo (1.1)

Uma equacao de Volterra de primeira espécie é uma equacao da forma

/OtK(t, 5 y(s))ds = g(t), 0<t<T< oo (1.2)

Sob certas condicoes de diferenciabilidade esta equacao pode, contudo, ser

reduzida a uma equagao de segunda espécie, por exemplo por diferenciagao.

No caso em que o nicleo tem a forma

K(t,s,y(s)) = k(t, s)y(s)- (1.3)
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a equacao correspondente diz-se linear.

Equagoes com nitcleos singulares tém interesse pratico. Quando o nicleo

K(t,s,y) é singular, podemos escrevé-lo na forma

K(t,s,y) = p(t, s)k(t, s,y)

onde p(t, s) representa a parte com comportamento nao regular. A equagao corre-

spondente tem a forma
t
y(t) = g(t) + / plt, )k(t, 5, (s))ds, 0<t<T. (1.4)
0

Equagoes com nicleos integraveis mas nao limitados sao chamadas equa-
¢Oes integrais com singularidades fracas. Como caso particular de nicleo fracamente

singular é de interesse o seguinte
K(t,s,y(s)) = (t — s)"%k(t,s,y), 0<a<l. (1.5)

A equacao integral correspondente é chamada equagdo de Abel generalizada.

1.2 Relacao com Problemas de valor inicial

As equagoes integrais sdo usadas no estudo das propriedades das equacgoes

diferenciais. Uma equacao diferencial da forma
y'(t)=F(tyt), t>0, y(0)=y, (1.6)

pode ser convertida por integracdo na equacao de Volterra
i
y() =v0+ [ Fls,y(s))ds. (L7)

Este é frequentemente o ponto de partida para a exploragao das proprieda-
des qualitativas da solucao da equagao diferencial, por exemplo, no que diz respeito

a existéncia e unicidade.
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1.3 Existéncia e Unicidade de Solucao

Em casos extremamente simples, é possivel encontrar solucoes para equa-
¢oes de Volterra convertendo a equacao integral em diferencial. Isto s6 é possivel
quando o niicleo da equacao integral exibe propriedades especiais podendo-se obter
um sistema equivalente de equacoes diferenciais ordinarias. Os teoremas enunciados

nesta secgao estao demonstrados em [31] (pp. 52-53 e pp. 62-63).

Vamos estudar a solugdo da equagdo (1.1) considerando vérias hipdteses
sobre o nicleo. Os resultados de existéncia e unicidade sao aqui referidos admitindo
que K (t,s,y) satisfaz uma condigao de Lipschitz em relac¢do ao terceiro argumento.
O uso desta condicao simplifica a analise mas torna a aplicagao dos resultados lim-
itada. Em muitos casos a condicdao de Lipschitz nao é satisfeita, e ai temos de
examinar um comportamento mais geral. Notemos contudo, que no caso de uma
equagao linear, ou seja, com o niicleo da forma (1.3), aquela condi¢do é automati-

camente satisfeita.

Teorema 1.1 Se na equagio (1.1) se verificarem as condi¢des
(i) K(t,s,y) € continuo em 0 < s <t <T, —oco <y < 00,
(ii) g(t) € continuo em 0 <t < T,

(iii) K(t,s,y) satisfaz uma condi¢do de Lipschitz em y, isto €, para quaisquer u; e
ug reais finitos, |K(t,s,u1) — K(t, s,us2)| < Llus — us|, onde L é independente

det, s, uy e uo,

entdo a equagdo integral (1.1) possui uma tnica solugao continua em 0 < t < T,
para todo o T finito. O

No teorema anterior assumimos que o nucleo é limitado. De uma forma

mais geral, quando ele é singular temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2 Considere-se a equacdo (1.4) onde

(i) k(t,s,y) € continuo em 0 < s <t <T, —00 <y < 00,

(i) g(t) € continuo em 0 <t < T,
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(iii) a condicdo de Lipschitz |k(t, s, u1) — k(t,s,u2)| < Llu; — ug|, € satisfeita para
0<s<t<T etodoou, us € RN,

(iv) para cada fung¢ao continua h e todo 0 0 < 1 < 19 <t 08 integrais

/ p(t, s)k(t, s, h(s))ds

1

/0 "ot $)k(E, 5, h(s))ds

sao fungoes continuas em t,
(v) p(t,s) € absolutamente integrdvel em rela¢do a s para todo 0 0 <t < T,

(vi) existem pontos 0 =Ty <1y <...<Ty =T tal que com t > T;

min(t,THl)
Lf p(t, 8)lds < @ < 1,
T.

(vii) para todo ot >0

t+6
lim Ip(t+6,s)|ds =0,
0—0 J¢

entdo a equacdo integral (1.4) possui uma inica solugcdo continua em 0 <t <7T. O

1.4 Aplicagcoes das Equacoes de Volterra

Antes de passarmos ao estudo das equacoes de Volterra procuraremos nesta
seccao apresentar algumas das suas aplicacoes praticas. O objectivo desta seccao é
dar a conhecer a utilidade das equagoes de Volterra sem dar excessiva atengao ao

pormenor.

As equagoes de Volterra nascem naturalmente em certo tipo de problemas
dependentes do tempo onde o comportamento no instante ¢ depende nao apenas do
estado neste instante, mas também dos estados nos instantes anteriores. A solugao

da equacao diferencial
y'(t) = fty@)

é completamente determinada para t > to se for conhecido y(t). Isto verifica-se
para qualquer t,. Informacao anterior a ¢ = ¢, é irrelevante para a solugao apods
to. Existem, contudo, situacdes onde, para predizer a evolucao futura do problema,
temos que conhecer nao apenas o estado corrente mas também a evolucao até ao

estado y(tp). Tais modelos sdo algumas vezes chamados sistemas com memoria ou
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problemas historico-dependentes. Se a dependéncia histérica puder ser representada

por um termo da forma
t
| K5, y(s))ds,
0

entao a equagao modeladora é de Volterra (ver [31] pp. 14). Exemplos encontram-
se em aplicacoes na teoria de sistemas mecanicos, circuitos eléctricos e sistemas de

computadores (ver [31]).

As equacoes integrais nascem também em algumas situagoes onde as obser-
vagoes experimentais nao se revelam ser a variavel de interesse mas sim algum seu
integral. Para calcular o actual valor dessa variavel é necessario descobrir a solugao
de equagoes integrais. Alguns exemplos encontram-se em problemas de inferéncia

experimental (ver [31]).

Nesta seccao procuraremos apresentar o estado actual das equacoes de
Volterra, nao de um ponto de vista histérico mas, de um ponto de vista de area
de aplicacao pratica. Para tal referiremos alguns trabalhos realizados em certas

areas onde as equacoes integrais de Volterra tém sido utilizadas.

Existem varios livros e artigos que tratam de aplicagoes praticas das equa-
¢oes de Volterra. Damos aqui algumas referéncias que dao ao leitor uma introdugao

para uma vasta literatura.

Conducao de Calor

Com o envelhecimento do aco, os dtomos de carbono méveis difundem-se
através das fronteiras com uma velocidade vérias ordens de grandeza superior aos
atomos de crémio. Este efeito permite reduzir um sistema de duas equagoes de
difusdo a uma s6 equagao integral de Volterra de segunda espécie. Este problema

de conducao de calor foi apresentado por Mann e Wolf em 1951 [33].

Quando um aviao, projectil ou outro corpo percorre a atmosfera, mesmo
a velocidades varias vezes superiores a do som, as camadas superficiais frontais
permanecem laminares. Lighthill, em 1950 [25], ao equacionar a transferéncia de
calor a superficie do projectil com a sua radiacao obteve uma equacgao integral de
Volterra nao linear com ntcleo singular, para velocidades véarias vezes superiores a

do som.

Discussao sobre equagoes da dinamica de reactores nucleares pode ser en-
contrada em Levin e Nohel (1962) (ver [31] pp. 26).
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Superfluidez

A teoria da superfluidez e da transferéncia de calor entre sélidos e gases
foi tratada por Levinson em 1960 [24]. Neste trabalho, Levinson refere que cer-
tas situagoes encontradas na teoria da superfluidez conduzem a problemas mais
complexos que os encontrados na transferéncia de calor entre sélidos e gases em
condicoes fronteira nao lineares, como é o caso do trabalho de Mann e Wolf em
1951 [33]. No entanto, e tal como no caso estudado por Mann e Wolf também aqui
se pode exprimir o problema através de uma equagao integral de Volterra nao lin-
ear. Na mesma area podemos ainda encontrar os trabalhos de Roberts e Mann em
1951 [38], e Handlesman e Olmstead em 1972 [19].

Viscoelasticidade

A determinacao da distribuicao da tensao numa folha de vidro, quando
arrefecida simetricamente em ambas as superficies, conduz a uma equacgao integro-
diferencial de Volterra. A viscoelasticidade das camadas centrais do vidro causam
uma pressao excessiva que pode conduzir a deformacdo do vidro. Em [31] (pp. 26-
27) encontram-se referéncias aos trabalhos de Rogers e Lee, Cameron e McKee, e

outros.

Electricidade e Electronica

O estudo do movimento de contacto entre um comboio eléctrico com a
catendria foi estudado por Heyda e Thrackray, em 1981. A equacao que descreve o
deslocamento do ponto de contacto devido a for¢a exercida pelo movimento é uma

equacao de Volterra de primeira ordem [35].

A modelagao, da difusao lateral das implantagoes idnicas em semi-condu-
tores conduz a uma equagdo de Abel com nicleo singular [35]. Esta equacdo foi
estudada pelo proprio Abel, em 1881, tendo mostrado a existéncia de uma solugao

analitica.



AL AL 1 X4 UAJNS L. _I.LV_L.L[,UJ_/US/“U A

1.5 Estrutura do Trabalho

O texto, aqui apresentado, que se segue foi organizado procurando, tanto
quanto possivel, oferecer em cada capitulo uma abordagem de complexidade e es-

pecificidade crescente.

Neste capitulo, ‘Introducao’, pretendeu-se nao s6 apresentar as equacoes de
Volterra, que iremos tratar de uma forma geral, bem como um conjunto de situacoes

nas quais este tipo de equagoes sao utilizadas para modelar problemas reais.

No capitulo seguinte — ‘Métodos Numéricos para Equacoes Integrais’ —
analisam-se os métodos de integracao numeérica aplicaveis a equacoes do tipo que
iremos estudar. Por serem particularmente importantes para este trabalho, da-
se, igualmente, relevo aos chamados métodos de quadratura directa, métodos de
colocagao nos espagos de splines polinomiais S¢(Zy) e Sﬁ(Z ~) (introduzidos também

neste capitulo) e as férmulas nimericas de quadratura.

No capitulo ‘Estudo de uma Equagao Integral’ apresenta-se o problema que
nos propomos explorar em maior detalhe e que consiste num subtipo de equagoes de
Volterra de segunda espécie onde o niicleo apresenta uma singularidade fraca, para
o qual se obtém um resultado de existéncia e unicidade. Seguidamente, fazem-se
algumas consideragoes tedricas e efectuam-se experiéncias com exemplos numéricos
para métodos de colocacdo em espacos de splines polinomiais S;j(Z ~) de ordens 0,
l1e2e S4Zy) de ordem 0. Sao obtidos resultados teéricos de convergéncia para os

métodos de ordem pouco elevada como por exemplo Euler, ponto médio e Trapézios.

As solugoes obtidas no capitulo anterior sao sujeitas, no capitulo ‘Ace-
leracao de Convergéncia’, a algoritmos de extrapolacao. Estes algoritmos podem
permitir obter resultados mais precisos, procurando-se oferecer uma abordagem a
alguns destes algoritmos quer do ponto de vista teérico quer através de exemplos

numeéricos.

Por fim, apresentam-se algumas conclusoes sobre a aplicagao dos métodos
realizados bem como testes de desempenho e perspectivas de trabalho futuro na

mesma area face aos resultados obtidos.

Incluem-se ainda, em apéndice, as listagens dos programas de integragao
e aceleracao numérica realizados. Na bibliografia podemos encontrar referéncias a
livros e publicagoes consultados na execucao deste trabalho e que representam um
complemento para a compreensao dos problemas e solugoes que surgem na resolugao

numérica de equacoes de Volterra.



Capitulo 2

Métodos Numéricos para

Equacoes Integrais

Este capitulo apresenta alguns dos métodos numéricos utilizados para a
resolucao de equacoes de Volterra. Por serem particularmente importantes para
este trabalho, da-se relevo aos chamados métodos de quadratura directa e métodos
de colocagdo nos espagos de splines polinomiais S¢(Zy). Como para a aplicagao
destes métodos é em geral necessdrio utilizar férmulas numéricas de quadratura, na
seccao 2.1 fazemos referéncia a resultados classicos da teoria de integracao numé-
rica. Para estudos detalhados sobre a resolu¢ao numérica de equacoes integrais de
Volterra, referimos [1], [7], [12] e[31] (ver também [1], [5], [27]).
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2.1 Alguns Resultados sobre Integracao Numérica

As definicoes e teoremas apresentados nesta seccao podem ser encontrados
em [7], (28], [11], [44], [21], [12], [13] e [27].

Considere-se o integral definido

b
1(¢) ::/ o(t)dt, ol <oo, |b<oo, a<b, (2.1)
a
a aproximemo-lo através da férmula numérica

n
L(9) := > cnd(tny), (2.2)

=0
onde 08 tpj,tno < tna1 < ... < tpn, sS40 pontos pertencentes ao intervalo [a, b]; os

resultados desta seccdo podem ser facilmente extendidos ao caso em que [a, b] ndo
contém todos os pontos. As constantes {c, ;} designam-se por coeficientes. Define-
se erro de quadratura, ou erro de aproximagao, como sendo a diferenca I(¢) — I,(4)

e serd denotada por E,(¢). A aproximacio I,,(¢), na relacio

chamamos férmula de quadratura com (n + 1) pontos.

Em geral, os coeficientes {c, ;} sdo escolhidos tal que E,(¢) se anule para
todas as funcoes de um certo espaco teste. Por exemplo, as férmulas de quadratura
baseadas em interpolagao sao obtidas quando esse espago teste é uma certa classe

de polinémios.

Definicao 2.1 ' Uma sucessdo de férmulas de quadratura diz-se convergente para
a fungdo ¢ se E,(¢) — 0 quando n — oo, ou seja, se I,(¢) — I(¢) quando n — oo.
O

Os polinémios sao uma parte importante na analise das féormulas de qua-

dratura e sao usados para determinar a precisao das aproximagoes numeéricas.

Definicao 2.2 2 Uma formula de quadratura tem grau de precisdo q se é ezacta,
isto € se E,(¢) = 0, para todos os polinémios ¢ de grau menor ou igual a ¢ mas
Bt #£0. O

Lver [7] pp. 51-52.

Zver [7] pp. 51-52.
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Teorema 2.1 Uma sucessio de formulas de quadratura do tipo (2.2) converge para
todas as fungoes continuas de valores reais em |a,b] se e sd se existe um nimero real

c tal que

n

§=0

Para termos uma ideia da velocidade de convergéncia necessitamos da

seguinte definigao (ver [7]),

Definicao 2.3 Uma sucessdo de formulas de quadratura da forma (2.2) tem ordem
r se para toda a funcdo ¢ suficientemente reqular o erro de aproximacdo satisfaz
E.(¢) = O(h") quando h | 0, onde h := maxi<j<n(tn; — tnj—1).0

2.1.1 Férmulas de Quadratura Interpoladoras

Seja P,(t) o polinémio interpolador de grau < n, da fungio ¢(t) nos (n + 1)
pontos distintos t,, ..., tnn, pertencentes ao intervalo [a,b]. Uma férmula de inte-
gragao interpoladora baseia-se em aproximar o integral da fun¢ao, no intervalo [a, b],

pelo integral do seu polinémio interpolador P, (t).

Definicao 2.4 — Foérmulas de Quadratura Interpoladoras
Seja ¢ € C™a,b], e sejam {t,;}7_, pontos dados em [a,b]. Entio wma férmula

de quadratura interpoladora define-se por

b n
[ o)t =3 0 56(tns) + Bu(6), (2.4)
a =0
onde ,
Cn,j :/ Ln,J(t)dt, (25)

sendo Ly, j(t) o j-ésimo polindmio de Lagrange

- t—tn;

Lnﬂ(t) = H ti’ O

Uma vez que P, (t) = ¢(t) para qualquer polindmio ¢ de grau < n, os coeficientes ¢,
em (2.5) determinam uma férmula de quadratura com grau de precisao de pelo menos
n. Iremos ver posteriormente que o grau de precisdo das férmulas interpoladoras
pode ser feito consideravelmente maior que n se os pontos %, ; forem escolhidos

cuidadosamente.

As férmulas interpoladoras sao caracterizadas pelo teorema:



AL AL 1 X JAINS & AVAA J A \NSASST LV UV AVALJA LA\ 4L LAl 1y J_/\L{Uﬂy\/.l_/u ALY L A/ AL UL e

Teorema 2.2 Uma formula de quadratura baseada em n—+1 pontos distintos é uma

formula interpoladora se e so se tem grau de precisdo ¢ > n. O

O seguinte teorema da-nos uma expressao para o erro de aproximacgao de

uma férmula de quadratura interpoladora:

Teorema 2.3 Seja ¢ € C""a,b]. Entdo existe uma funcdo 6(t) com wvalores no
intervalo (a,b) tal que o erro de aprozimacao da formula de quadratura interpo-
ladora (2.2) é dado por

= g L O )

onde

Tn(t) := H(t — tni)-

1=0
Tém-se ainda a sequinte majoragao:
1
[En(9)] < CEm $(b— )" "I (g, )|, (2.6)

onde &, € (a,b) e a:= (tnn —tno)/(b—a). O

Note-se que a majoragao (2.6) pode ser melhorada em certos casos especiais,
tais como: Se os pontos {t,;} estdao relacionados com os zeros de certos polinémios

ortogonais. Nestes casos, as formulas de quadratura verificam

1(¢) = In(9) + ca(b — @) *¢"" (&), & € (a,b),

onde ¢ é o grau de precisao da féormula e ¢, uma constante dependendo apenas de

n.

2.1.1.1 Férmulas de Quadratura de Newton-Cotes

Se nas férmulas de quadratura interpoladoras definidas na definicao 2.4
considerarmos os pontos igualmente espagados obtemos as formulas de Newton-
Cotes (ver [44] pp. 118-127). Se

tnj =C%+jh; j=0,1,...,n, (2.7)

entdo os coeficientes ¢, ; podem ser expressos na forma

T
_— n dt 2.8
cns = il [ Tl (28)
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Observacao 2.1 Uma desvantagem das quadraturas de Newton-Cotes é que uma
sucessao de formulas de Newton-Cétes nao converge necessariamente para o ver-
dadeiro valor do integral. Quando n tende para oo 0s coeficientes comecam a as-
sumir valores bastante elevados e por vezes também negativos, o que faz com que
estas formulas sejam muito sensiveis aos erros de arredondamento (ver [11] pp. 38,
54). Os coeficientes ¢, j negativos comec¢am a aparecer com n = 8, por conseguinte

as formulas de Newton-Cotes nao sao praticamente utilizadas para n > 8.

e Férmulas de Newton-Cotes fechadas: As férmulas de Newton-Cotes dizem-
se fechadas quando os pontos extremos do intervalo de integracao pertencem ao

conjunto (2.7); mais concretamente quando t,o =a € t,, = b.

Prova-se que uma férmula com (n+ 1) pontos tem grau de precisao (n+1)

se n é par, e grau de precisao n se n for impar. Para ver demonstracdo consultar [7]

pp. 58.

As férmulas de Newton-Cotes fechadas mais usadas na resolugao de equa-

¢oes integrais de Volterra sao as seguintes,

(i) Regra de Euler:

b nl b—a
/¢@ﬁzh2@,h: ,
@ i=0

n

(ii) Regra dos Trapézios:

I

n—1 _

i=1
(iii) Regra de Simpson:

n2 p b—a

/ab P(t)dt ~ Z 3 (P2ime +4¢oi_1 + @), h= )

n

e Férmulas de Newton-Cotes abertas: A férmulas de Newton-Cotes dizem-se

abertas quando t,0 =a+ h e t,, = b — h. Alguns exemplos encontram-se em [7].

Como exemplo referimos a

(i) Regra do ponto médio:
b—a

b n—1
/¢@ﬁmh2@%,h:
a i=0

onde
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e Féormulas de Newton-Cotes quase abertas: A férmulas de Newton-Cotes

dizem-se quase-abertas quando, out,o =aet,, =b—h,out,g=a+het,, =0>.

Para valores de n impar estas férmulas de Newton-Cotes quase-abertas
coincidem com as férmulas abertas correspondentes a n — 1. Para valores de n par

encontram-se exemplos em [7].

2.1.1.2 Férmulas de Quadratura de Gauss-Legendre

O grau de precisao de uma férmula de quadratura interpoladora pode ser
consideravelmente maior que n escolhendo os pontos {t¢,;} apropriadamente. O

maior grau possivel obtém-se escolhendo os pontos

b—a a+b ,
tnaj = 2 ZnaJ—l_ 2 ) -7 :0’ 1""’”’ (29)

onde {z,;} sdo os n + 1 zeros do polinémio de Legendre P,;1(t) ([7] pp. 59). Os

coeficientes {c, ;} sdo entao dados por

b—a

Cnj = ; )
T (1= 20g) ! [Pra (20,))?

As férmulas de quadratura abertas definidas por (2.9) e (2.10) dizem-se férmulas de

(2.10)

Gauss-Legendre. Note-se que neste caso os limites de integracao nao estao contidos
no conjunto {¢,;}. Prova-se que o grau de precisao destas férmulas é 2n + 1 e
nenhuma outra férmula de quadratura interpoladora possui um grau de precisao tao

elevado.

Observacao 2.2 Qutra vantagem em relacdo as formulas de Newton-Cotes é que
uma sucessdo de formulas de Gauss-Legendre converge para o verdadeiro valor de

I1(¢) quando n — oo para qualquer ¢ € Cla,b].

2.1.1.3 Férmulas de Quadratura de Radau e Lobatto

As féormulas de quadratura de Radau e Lobatto obtém-se fixando um pon-
to extremo ou ambos no conjunto {t, ;} respectivamente e escolhendo os restantes
pontos tal que o grau de precisao seja tao grande quanto possivel. Estas férmulas
sao usadas no desenvolvimento de métodos de Runge-Kutta de ordem elevada para

equacoes de Volterra.
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e Formulas de Radau I: As férmulas de Radau I sdo definidas pelos pontos

b—a +b+a
Zn,j J
2 M 2

t”:j: ]Zla"'an: tn,():a,,

onde os {z, ;} sdo os n zeros do polinémio

P, () + P (t)
t+1

com P, sendo o polinémio de Legendre de grau n (ver [7] pp. 60-62). Os coeficientes
Cn,j sao dados por

b—a 1 ) b—a
Cn,' = ] ) ] =
T 2(1 = zny) [Polzn))?

—1,,71—]_, Cn,():m.

e Férmulas de Radau II: As féormulas de Radau II sao definidas pelos pontos
thj = a+b—t,, ;e coeficientes ¢, ; = ¢,,_j, onde t,, e c,; correspondem as

formulas de Radau 1.

As férmulas de Radau em (n + 1) pontos tém grau de precisao 2n.

e Formulas de Lobatto: As formulas de Lobatto sao definidas pelos pontos

b—a b+a

tn,j:Tzn,j+T, J=1...,n—1, tn,Oza'a tn,n:b:

onde 0s {z,;} sdo os n — 1 zeros do polinémio P, (t), onde P,(t) é o polinémio de
Legendre de grau n ([7] pp. 62-63). Os coeficientes ¢, ; sdo dados por

b—a 1 1 1 b—a
Cn,j = =1,....,n—1;, co=cpn=——"—"<.
™ nn A1) Pa(eng) P 0= = £ 1)

As férmulas de Lobatto em (n + 1) pontos tém grau de precisdo 2n — 1.

2.1.2 Formulas de Quadratura Compostas

Uma férmula de quadratura composta obtém-se dividindo o intervalo [a, b]
em v subintervalos e aplicando sucessivamente uma dada férmula de quadratura em
cada um dos v subintervalos. Supondo que os subintervalos tém comprimento igual

a B — «, podemos escrever (ver [7] pp. 85):
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Definicao 2.5 — Foérmulas de Quadratura Compostas

Uma féormula de quadratura composta é definida por

L(¢) =33 ¢, v(B-a)=b—a, (2.11)

i=1j=0
onde os {c;} sao os coeficientes de uma dada formula com (n + 1) pontos e onde
(&)
to

syt sdo 0s (m+ 1) pontos no i-ésimo subintervalo. O

Teorema 2.4 3 Considere-se a férmula de quadratura com (m+1) pontos no inter-

valo [, B] com os coeficientes {c;}, e seja o erro de aprozimacdo dado pela expressao

C(ﬂ - a)T_HQS(T) (6)3 6 € [CM, ﬂ]a

sempre que ¢ € C"|a, f], onde ¢ € uma constante dependente de c; mas ndo de o, 8
ou ¢. Entdo para toda a funcio ¢ € C"[a,b] a formula composta (2.11) tem um erro
de aproximacdo que satisfaz

lim " By (¢) = c(b — a)[6" D (b) — 677 (a))-

V—oQ

Além disso, a sucessao de formulas de quadratura (2.11) tem ordem r. O

2.1.3 A Técnica de Integracao Produto

Para um melhor entendimento desta subseccao iremos ilustra-la com um
exemplo. Seja ¢(t) = v/fcos(t) e considere-se a regra dos trapézios composta apli-

cada ao integral

/01 V't cos(t)dt.

O erro de aproximacdo varia aproximadamente como h%2, ou seja, a ordem r
desta sucessao de férmulas de quadratura é aproximadamente 1.5, enquanto que
geralmente a regra dos trapézios composta tem exactamente ordem 2. Usando a
regra de Simpson composta continuamos a ter ordem 1.5. A razao é que a ordem
r é obtida apenas para ¢ € C"[0,1]. No nosso exemplo temos ¢ € C[0,1], mas
¢ € C'0,1] logo o teorema 2.4 nio pode ser aplicado para 7 > 1. Observamos
que quando a funcdo integranda é continua e aplicamos as férmulas de quadratura
interpoladoras podemos perder precisao; para isso basta que a derivada de alguma
ordem superior ndo exista. A integragdo produto (ver [21] pp. 272-277) é uma

técnica adequada e conveniente para problemas da forma

/a "Wt (d)dt, (2.12)

3ver [7] pp- 85.
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onde 1 é suficientemente diferencidvel e w é apenas integravel em [a,b]. O seu
conceito foi introduzido, em 1954, por Young [47] no contexto da resolugdo numérica
de equagoes integrais.

Seja P,(t) o polinémio interpolador de grau < n, da func¢ao % nos n + 1

pontos distintos ¢, o, ..., t,,, pertencentes ao intervalo [a, b]. Entdo sabemos que
n
Y(t) = P(t) = Z P (tn,j) Ln,j(t),
§=0

onde Ly, ;(t) designa o j-ésimo polinémio de Lagrange

o t_tnz
Lojt):= [ —=t.

Uma férmula de integracdo produto baseia-se em aproximar (¢), no inte-
gral (2.12), pelo seu polinémio interpolador P,(t) e depois integrar a fungio re-
sultante w(t)P,(t), isto é,

[ war [P0t = 3 vitns) [ Loyt

A definigdo que se segue foi baseada em [7] pp. 8T7:

Definicao 2.6 — Foérmulas de Integragao Produto
Sejam 1) € C™*'a, b] e w integrdvel e nao negativa em [a,b], e sejam {t,;}7_, pontos

dados em [a,b]. Entdo a formula de quadratura integra¢io produto é definida por

[ w0t = 3 e ltng) + Bl ),

j=0
onde ) o .
eng 1= [ Log@ut)dt, Los(t):= ] 5.0
@ i=0,i#£5 “TJ Tyl

Em seguida apresentamos dois resultados. O primeiro (ver [7] pp. 87 para
demonstragio) d4d-nos uma expressao para o erro quando 1 € C"[a, b] e o segundo
(ver [7] pp. 89) é um teorema mais geral que nos permite obter a expressao para o
erro quando 1 ndo estd contido na classe C™*1[a, b].

Teorema 2.5 Seja ¢ € C™a,b]. Se os coeficientes {cn ;} sdo limitados, entdo
existe uma funcgdao 0(t) com valores em [a,b] tal que

i [ wOm@ue o)

En(w, ) = CE

onde

ma(t) == ﬁ(t —tpn,;).0

j=0
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Teorema 2.6 Assuma-se que formula de quadratura
n
L(w, ) =) enjth(tnyg),
=0

aproximando .
I(w,9) = [ wtu(,

tem grau de precisio q. Se w(t) € nao negativa ( com w(t) # 0 ) e integrdvel em

[a,b], e se ¥ € C™[a,b], onde 1 < m < q+ 1, entdo o erro de quadratura

En(w’ ’(/)) = I(w’ ¢) - In(wa w)

pode ser erpresso na forma

Bow,4) = [ Ky ()t

onde

Observagao 2.3 As formulas definidas em 2.1.3 podem ser aplicadas repetidamente
como foi descrito em 2.1.2. Observe-se que, na regra dos trapézios composta con-
vencional, 0s pesos de quadratura sao constantes enquanto que neste caso dependem
dos pontos t; e tém de ser calculados em cada ponto t;. Este € o preco que temos que
pagar para obtermos maior ordem de convergéncia. Actualmente nos cdlculos pode-
mos aplicar a integracdo produto apenas em regioes onde a integranda nao € reqular
e ndo em todo o intervalo; isto é, no caso ¢(t) = \/tcos(t) é suficiente restringir a

aplicacdo de uma regra de integracdo produto numa vizinhanca fiza da origem.

2.2 Equacoes de Volterra com nucleo regular

Uma vez que poucas equagoes de Volterra, encontradas na pratica, po-
dem ser resolvidas explicitamente, é frequentemente necessario recorrer a técnicas

numéricas.

Existe, como ja foi dito no capitulo anterior, uma ligacao entre as equagoes
integrais de Volterra e os problemas de valor inicial em equagoes diferenciais. Nao é,
portanto, de estranhar que alguns dos métodos numéricos utilizados para equagoes
de Volterra sejam generalizacoes de métodos utilizados para equagoes diferenciais

ordinarias.
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Consideremos a equacdo (1.1) sujeita as condigbes do teorema 1.1 , da
seccao 1.3. Desta forma garantimos a existéncia e unicidade de uma solugao conti-
nua. Os métodos numéricos que a seguir descrevemos para a resolucao deste tipo de
equacgoes baseiam-se nestas condigoes, e as conclusoes sao véalidas desde que estas se

verifiquem.

2.2.1 Métodos de Quadratura Directa

Os métodos de quadratura directa obtém-se restringindo a equacao (1.1) a
uma rede (ou parti¢do) finita {t, : n = 0,..., N}, do intervalo I := [a, b], e depois
aproximando o integral por uma férmula de quadratura interpoladora. Neste caso
a solucdo exacta é aproximada por um elemento uy € Y1, o qual representa os
valores aproximados nos pontos da rede. Por simplicidade de exposicao, admitimos
que a =0, b =T e a rede é uniforme, ou seja, t, = nh, n=0,...,N, onde h > 0 ¢
o comprimento do passo. Sejam {wn,j};-’:() constantes para n = k,..., N, entao um

método de quadratura directa define-se por

ynzgn—i—thn,jK(tn,tj,yj), n==«,...,N, (2.13)
§=0
onde g, :=¢g(tn) € Yo = go € Y1, Y2, - - -, Y1 SA0 valores iniciais dados.

Este método traduz-se num sistema de N — k + 1 equagoes nao lineares
nas incégnitas y,, n = k,... N. Quando as férmulas de quadratura utilizadas em
(2.13) sao fechadas entdo wy,, sdo nao nulos para n = k,..., N e o método diz-se

implicito. Caso contrario o método diz-se explicito.

Exemplos destes métodos baseados nas féormulas de quadratura de New-

ton-Cotes e de Gregory podem ser encontrados em [9], [27], [31] e [T7].

Seguidamente damos algumas definicoes e um teorema que nos da condigoes

suficientes de convergéncia para um método da forma (2.13) (ver [31] pp. 100-102).

Definigao 2.7 Um método da forma (2.13) diz-se convergente se

. B oo
h_’gallr\’r}Z:T Ogas%v |y(tn) yn| 0.

Definicao 2.8 Diz-se que um método tem ordem p se o erro de aprorimacado satisfaz

max |y(t,) — yn| = O(RP), quando h |0,

0<n<N

onde h := maxo<j<y-1 h; = maxo<j<n-1(tj+1 — t;), sendo {t,}_, pontos dados no

intervalo [a,b], comty=a ety =b. O
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Definigao 2.9 Seja S a classe de equagées da forma (1.1). Se para toda a equacdo
pertencente a classe S, existe uma constante c (independente de h, mas geralmente

dependente de K e y) tal que
tn n
|E(h,t,)| = \/0 K(tn,s,y(s))ds — h > wy ;K (tn, tj,y;)| < ch?,
3=0

entdo o método (2.13) diz-se consistente de ordem p em S. O

Teorema 2.7 Suponhamos verificadas as condigoes sequintes:

(1) a solugdo y(t) de (1.1) e o nicleo K(s,t,y) sdo tais que o método de aproz-

imagdo (2.13) € consistente de ordem p com (1.1),

(ii) os pesos satisfazem

SUPyilwni| < Q < o0,
(iii) os erros iniciais y, — y(t,), n=0,1,...,k — 1 verificam
|y(tn) - yn| = O(hp_l)'

Entdo o método (2.13) é convergente com ordem de convergéncia maior ou

tgual a p. O

2.2.2 Métodos de Colocacao em S%(Zy)

Um método de colocagao, para uma dada equagao funcional, baseia-se em
procurar a solugao aproximada v num espaco de fungoes de dimensao finita escolhido
de forma adequada, ao qual chamamos espaco de aproximacao €2, de tal forma que
u satisfaga a equagdo num certo conjunto finito de pontos. Em geral, o espaco de

aproximacao é um subespaco do espago que contém a solucao.

Nesta seccao estudaremos métodos de colocagao para equacoes de Volterra
lineares com ntucleo regular, onde os espacos de aproximagao serao os espacos de

splines polinomiais S%(Zy).
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2.2.2.1 Os Espagos de Splines Polinomiais S¢(Zy)

Considerem-se o inteiro N (fixo) e a rede (ou particao)
My:0=ty <ty <..<tn=T, N3>I,
no intervalo I := [0, 7T]. Iremos supdr que a rede Iy é quase-uniforme, isto é, se
Ry = 1tns1 — tny Pmin == mnin hpy Ppas == max hnp,

entao existe uma constante 7, independente de V, tal que para qualquer /N natural,

h‘ max

<.

hmm
Esta suposicao tem muita importancia na andlise da convergéncia dos métodos de
colocacao em espacos de splines polinomiais. Associemos a rede anterior o conjunto
de pontos interiores,
Zy:={t,:n=1,...,N -1},

e os subintervalos,
vo = [to, t1],  Un = (tnytpa], 1<n <N -1
Seja 71\] = ZN U{T}

A definicdo seguinte, de espagos S¢(Zy) encontra-se em [7] pp. 236:

Definicao 2.10 Sejam r e d inteiros dados tais que —1 < d < m — 1, e seja m,
o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a r. O espago linear das splines

polinomiais de grau r associado aos nds Zy define-se por:
SUZn) ={u:u € CUI),ult)|icw, = un(t) €m,, n=0,1,...,N —1}.

Os elementos de S (Zy) podem ter descontinuidades de salto nos nés Zy. O

No caso em que d = 7 — 1, obtém-se os espagos S™~!(Zy) aos quais chama-
remos espacos de splines cldssicos. No capitulo 3 utilizaremos também os espagos
S4(Zxn), —1 < d < m — 1, definidos do seguinte modo:

S Zy) = {u:u e CU),u(t)|es, = un(t) €T, n=0,1,...,N=1,u(T) = u(tn)},

onde,
Tp = [tn,tns1), 0<n <N —1.

Note-se que os espacos S (Zy) se destinguem dos espacos S *(Zy) por
os seus elementos serem funcgdes continuas a esquerda nos pontos Zy. No caso em
que d > —1, S4(Zy) coincide com S(Zy).
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2.2.2.2 Bases para o espago S%(Zy)

O espaco linear S%(Zy) tem dimensdo N(r —d)+d+1, -1 <d<r—1,e

uma base para este espaco é dada por
{1ty 7, (t—t) 7, =ty ) 7,5 =0,1,...,r —d—1},

ou seja, qualquer elemento de S¢(Zy) possui uma representacio tinica da forma

r ) N—-1r—-d—-1 ]
w(t) = ait' + > D Bt =)\,
1=0 =1 j=0

onde as fungoes (¢ — tl)ffj sao as fungoes poténcia truncadas

t—t)"7 se t>t
0 se t<t

(t—t)7 = {

Esta representacao é contudo pouco conveniente do ponto de vista computacional
porque o calculo da funcao u perto do extremo superior do intervalo I necessita do
calculo de todas, ou quase todas, as fun¢oes base. Para ultrapassar esta dificuldade
é possivel construir uma base mais simétrica e de suporte compacto fazendo certa
combinacao linear de funcoes poténcia truncadas t’i. Os elementos desta base sao
chamados B — splines (ver [7] pp. 236-239, [22] pp. 333-352, [18] pp. 229-272).

Os espagos de splines polinomiais de maior importancia nas aplicagoes das
equagoes de Volterra sio os espacos S, (Zy) e S°(Zy). Isto deve-se a certo tipo
de ligacdo entre métodos de colocacao para problemas de valor inicial, em espagos
de splines polinomiais, e métodos de colocacao, em espagos do mesmo tipo, para

equacoes integrais de Volterra.

2.2.2.3 A Equacgao de Colocacgao

Seja X (N), o conjunto dos pontos de colocagao (finito e contido em I),

dado por
N-1
X(N) == | X, (2.14)
n=0
onde X, := {tn; ==ty +cjh, : 0 < ¢; < ... < ¢—q < 1}. Os pontos ¢i,...,¢r_qg

chamam-se parametros de colocagao. Devemos entao determinar o elemento u €

S%(Zy) que verifica a equagdo (1.1) no conjunto X (N). Obtém-se

tn tn,‘
Un(tn;) = 9(tn;) —1—/0 k(tn;, s,u(s))ds+/ ! k(tn,j, s, un(s))ds,
tn
1<j<r—d, n=0,...,N—1.
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Usando a definicao 2.10 podemos reescrever, a equacao anterior, numa forma que

realca o caracter recursivo do método,

ol et tn,j
“n(tn,j) = g(tn,j) + Z/t k(tn,j’s’uj(s))ds‘i‘ \ k(tn,j,s,un(s))ds, (2.15)
i=0 7t "
1<j<r—d, n=0,...,N—1.
Os espacos que vamos utilizar correspondem a escolha d = —1 e r = m — 1. Utili-

zando esta escolha de parametros e fazendo a mudanca de variavel s = t; + vh; na

equacao (2.15) obtém-se

n—1 1
Un(tnj) = g(tng) + D hj/o k(tnj,t; + vhy, u;(t; + vhy))ds
j=0

+ hn/ " Kt to + vha, tn(ty + vhy))ds, (2.16)
0
1<j<m, n=0,...,N—1,
onde
n(tn + vhy) Z ni)y tn+vhy €vp, n=0,...,N—1, (2.17)

sendo L; o j-ésimo polinémio de Lagrange fundamental, para os parametros de

colocacao, dado por

[ &= (2.18)
AE]

i=1 C; — Cj

O conjunto dos pontos de colocacgdo é agora dado por X, :={t, ; :=t, +¢jh, : 0 <
01<...<CmS1}.

Observe-se que quando m > 2 e os pontos %, e t,,1 pertencem a X,,, ou

seja ¢; =0 e ¢, = 1, e a aproximagao de colocagao definida por (2.15) é continua:

Teorema 2.8 * Sejam g e k fungdes continuas. Se os pardmetros {c;} de colocagio
sao tais que 0 =c; < 2 < ... < 1 < €y = 1, entdo a aprorimacdao de colocagao
definida por (2.15), para1 < j<m,n=0,...,N—1, é um elemento de S°,_,(Zy).
O

e Convergéncia Global

Vamos agora abordar o problema da convergéncia do método de coloca-
¢ao (2.16). O teorema que apresentamos (ver [7] pp. 251-253) diz-nos qual é a

melhor ordem global de convergéncia que se consegue obter quando aproximamos a

“ver [7] pp. 248.
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solugdo y da equagdo (1.1) pela aproximagao de colocacdo u solugao da equagio de
colocagao (2.16).

O erro cometido quando aproximamos y por u é dado por e := y—u e a sua
restricao ao intervalo v, designa-se por e,. Observe-se que a funcao erro e ird ter
um nimero finito de saltos. Defina-se a distancia de y a u no intervalo I := [0, 7]
por

lle]|co := sup{|en(t)]| : t € Vyy,n=0,..., N — 1},

e seja

h:= hpee = mr?x(t”“ —tn),

o diametro da rede Ily.

Teorema 2.9 Suponha-se que, em (1.1), as fun¢des g e K pertencem a C™(I) e
C™(S) respectivamente e que K wverifica a condicdo de Lipschitz do teorema 1.1.
Entdo existe um h > 0 tal que a equacdo de colocacio (2.16) define para cada
h € (0, h) um tinico elementou € S,, 1 (Zx). O erro cometido, quando aprozimamos
a solugao exacta y da equagio (1.1) pela aproximacdo u, satisfaz, para qualquer
escolha dos pardmetros de colocagio {c;} com 0 < ¢; < ... < ¢, <1 e para todas

as sucessoes de redes quase-uniformes,
lelle < O™, (2.19)

onde C' representa uma constante finita independente de h (mas dependendo de

{¢;}). B

e Superconvergéncia Local em 7y

Anteriormente referimos que a aproximacao de colocacio u € S;.',(Zy) da
solugdo da equagao integral (1.1) possui, sob hipéteses aproximadas de regularidade
para g e K, a ordem global de convergéncia p = m; esta ordem é a melhor possivel.
Agora, daremos resultados que nos informam se ao considerarmos apenas os pontos
da rede {t,} iremos conseguir maior ordem de convergéncia. Ou seja, serd que
existe um inteiro p* > p = m tal que, quando h | 0 e Nh < 4T (sucessoes de redes

quase-uniformes),
le(ty)| < C*RP" para todo o t, € Zy := Zy U{T},

para uma escolha adequada dos parametros de colocagdo {c;}. Dizemos que a
aproximacao u é superconvergente localmente, em 7y, se encontrarmos um p* nas

condigoes anteriores (ver [42], [7] pp. 284).

O teorema seguinte (ver [7] pp. 255-257) mostra que existem varias formas
de obter superconvergéncia local.
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Teorema 2.10 Sejau € S;.' [ (Zy) a aprovimagdo de colocacdo da solugdo da equa-
¢do integral (1.1) e admita-se que g e K satisfazem g € C*™(I), K € C?*™7(9),
para algum v € {0,1,2} e com m > |v/2| + 1. Considere-se que K é lipchitziana

na sequnda varidvel. Seja P,, o polinomio de Legendre de grau m.

(a) Se os parametros de colocagio {c;} sdo os zeros de Pp,_1(2s — 1) — Py, (25 — 1)

(isto é, os pontos de Radau II em (0,1]), entdo temos, para v =1,

max |e(t,)| = O(R®™™"), quando h |0, Nh <~T.

tnEZN

(b) Se os pardmetros de colocagdo {c;} sio os zeros de s(1 — s)P,,_,(2s — 1) (isto

é, os pontos de Lobatto para [0,1]), e se v =2 entdo seque que

max |e(t,)| = O(h*™?), quando h |0, Nh < T.

tnEZN

(c) Se os parametros de colocagdo {c;} sdo os zeros de P, (2s—1) (isto €, os pontos

de Gauss para (0,1)), e se v =0 obtemos

max |e(t,)| = O(h™), quando h |0, Nh <~T;
tnEZN
por outras palavras, colocacdo mos pontos de Gauss ndao implica supercon-

vergéncia local em Z y.

(d) Se, contudo, os primeiros m — 1 pardametros de colocagdo {c;} sdo os zeros de

Pn_1(2s—1), e se ¢, =1, entdo seque que com v = 2

max |e(t,)| = O(h*™?), quando h [0, Nh <~T;

tnEZN
isto €, encontramos a mesma ordem de superconvergéncia local como para 0s
pontos de Lobatto.O]

Observacao 2.4 Pode demonstrar-se que o erro de colocacdo em cada ponto de
Zn € da mesma ordem do erro associado com a férmula de quadratura interpoladora
cujos nds sao os pardmetros de colocagdo {c;}, desde que o iltimo destes pardmetros
satisfaca ¢, = 1. Note-se que a lista de casos de superconvergéncia local dados no
teorema (2.10) ndao é exaustivo. Entre outras possibilidades mencionamos o caso
onde os parametros de colocagdo sao equidistantes, isto €, onde c; = %, para
j=1,...,m. As formulas de quadratura em m pontos baseadas nestes parametros
sao as formulas de Newton-Cdtes. Se m é impar, e se 0s m parametros de colocagao
{¢;} sdo igualmente espacados (implicando em particular ¢, = 0, ¢, = 1), entdo

resulta superconvergéncia local de ordem p* = m + 1 em Zy. Por exemplo, se
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m = 3, entdo a ordem global de convergéncia é dada por p = m = 3, enquanto
que Zy temos a ordem p* = m+ 1 = 4. Se ¢ = 1/2, e se os integrais (2.16)
sao aproximados pela formula de quadratura interpoladora em trés pontos, o método

correspondente reduz-se ao método de Simpson.

Observacao 2.5 Observemos que os resultados desta sec¢do, para equacoes com
nicleo reqular, permanecem vdlidas para equag¢des com nicleo fracamente singular

do tipo (1.5) e que possuem uma solugdo y pertencente a C™(I).

2.3 Equacoes de Volterra com Nucleo Fracamente

Singular

Até agora apenas consideramos equacoes de Volterra com nicleos regulares
(limitados) onde a regularidade da solugao é determinada pela regularidade do nicleo
dado e da funcao inicial. Se admitirmos niicleos com singularidades fracas entao as
solucdes resultantes sdo em geral ndo regulares perto do ponto inicial do intervalo de
integracao (isto é, as suas derivadas sao ilimitadas). Isto significa que, se um método
numérico é para possuir uma ordem elevada de convergéncia, temos de ter em conta,

de alguma forma, o comportamento singular da solucao exacta perto desse ponto.

2.3.1 Meétodos de Integracao Produto

Os métodos descritos para equacgdes com nicleo regular podem ser apli-
cados a equacoes com nitcleo singular, utilizando a chamada técnica de integragao
produto. Por exemplo, métodos de quadratura directa para a equagio (1.4) obtém-se
restringindo (1.4) a uma rede {t,,}_, em [a, b] e aplicando uma sucessao de férmulas
de quadratura integracdo produto (ver sec¢do 2.1.3). Ou seja, em vez da expressdo

(2.13) para equages com niicleo regular, temos agora

n
Yn :gn+zcn,jk(tn,tj,yj), n=0,...,N,
=0

onde

tn L
gn :: ’IL I cn,] _/ tn,t dt L H

- z
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2.3.2 Métodos de Colocagao em S4(Zy)

Na seccdo 2.2.2 usamos fungdes spline polinomiais de S¢ _,(Zy), com
d € {—1,0}, para aproximar as solugoes de equagoes integrais de Volterra de segunda
espécie com nicleos limitados. No caso em que os nicleos nao sao limitados, sdo os
seguintes os principais resultados sobre colocagao nos espagos referidos: se as funcgoes
dadas g(t) e k(t, s, y) sdo m vezes continuamente diferencidveis, nos seus respectivos
dominios, segue que a solugao correspondente tem o mesmo grau de regularidade
em /. Por conseguinte, isto implica que a aproximagao de colocacdo do espaco de
splines anterior exibe a ordem global de convergéncia (éptima) p = m. Contudo,
se admitirmos nicleos contendo uma singularidade fraca da forma (¢ — s)™%, com
0 < a < 1, e se empregarmos sucessoes de redes quasi-uniformes, entao a ordem
global de convergéncia da aproximacao desce para p = 1 — «, independentemente
da escolha do grau m — 1. Isto deve-se ao facto de a regularidade de g(t) e k(t, s, y)
agora dar origem a uma solu¢do cuja primeira derivada perto de t = 0 se comporta
como y (t) ~ t~*. Uma maneira de recuperar a ordem de convergéncia 6ptima é

usar redes graduadas (ver [7] e [6]) para reflectir a estrutura de y(¢) perto de ¢t = 0.

Contudo, nestas malhas o comprimento do passo inicial torna-se muito
pequeno a medida que N aumenta, podendo resultar num acumular consideravel de

erros de arredondamento nos calculos subsequentes.

Nesta tese consideramos apenas métodos de colocagao aplicados a equacoes
integrais cuja solucao satisfaz certas condicoes de regularidade, que serdo especifi-

cadas para cada método.



Capitulo 3

Estudo de uma Equacao Integral

Pretende-se resolver numericamente, uma equacao integral de Volterra de
segunda espécie fracamente singular, utilizando métodos de integracao produto fa-

zendo colocagao nos espacos S, (Zy) com m =0,1,2 e Sy }(Zy) (ver seccio 2.2.2).

O objectivo é comparar os métodos utilizando dois exemplos tipicos de
fungoes g do segundo membro. Averiguar até que ponto é util aumentar o grau
das splines polinomiais de aproximacao. Para isso vamos ter em conta a ordem,

precisao, regularidade exigida para as condigoes iniciais e tempos de computagao.

Na seccdo 3.1 serd apresentado o problema a resolver. Nesta inclui-se,
além duma perspectiva histérica, uma formulacao do problema. E ainda obtido um
resultado de existéncia e unicidade de solucdo. Nas seccoes seguintes sdo estudados
separadamente diversos métodos de colocagao. Conclui-se com uma comparagao

entre alguns destes métodos.

28
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3.1 Introducao

O problema que é tratado neste trabalho tem como origem o facto de
determinados problemas de transferéncia de calor poderem ser modelados através

da equacao

(@) = h(z) — % I % (log%) o (3.1)

Depois de Bartoshevich, que estudou pela primeira vez esta equagio, Sizonenko [40]
demonstrou que se g € Ly(0, +00), entao a equacao tem uma solucao em Lo (0, +00)

dada por,

o) =gt + 4 3

onde erfe(x) =1 —erf(z) sendo erf(x) dada por

erf(z) = % /0$ e dz.

Mais tarde (em 1982) Rooney [39] provou que a equagao (3.1) tem a seguinte soluc¢ao

> /2y g0, Y
/log(t/z) er fe(ut’?)du — erfc ((logx) )) h(t)dt,
(3.2)

em Ly(0,+00) (através do estudo em espagos mais gerais) dada por uma expressao

mais simples do que (3.2):

F(x) = h(z) + / ” % (267" fe ((log%)l/2> g2 (log%) _1/2> h(t)dt.  (3.3)

Embora (3.3) se apresente com uma forma mais simples ela nio é ttil do
ponto de vista pratico. Note-se que deste ponto de vista pode interessar saber o
valor da soluc¢do f(x) para varios valores de x (em geral constréi-se uma tabela com
estes valores). Ao aproximar numericamente o integral (3.3), o niimero de operagoes
exigidas, para obter uma precisdo aceitavel, pode ser tdao grande que torna o método

ineficiente.

Nota-se, no entanto, que se utilizarmos as mudancas de varidvel t = 1/s e
x = 1/u, na equagdo (3.1), obtemos a seguinte equagio linear de segunda espécie
equivalente:

F(u) = H(u F(s)ds, u >0, (3.4)

ol 1
Vo Jin(u/s) s

Flu) = f (%) . H(u):=h (1> .

u

onde

Se observarmos atentamente o segundo membro de (3.4), verificamos que o integral

u 1
/0 sy/ln(u/s) =
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é divergente, o que faz surgirem dificuldades na resolucao numérica daquela equagao.

Aplicando a aproximagao utilizada por Diogo [14], considera-se
y(t) = t0F (), glt) = PHE), 5> 0,

e substitui-se em (3.4), resultando a equacio

y(0) = 9(0) ~ [ p(t,9)y(s)ds, 1€ T:=[0,T], (3.5)

onde
B
-, > 0. (3.6)

plf8) = %W O

E de salientar que assim se obtém
t 1
/ p(t, s)ds = — = constante.
0 p

Em [14] provou-se um resultado de existéncia e unicidade de solu¢do do prob-
lema (3.5), (3.6) e obtiveram-se solugdes numéricas utilizando os métodos de Eu-
ler e trapézios. Foi feita uma andlise tedrica da convergéncia destes dois métodos
chegando-se a conclusao que eles tém ordens de convergéncia 1 e 2 respectivamente.
Também se transformou a equagdo (3.5) na equagio seguinte, cujo nicleo, embora

ilimitado, apresenta-se com uma expressao mais simples:

y(t) — /Otpg(t, s)y(s)ds = go(t), te€l:=1[0,T], T >0, (3.7)

onde “y
pa(t,s) = (;) o M > 0, (3.8)
o) = | “p(t, $)g(s)ds + g(t). (3.9)

E na forma (3.7), (3.8), (3.9) que o problema vai ser estudado neste trabalho.

3.1.1 Formulacao do Problema

Dada a grande dificuldade em obter solugdes das equacoes integrais de
Volterra foi necessario desenvolver e adaptar métodos para equacoes especificas.
Neste trabalho procuraremos investigar métodos numéricos de colocagao que foram
adaptados a resolucao de equacoes de Volterra de segunda espécie de uma forma
especifica.

Considere a equagao (3.5) sendo y(t) uma fun¢ao desconhecida e g(t) uma
fun¢do dada. O teorema seguinte (ver [14] pp. 94) permite simplificar o tratamento
da equagdo (3.5).
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Teorema 3.1 A equacdo (3.5), com p(t,s) dado por (3.6), é equivalente a equacdo
(3.7), com pa(t,s) e g2(t) dados por (3.8) e (3.9) respectivamente.

Demonstracao Consideremos a equagao

y()+ [ pls, NyN)dr = g(s), (3.10)

onde 0 < s<T, T>0ep(s,A) édado por (3.6). Multiplicando ambos os membros
da equagdo (3.10) por p(t, s) e integrando a equagdo resultante de 0 a ¢, obtemos,

/Otp(t, s)y(s)ds + /Ot /Osp(t, s)p(s, N)y(A)dAds = /Otp(t, s)g(s)ds.

A férmula de Dirichlet afirma que

/Ot /Osaﬁ(s, A)dAds = /Ot /: (s, N)dsd),

desde que ambos os integrais existam. Aplicando este resultado a equagao anterior

vem,

/Otp(t, s)y(s)ds + /Ot y(A) /:p(t, s)p(s, A)dsdA = /Otp(t, s)g(s)ds. (3.11)

Observa-se que, uma vez que (3.5) se verifica o primeiro integral do primeiro membro
da equacao (3.11) é igual a ¢(t) — y(¢). Fazendo uso desta observagao podemos

escrever a equagao (3.11) na forma,
t

v = [ v [ plt,9)pts, Nasir = o)~ [ ot ). (3.12)
Uma vez que
t A\ 1

[ vt 5)p(s, N)ds = <_> L

A t

concluimos que a equagao (3.12) pode ser escrita na forma (3.7). O

3.1.2 Um Resultado de Existéncia e Unicidade

Quando estamos perante um problema de analise numérica a primeira coisa
a fazer é averiguar as condic¢oes de existéncia e unicidade de solucao. O teorema
seguinte diz-nos que se g for suficientemente regular entdo o problema (3.7), (3.8),

(3.9), tem solucdo tinica com a mesma regularidade que g.

Teorema 3.2 Seja V,, um espaco normado que é definido por
Vm={¢:0() e C™(I)}, I1=1[0,T], T>0, meR,

com a norma

dj
||¢||m=max{‘d—j ,tGI,OSjSm}-

Se g € Vi e p>1 entdo a equagdo (3.7) possui uma solugdo inica y € V.



AL AL 1 X4 JAINS . AT L VAN LS U AVAd X J_/\Q&U“S/ﬂu Al N L A/ AL UL AL e

Demonstracao Seja v um elemento arbitrdirio de V,, e defina-se o operador

S : Vi = Vi da forma seguinte:
S(v) = /Otpg(t, S)o(s)ds + gs(t), teT.
Considerando u = S(v) e s = At podemos escrever
u(t) = [ NI ()N + g (h).
Uma vez que v € C™(I) e g € C™(I) obtemos
u9(t) = /01 A (M)A + ¢ (), 0<j < m.

Sendo assim se considerarmos dois elementos u; = S(vy) € ug = S(ve) vem

1
u+g

. . 1 . . .
uf =) < [ P (00 = o 1A < ——flos = wallm, 0<j <

Segue-se que

1
lur — ugllm < =[lv1 — v2llm,
1

ou seja,
1
1S(v1) = S(w2)llm < ﬁllvl = Vo |m.-

A desigualdade anterior diz-nos que S € uma contrac¢ao desde que p seja superior
a 1. Uma vez que V,, é um espago de Banach, e aplicando o teorema do ponto fixo
de Banach, podemos afirmar que, para p > 1, S tem um e sé um ponto fixo y € Vi,

ou seja, o problema (3.7) tem solugdo inica. O

3.1.3 Resolucao Numérica

Vamos considerar duas aplicagdes da equacao (3.7) onde as solugoes exactas
sao y(t) =t* e y(t) = t*Int:

° y(t) =1
Neste caso a fungao g»(t) toma a forma

t gh—1

g(t) = to‘—/o i s%ds

. 1 tte

_t_“u+a

= t*(1— L
U+«
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o y(t) =t*Int
Neste caso a fungao g»(t) toma a forma,
t gh—1
g2(t) = t%Int — / ——s%Insds
o t#

1 gt
= t%Int — —/ st linsds

tu—l—a S;H—a—l—l
= {*Int— — ds
0 4+
tu+a it
= nt — — -
< u + a)z)
a

= t%Int —

+
Int —
,u—i-a u—|—a

1
_ (lnt_ (lnt_ ))
U+« U+

O parametro « esta relacionado com a regularidade da solucao e yu com a

singularidade do nicleo. A existéncia de solu¢cdo depende destes dois parametros de

acordo com o teorema 3.2.

Com o objectivo de obter solugoes aproximadas para a equagao (3.7) iremos
utilizar métodos de colocago nos espacos S%(Zy) e S4(Zy). Para tal comecaremos
por efectuar colocacoes em Sy ' (Zy) e So(Zy), seguidamente em S;(Zy) com o
objectivo de obter melhores ordens de convergéncia, e por fim em Sy Y(Zy) para

uma ordem de convergéncia ainda melhor.

Assim teremos: numa primeira fase, vamos obter solu¢ées numeéricas por

métodos de colocacao de trés ordens de convergéncia:

Colocagdo em S;'(Zy) e Sy (Zy): para o qual esperaremos ordens de conver-

géncia dadas pelos teoremas 3.3, 3.4 e 3.5 e onde estudaremos os casos da
tabela (3.1).

e Euler O(h)
o A direita O(h)
e Ponto médio | O(h)

Tabela 3.1: Colocacio em Sy (Zy) e Syt (Zy).

Colocacao em 51_ '(Zy): para o qual esperaremos ordens de convergéncia dadas
pelos teoremas 3.6 e 2.10, e onde estudaremos os casos da tabela (3.2).
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e Lobatto (Trapésios) | O(h?) | co=0 |c=1
e Radau II Oh3) |co=1/2|c =1
e Gauss Oh?) |co=1/3|c1=1

Tabela 3.2: Colocacio em Sy *(Zy).

Colocagdo em S, '(Zy): para o qual esperaremos ordens de convergéncia dadas

pelo teorema 2.10, e onde estudaremos os casos da tabela (3.3).

e Lobatto (Simpson) | O(h?) || ¢ =0 a1 =1/2 co =1
e Radau II OhR®) | co=0B—-V3)/6 |ci=0B+V3)/6 |ca=1
e Gauss OB | co=(4—-v6)/10 | c1 = (4+6)/10 | c; =1

Tabela 3.3: Colocacdo em Sy (Zy).

Nos gréaficos deste trabalho as linhas continuas servem apenas para visu-
alizacao, pois apenas os pontos indicados refletem resultados obtidos. Para cada
um destes métodos serdo estudadas as solugdes exactas y(t) = t* e y(t) = t*log(t),
sendo designadas por exemplo para o método de Euler por euler e euler(log)

respectivamente.

A utilizacao dos varios casos ird permitir identificar a precisao das solucoes
face ao seu custo computacional; iremos comparar os varios casos observando e anal-
isando a precisao das solugoes face ao tempo de computacao. Também procuraremos

identificar, para os varios casos, situacoes de superconvergéncia.

O célculo experimental, das ordens de convergéncia dos métodos, vai ser

feito com base no seguinte:

Suponhamos que estamos a aproximar a solucao da nossa equagao na rede
to,t1,...,tny. Se o método tem ordem p (ver defini¢do 2.8), entdo desprezando os

termos de ordem superior em h, verifica-se
E"~ch?, h—0, (3.13)

onde E" representa o médulo do erro absoluto cometido, no ponto t,, quando se

utiliza um passo h. Se, em vez de utilizarmos o passo h, utilizarmos h/2 entao

p
E"? ¢ (g) , h—0. (3.14)
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Dividindo as equagdes (3.13) e (3.14) membro a membro obtém-se:

Eh

h/2
n

~2° h—0.

Tirando o logaritmo na equacao anterior vem,

- logyg (EQ/ES/Q)
logio(2) ’

h — 0.

(3.15)

Esta é uma forma pratica de obter uma estimativa para a ordem de convergéncia

de um método numérico.

Nas véarias experiéncias numéricas iremos ter em conta as ordens e regular-

idades (da solugao exacta y) sugeridas nos teoremas 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 2.9 e 2.10 e

que sdo resumidas nas tabelas 3.4 e 3.5 (ver ainda observacao 2.4).

Método | Regularidade de y | Ordem Global de Convergéncia
Euler ok 1
Direita C! 1
Médio C! 1
Trapézios C? 2
Simpson c? 3

Tabela 3.4: Relagao entre métodos de colocagao e ordens globais esperadas.

Método Regularidade | Ordem Local
de y de Convergéncia

Radau IT (em Sy1) C? 3

Gauss (em S;1) ct 2

Radau IT (em S, 1) Cs 5

Gauss (em S; ') C* 3

Tabela 3.5: Relacao entre métodos de colocagao e ordens locais esperadas.

Numa segunda fase, com o objectivo de melhorar a precisao sem aumentar

muito o custo computacional, utilizaremos o método de extrapolagao de Richardson

e algoritmo-E. Estes métodos serao aplicados apenas nos casos com menor ordem

de convergéncia, a partida, e onde poderemos obter maiores ganhos com a aplicacao

de métodos de extrapolacao.
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A precisao e o desempenho dos métodos vai ser analizada em termos do
erro relativo e do nimero de algarismos significativos. Lembremo-nos que: diz-se
que o nimero aproximado T tem as algarismos significativos, relativamente ao valor
exacto x, se

as = —logio|0./,

onde 6, := (x —T)/x é o erro relativo de T relativamente a x. Em particular, o

nimero de algarismos significativos no ponto extremo do intervalo, ty = T, é o

[y(T) = u(T)|
y()

onde y e u representam as solucoes exacta e aproximada respectivamente.

valor

as = —log, T =ty,

Uma outra forma de determinar a ordem de convergéncia aproximada num
ponto recorre ao numero de algarismos significativos. Esta forma permite relacionar
o numero de algarismos significativos com a ordem de convergéncia do método num
ponto. Assim, a ordem de convergéncia aproximada num determinado ponto é dada

por

_as(h/2) —as(h)
log;4(2) ’
onde as(h) e as(h/2) sao os numeros de algarismos significativos correspondentes a

h — 0, (3.16)

utilizacdo do método com os passos h e h/2, respectivamente; note-se que (3.16) é

equivalente a (3.15).

Os resultados numéricos apresentados neste trabalho foram efectuados num
computador DEC 10000 Alpha AXP configurado com 2 processadores, 256 Mbytes
de RAM e uma capacidade de calculo em virgula flutuante de 400 milhoes de in-
strugées por segundo (400 MFLOPS). Assim, os tempos de cédlculo apresentados
sao referentes a esta arquitectura, podendo os valores variar de varias ordens de

grandeza quando se utilizar os programas em anexo em outras arquitecturas.

3.2 Colocacao nos Espacos S;'(Zy) e Sy (Zy)

Os métodos de colocacio em Sy ' (Zy) e Sy (Zy) baseiam-se em aproximar
a solugao exacta (parte regular da integranda) por uma fungao seccionalmente con-
stante. A aproximacdo consiste em utilizar uma funcido seccionalmente constante
que iguala a parte regular da integranda num certo ponto do intervalo. Consoante
o ponto escolhido se encontra no extremo esquerdo, direito, ou no meio do inter-
valo, o método obtido designa-se por Euler, direita e ponto médio, respectivamente.
A existéncia de uma singularidade no nicleo da integranda, decomponivel numa

parte regular e uma parte nao regular, conduz a técnicas de integracao produto.
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Estes métodos tém uma precisao bastante baixa, mas a situacao pode ser melho-

rada através do uso de algumas técnicas de extrapolagao.

A regra de integracao produto, baseada na regra dos rectangulos, tem uma
ordem de grandeza do erro O(h) [31]. Se esta ordem de grandeza for preservada na
solugdo da equagao integral (e veremos que em geral isto é verdade), entdo podemos

esperar que
u(tn) — y(ta)| = O(h),

onde u é a solugao aproximada e y é a solugao exacta da referida equacao integral.
E de esperar que estes métodos possuam, em geral, baixa precisdo para um valor
razoavel de h. Contudo, eles tém interesse pratico devido a simplicidade dos pesos

de integracao e da resolucao da equacao de colocacao.

3.2.1 Método de Euler

Comeca-se com um método numérico bastante simples que se chama mé-
todo de Euler em analogia com o método correspondente em equagoes diferenciais
ordindrias. O método de Euler é um método de colocacao no espaco de funcgoes

seccionalmente constantes Sy (Zy) definido por
Sl (Zy) = {u: u(t) = ulty) € mo,t € [tn,tns1),n =0,...,N —1,u(T) = u(ty)},

onde Zy :={t,:n=1,...,N—1} é o conjuntos dos pontos interiores associados &
rede
HN20:t0<t1<...<tN:T, NZl,

no intervalo [0, 7). (ver figura 3.1)

o
o—O0
—o0 —o0
¢——oO
¢——O0
two t{l t{z t{s t{N-Z t{N-l t{N

Figura 3.1: Aproximagao seccionalmente constante (& esquerda).
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3.2.1.1 Construcao

Pretende-se encontrar o elemento u € 5’5 Y(Zy) que satisfaz a equacio de
colocacao

tn
u(ty) = gz(tn)—i—/o pa(tn, s)u(s)ds, n=1,...,N,

o o
ults) = y(0) =~ F0:00) (3.17)

onde y(0) é calculado a partir da equagdo (3.7), considerando a transformagao de

variavel s = A\t e tomando o limite de ¢ quando ¢ tende para zero.

Admitindo que em cada subintervalo [t;, ¢;11) a fungao u é constante e igual

a u(t;), podemos escrever

n=1l .t
ulty) = gata) + 3 /t " pa(tn, $)dsulty), n=1,...,N. (3.18)

Uma vez que po(t,s) = (s/t)*/s e t; = ih, i =0,1,...N, o integral que surge em
(3.18) pode ser calculado exactamente e a equagio de colocagao (3.18) toma a forma:

n—1

u(tn) = galtn) + 3 —— (i + 1" — MYulty), n=1,...,N.

i—o Wt
Tirando para fora do somatdério os termos que nao dependem do seu indice 7, obtemos
o algoritmo correspondente ao método de Euler:

_ I
u(ty) = u—ng(tO)’ (3.19)

n—1

u(ts) = galtn) + ﬁ S+ = Pt n=1, N

3.2.1.2 Convergéncia

Nesta seccao iremos demonstrar que, sob certas condigoes, o método de

Euler, quando aplicado & equagao (3.7) tem ordem de convergéncia global O(h).

Teorema 3.3 Suponhamos que g, na equacdo (3.7), pertence a classe C1(I) e
@ > 1, entdo a equagdo de colocagio (3.17), (3.18) possui uma solugdo tunica
u € Sy (Zy). Além disso, a funcio erro e(t) = y(t) — u(t) satisfaz a desigual-
dade

lelloo < Chih,

onde h :=1t;,1 —t;,1=0,1,...,N —1, Cy é uma constante independente de h e

lelloo := max le(?)]. (3.20)
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Demonstracao Seja

en(t) = y(t) — ultn), t € [tn,tnt1),

a funcao erro correspondente ao intervalo [t,,?,.1) e escrevamos a equagao (3.7) na

forma

y(t) = /:hL1 (t,s)y(s)ds, tel. (3.21)

Esta equacgao verifica-se para todo o t no intervalo I, em particular nos pontos
to,t1,--.,tn. Subtraindo a equagao (3.21), no ponto t,, & equagao de colocagao
(3.18) obtemos

en(tn) = y(tn)_u(t)

n—1 t t;
= Z/+l o (tn, $)Y ds—z:/Jr1 (tn,s)u(t;)ds, n=1,...,N.

i=0 "t
Aplicando a propriedade aditiva dos integrais podemos concluir que

n—1

oltn) = 3 [ paltn ) (o) = u(t) ds. =1
ou seja, L
en(tn) = Z /t o po(tn, s)ei(s)ds, n=1,...,N. (3.22)

Uma vez que g € C*(I) e u > 1 sabemos que, pelo teorema 3.2, y € C*(I). Por
conseguinte, para cada s € [t;, t;11) podemos afirmar que

ei(s) = ei(ti) + (s —t)y (&), & € (ti,s), i=0,1,...,N.
Mas, como s € [t;, tiv1), (s —t;) < h vem
ei(s) :e,(tz)—i-O(h), izO,l,...,N, (323)

e sendo assim, podemos escrever a equagao (3.22) na forma

tit1 tit1
/ o (tn, s)ei(t d8+2/ pa(tn,s)ds O(h), n=1,...,N. (3.24)
t; ti

Uma vez que po(t, s) = (s/t)*/s vem

ol et tn 1
Z/ pa(tn, s)ds :/ po(tn, s)ds = —. (3.25)
i=0 Vi 0 H

Substituindo este resultado na equacdo (3.24) e depois majorando obtemos

en(tn |<Z/ At )t ds +-O(h). n=1,.... N
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Definindo
E.:= X lei(ti)], (3.26)
vem X
n- tit1
|%@ngz/”jm%@ma+omyn:L”wM
i=0 7t

e utilizando (3.25) obtemos
1
len(tn)| < —E,+O(h), n=1,...,N.
7
Por conseguinte, com base em (3.26), segue que
1
E. < —E.+O(h).
7

Mas p > 1 logo resolvendo a inequagdo em ordem a E, obtém-se E, = O(h). Sendo

assim concluimos que nos pontos da rede o método tem ordem 1.

Uma vez que o erro num ponto s € [t;,t;11) é a soma do erro no ponto t;,
da rede, com algo que é um O(h) (ver (3.23)) podemos concluir que o método de

Euler tem ordem global de convergéncia O(h). O

3.2.2 Meétodo a Direita

O método a direita é um método de colocagao no espaco das funcoes sec-

cionalmente constantes Sy ' (Zy) definido por
So N (Zn) = {u : u(0) = ulty), ut) = u(tns1) € mo, t € (tn,tng1], n=0,...,N—1},

onde Zy ¢é definido como no caso do método de Euler. (ver figura 3.2)

o——e
o——eo o——e
° o——eo
o—e
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
L t L ts e Ha W

Figura 3.2: Aproximagcao seccionalmente constante (a direita).
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3.2.2.1 Construcao

Neste caso procuramos um elemento u € S, ' (Zy) que satisfaca a equacio

de colocacao

tn
u(ty) = goltn) + ; po(tn, s)u(s)ds, n=1,...,N,

ulta) = y(0) = E=4:(0), (3.27)

onde y(0) é calculado como no método de Euler.

Uma vez que a fungao u é seccionalmente constante tomando o valor u(t;;1)

no intervalo (%;,%;41] a equagdo anterior toma a forma:
n tit1
u(tn) = gotn) + Z /t pa(tn, s)dsu(tir1), n=1,...,N. (3.28)

De forma andloga & usada na sec¢do 3.2.1 a equagdo de colocagdo (3.28) toma a

forma .
u(tn) = ga(tn) + W((i + ¥ —iu(tita), n=1,...,N,
=0
ou seja,
1

tn) n)+ (14+1)" u(tip)+—Mm*—(n—-1)")u(t,) n=1,...,N.

u(tn) %w DY Pultinn) o (0 (1 1))
p—(n—1)

Note-se que 1 — % # 0, logo esta equagao pode ser resolvida em ordem a

u(t,). Por conseguinte, surge o seguinte algoritmo:

_ H
u(to) = = 192(t0),
1 Iz E : (i — ults

n=12,...,N.

3.2.2.2 Convergéncia

Em relagio a este método a ordem de convergéncia também é O(h) e tém-se

o seguinte resultado:



AL AL 1 X4 JAINS . AT L VAN LS U AVAd X J_/\Q&U“S/ﬂu Al N L A/ AL UL AL T

Teorema 3.4 Suponhamos que g, na equacio (3.7), pertence a classe C*(I) e
u > 1, entdo a equagdo de colocagio (3.27), (3.28) possui uma solugdo tUnica
u € Sy (Zy). Além disso, a funcdo erro e(t) = y(t) — u(t) satisfaz a desigual-
dade

lelloo < Coh,

onde h :=t;y 1 —t;, 1 =0,1,...,N — 1, Cy é uma constante independente de h e
lle]|loo € definida como em (3.20).

Demonstracao Seja
en(t) = y(t) — u(tny),

entao, de forma semelhante a utilizada na demonstragao do teorema 3.3 obtemos a

seguinte equagao de erro:
n tit1
en(tni1) = Z/t patnt1, S)ei(s)ds, n=0,1,...,N —1. (3.29)
i=0 "t

Uma vez que g € C' e u > 1 concluimos de novo que y € C'(I). Por conseguinte,
podemos desenvolver e;(s), s € (t;,t;11], em série de Taylor em torno do ponto t;,4

até a primeira ordem e vem
ei(s) = ei(ti-i—l) + (8 - ti+1)y,(€i)7 gz € (8: ti-l—l)a s € (ti7ti+1]7 n= 07 ]-7 ) N — ]-7

ou seja,
61'(8) =€i(ti+1)+0(h), izO,l,...,N— 1. (330)
Utilizando esta equacao e o facto de que
n tit1 1
Z/ pQ(tn-}—laS)ds = (331)
i=0 /i K

podemos escrever a equagao (3.29) na forma
o rtita 1
en(tni1) = Z/t Paltnsrs s)eiltin)ds - Chy n=0,1. N =1 (332)
i=0 "t

onde a constante C' nao depende de h. Defina-se, para abreviar,

tit1
Wpi 1= /t P2(tni1, s)ds.

Deste modo a equagao (3.32) pode ser reescrita sob a forma

n—1 tit1 1
enltnin) (1 = wan) = 3= [ paltusr, s)es(tir)ds + L[Ch m=0.1, . N-1,
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donde
Wl 1 |C]

|€n tn 1 S $|ez(tz 1)|+—71’L, nzO,l,...,N—l.

(nsr) ;H_ | i |1 = wny|

(3.33)
Uma vez que |1 — wy,| # 0 e definindo
Eq:= max l€5(tis1)]
a desigualdade (3.33) adquire a forma
n—1 ‘wm‘
‘6n(tn+1)‘ S Edz + |02‘h” nzoala"'aN_]" (334)

=0 |1 - wnn|
Note-se que a sucessao
|’U)m| _ nt 1

; 11— W (p—1)(n+1)r+nr (M_l)w+1

nk

tende para 1/p por valores inferiores quando n — oo, sendo 1/ < 1, por conseguinte

existe uma constante real positiva « tal que,

logo podemos majorar o segundo membro da enequagao (3.34) e escrever
|en(tn+1)| S Edoz + |02|h,

donde
Ed S EdOj + O(h)

Como « < 1 conclui-se que E4 = O(h), e uma vez que se verifica (3.30) fica garantida

a ordem global de convergéncia O(h) do método a direita. O

3.2.3 Meétodo do Ponto Médio

Neste caso o espaco de colocacao é o espaco 5'0_ '(Zy) definido por
Sy (Zy) = {u: u(t) = ulty) € mo,t € [tn,tns1),n =0,..., N —1,u(T) = u(ty)},

onde Zy = {tn+% :=t, +h/2,n =0,1,...,N — 1} é o conjunto dos pontos de

colocacao associados a rede
[Iy:0=t)<t1 <...<ty=T, N>1,

no intervalo [0, 7). (ver figura 3.3)
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[ ]
—u—o0
o—i—o0 o—u—o0 |
—=8—oO
.—F—O |
t‘0 t‘1 t‘Z t‘3 t‘N-Z t‘N 1 t‘N

Figura 3.3: Aproximagao seccionalmente constante (ao centro).

3.2.3.1 Construgao

No método do ponto médio procuramos um elemento u do espago Sy (Zy)

que satisfaca a equacao de colocagao:
uty1) = ga(tny1 +/ (tag 1, s)u(s)ds, n=0,1,...,N -1 (3.35)
Admitindo que u é seccionalmente constante tal que
u(s) = u(tm%), S € [tpytnt1), n=0,1,...,N —1,

a equacao anterior pode escrever-se na forma

n—1 tit1 to1
Ultyey) = 9oltney) + 2 [ palteysdsultiy) + [ paltyy s)dsult, ).
i=0 i n
(3.36)
Para n = 0 obtém-se, da equacao (3.36),
ultory) = oaltor) + [ paltary, $)dsulty, )
Mas . 1
1
/Oo+2 pz(to+%a5)d8 = ;,
logo
1
“(to+§) = 92(t0+§) + ﬁu(t0+§)-
Segue que,
ultes1) = ——g(to, ). (3:37)
2 w— 1 2
Paran=1,2,...,N — 1 a equacgao (3.36) transforma-se em,
1 7,+1 — ik 1(n+1/2)* —nH
ult 1) = S S ()4 u(t 3.38
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onde se utilizou

Uma vez que

podemos resolver a equagao (3.38) em ordem a u(tn+%), e utilizando (3.37) obtém-se

o seguinte esquema chamado método do ponto médio:

ultary) = - oallony)
1 1\ # n—1
u(tn+%) = (u—l)(n—k%)“—l—nﬂ <ﬂ (n-i- 5) 92(tn+%)+;((i+1)“—i“)u(ti+%)>,
n=12....N B

3.2.3.2 Convergéncia

Em seguida apresentamos um resultado que nos diz que o método do ponto

médio tem a mesma ordem de convergéncia dos métodos anteriores, O(h):

Teorema 3.5 Suponhamos que g, na equacdo (3.7), pertence a classe C*(I) e p >
1, entio a equacio de colocagio (8.35) possui uma solucdo vnica u € Sy*(Zy).

Além disso, a fungdo erro e(t) := y(t) — u(t) satisfaz a desigualdade
lello < Csh,
onde h :==t;,1 —t;, 1 =0,1,...,N — 1, C5 € uma constante independente de h e

llel|loo € definida como em (3.20).

Demonstracao Seja

en(t) = y(t) — u(tn+%), t € [tnytnt1),

a fungdo erro correspondente ao intervalo [t,,t,+1) e escrevamos a equagao (3.7) no

ponto tn+%, onde n=20,1,...,N — 1:

n—1

tit1
Ytay) = Bt + Y [ paltyy, u()ds

1=0 " "
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Subtraindo esta equagdo a equacdo (3.36), e aplicando a propriedade aditiva dos

integrais, obtém-se

en(tn—kl) = y(tn—l—%) - u(tn—k%) =

2

n—1 tiv1
= 3 [ paltary ) ls) — ultisy))ds
=0 """
bl
4 [ Dol 9 (s) — it 4))ds,
ou seja,
n—1 ti+1 tn+%
en(tnsl) = Z/t P2(tny1, s)ei(s)ds + P (1, S)en(s)ds. (3.39)
i=0 7t n

Uma vez que g € C' e u > 1 sabemos que, pelo teorema 3.2, y € C*(I).

Por conseguinte, para cada s € [t;,t;11) podemos afirmar que
ei(s) = eiltiy1) + (s — 1)y (&), & € (5,8i11). (3.40)
Mas como (s — ti+%) < h vem
ei(s) = et 1) + O(h),

e sendo assim, podemos escrever a equagao (3.39) na forma:

tH—l

t’L 1
enlt,, / oty 1, s)eiltiy s )ds + Z/ oty 1, 5)dsO(h)
t; ti

t
b [ Dt Senltay )ds + [ palty,y, $)dsO(R),

tn tn

ou seja,
n—1 tit1
enltyir) = 3 /t Doty s, )ity 1)ds
i=0 7t

t

1 i1
+ n+?p2(tn+1,s)en(tn+%)ds—i—/o " pa(tyy1, 5)dsO(R).

tn

Uma vez que pa(t, s) = (s/t)*/p vem

/t’”% pa(ty,1,8)ds = 1, (3.41)
0 2 [
logo
n—1 .
enltny) = 3 /tl Paltar g ety )ds
t o1
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Definindo
tit+1 )
Upi = pg(tn+%,s)ds, i=0,1,...,n—1.
t;
bl
Upn 1= t p2(tn+%’8)ds,

podemos escrever a equacao anterior do seguinte modo:

(1 — vpp)en(t vae, i+l )+ O(h).

Observando que 1 — v, # 0 e definindo

Eni= s leitiy)
obtém-se .
ety )| < B T 7+ O(h). (3.42)

Note-se que a sucessao
n—1

Z |Ung| _ nt _ 1
Sl =vwml  (p=D+1/2)k+nt (p—1)(1+1/(2n))* + 1’

tende para 1/p por valores inferiores quando n — oo, sendo 1/ < 1, segue que
existe uma constante (3, real positiva, tal que:
n—1

> |1|”m| <B<1.

— Unn|
Sendo assim, obtém-se da enequagao (3.42),
enltnr2)| < En+ O(h),
logo
B < Enf + O(h).
Como 3 < 1 é garantido que E,, = O(h). Além disso e;(s) = €;(t;, )+O(h), donde

se conclui que ||e|| = O(h). O

3.2.4 Andlise de Resultados em S;!(Zy) e Sy(Zy)

Nos teoremas 3.3, 3.4, e 3.5 mostrou-se que, para que os métodos de colo-
cacdo em Sy ' convirjam com ordem 1, basta que g, em (3.9), seja de classe C(I)
e i > 1. Os resultados que se vao analisar correspondem a dois casos: t* e t*Int.
A escolha de o = 1.5,2.5,... é feita para que as func¢des g correspondentes sat-

isfacam a condicao referida. Ir-se-a escolher = 1.5 > 1. O caso a = 0.5 nao esta
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Euler (erro)
alfa=4.5 miu=1.5

0.18
0.16+
0.14+

0 02 04 06 08 1 12 14 16 138 2
Pontos (tn)

—=— h0=0.1 —*— h0/2 —* h0/4
—=- h0/8 > h0/16 —=— h0/32

Figura 3.4: Erro do método de Euler para diversos valores de h.

englobado nas condigoes de convergéncia do método mas tem interesse averiguar o

comportamento dos métodos face a valores de @ nao cobertos pelo teorema.

Observa-se que, a medida que ¢ se aproxima do extremo direito do intervalo
t = 2.0, o erro e(t) vai diminuindo (ver figura 3.4). Esta propriedade de autocor-
reccao foi observada noutros exemplos pelo que é de suspeitar que ela seja algo
inerente ao método e ndo dependente do problema a resolver. Além disso podemos
observar que de facto a ordem é baixa, O(h) (ver figura 3.5 e tabela 3.6). Apesar
de tudo, em situagoes em que nao seja necessario alta precisdo, esta aproximacao

pode ser preferivel a uma mais precisa, obtida a partir de um método mais com-

passo erro absoluto ordem de convergéncia
h Eh =y(2.0) —u(2.0) | p= logs(EY/EM?)
0.1 1.943801630368
0.05 0.945434447935 1.03983166
0.025 0.466152696718 1.02017482
0.0125 0.231441163189 1.01015713
0.00625 0.115312489823 1.00509670
0.003125 0.057554307456 1.00255297

Tabela 3.6: Ordem de convergéncia (método de Euler).
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Euler (ordem)
alfa=4.5 miu=1.5

"0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Pontos (tn)

—=—hO/h2 —* h2h4d —* h4/h8
—5- h8/h16 —>— h16/h32

Figura 3.5: Ordem de convergéncia do método de Euler para diversos valores de h.

plicado. Observe-se que para se conseguir resultados um pouco mais precisos é
necessario utilizar passos extremamente pequenos, o que involve trabalho computa-
cional demasiadamente grande (tabela 3.7); ao passarmos de um passo h = 0.1 para
h = 0.00313 gastamos 8340 vezes mais tempo e o resultado é 30 vezes mais preciso,

ou seja, temos uma degradacao da precisao por unidade de tempo de 278 vezes.

A grande vantagem deste método reside na sua simplicidade, podendo a sua
baixa presisao ser ultrapassada utilizando técnicas de extrapolagdo (ver capitulo 4).
Os resultados numéricos parecem indicar que o método é pouco sensivel a variagao

dos parametros p e . Apesar de tudo para « perto de 1, 1.5, é onde se obtém um erro

tempo (s) h erro relativo
0.9760 x 1073 0.1 0.2642108 x 107!
0.2928 x 1072 | 0.05 | 0.1362985 x 10!
0.1366 x 10~ | 0.025 | 0.6922241 x 1072
0.5270 x 10°1 | 0.0125 | 0.3488266 x 102
0.2040 x 10° | 0.00625 | 0.1750959 x 1072
0.8140 x 10° | 0.00313 | 0.8771913 x 103

Tabela 3.7: Relagao entre os tempos de computacao e erros para os diversos valores
de h (método de Euler com v = 4.5 e p = 1.5).
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SO (erro)
h=0.1 alfa=4.5 miu=1.5

2.57

Erro relativo
N

1.51

0 02 04 06 08 1 ) 12 14 16 18 2
Pontos (tn)

—=— euler —*— medio —*— direita
—5- euler(log) —>— medio(log) & direita(log)

Figura 3.6: Erro relativo para os métodos de colocacao em Sy(Zy) e Sy (Zy).

relativo menor; note-se que esta escolha corresponde a considerar y € C*, condicao
suficiente de convergéncia. Observa-se também robustez em relacao a variagao da
condi¢ao inicial go(t), p e o; quando se muda de y(t) = t* para y(t) = t*Int, os seus
erros relativos sdo idénticos (figuras 3.7, 3.8). Esta robustez em relagdo a «, p e
92(t), j4 nao se verifica no caso do método do ponto médio. Sendo assim, o método
de Euler parece ser mais vantajoso que o método do ponto médio embora ambos
sejam O(h). Note-se que esta conclusao é baseada apenas no estudo de duas classes

de funcoes. Pode acontecer que de uma forma geral isto nao aconteca.

Para pontos préximo da singularidade, os valores aproximados, na vizi-
nhanca de t = 0, sao melhores no método de Euler do que no método a direita, mas
o valor aproximado da ordem de convergéncia aproxima-se de 1, por valores maiores
ou menores que 1, consoante o método é o do ponto médio ou o de Euler. Como
nao se aconselha os métodos de ordem 1 com valores do passo h muito pequenos
(devido ao esfor¢o computacional) versus precisdo, é preferivel utilizar o método de

Euler em vez do método a direita (figuras 3.6 e 3.9).

3.3 Colocacao no Espaco S;'(Zy)
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SO (miu)
h=0.1 alfa=4.5 tn=2.0

0.14

I
0.11
0.081

Erro relativo
o o
o o
» 9

0.027

—=— euler —#— medio —*— direita
—5- euler(log) —>— medio(log) & direita(log)

Figura 3.7: Dependéncia de p para os métodos de colocacio em Sy (Zx) e Syt (Zy).

Para contruir métodos de ordens superiores, é necessario utilizar regras de
integracdo mais precisas. Sendo assim os métodos de colocagao apresentados nesta
seccao baseiam-se em aproximar, a solucao exacta, por uma funcao seccionalmente
polinomial de grau 1. Quando a fun¢ao aproximadora é continua temos o método
dos trapézios produto.

Consideremos a colocacao no espaco das fungoes seccionalmente polinomiais

de grau 1,
ST (Zy) =1 w:u(t) =la(ultin) + bnt)u(ton), ultin), u(ta.) € m,
t € [tn,tns),n=0,1,...,N —1,
u(T) =l v (T)u(ti,n—1) + lo,n—1(T)u(to,n-1) },

onde o conjunto dos pontos de colocagao é dado por X, := {t,; == t, + cjhn,j =
,2:0< ¢ < <1},eZy:={t,:n=1,...,N — 1} sdo os pontos interiores

associados a rede
HN20:t0<t1<...<tN:T, NZl,

no intervalo [0, 7], e os polindmios de Lagrange [y ,, € l5,, sdo dados por

t— t2 n t— t2 n
lin(t) = n "
(1) tim —ton  h(ci—c2)

t—1t t—1t
l2,n(t) — l,n _ l,n

ton — tin ~ h(es—c1)
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SO0 (alfa)

h=0.1 miu=1.5 tn=2.0

o o
[ o N
q N o

Erro relativo
o
=

0.057

alfa

—=— euler —#— medio —*— direita
—5- euler(log) —>— medio(log) & direita(log)

Figura 3.8: Dependéncia de o para os métodos de colocacio em Sy (Zx) e Syt (Zy).

Para uma escolha particular dos parametros de colocacao, ¢; = 0, ¢ =
1, geramos uma aproximagao seccionalmente linear continua, v € S?(Zy), mais

precisamente, a fun¢ao aproximadora pertence ao espaco linear de Hermite
SUZy) == {u:u®t) = laO)ulty) + lop@ultn), u(tn), u(tnii) € To,t € [ty tniil,

n=0,1,...,N—1,u(T) =u(ty)},

onde Py . ;
L(t) = — 2t = ol 3.43
lt) = e = (3.43)

t—1, t—1t,
lon(t) = = ) (3.44)

tn+1 - tn B h

A este caso particular chama-se método dos trapézios produto em analogia

com o método dos trapézios nas férmulas de quadratura numérica.

3.3.1 Construcao do Método dos Trapézios Produto

A equagdo de colocagao para o problema proposto (3.7) é

ult) = galta) + [ " oot $)u(s)ds, n=1,....N, (3.45)

u(ty) = y(0) = 92(0), (3.46)

uw—1
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SO (ordem)

alfa=4.5 miu=1.5

Ordem de converg

O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Pontos (tn)

—=— euler —#— medio —*— direita
—5- euler(log) —>— medio(log) & direita(log)

Figura 3.9: Ordens de convergéncia para os métodos de colocacio em S;'(Zy) e
SoH(Zn).

W W W W W W W

t t t ts o L ha B

Figura 3.10: Aproximacao seccionalmente linear.

onde u € SY(Zy) (ver figura 3.10) e u(ty) é definido como no método de Euler.
Aproveitando a defini¢do de S?(Zy), utilizando a mudanca de varidvel s = t; + vh,

0 < v <1 e a propriedade aditiva dos integrais, obtemos

t) = (1) + AT [ palt 4 00) (1= 2)utt) + vu(ts)

n=1,...,N,

ou seja,
n—1
U(tn) = QQ(tn) + Z (wl,iu(ti) + w2,iu(ti+1)) , = 1, ey N, (347)
i=0
onde os pesos wi,; e wy; sao dados respectivamente por

1
wy; = h/ po(tn, ti + vh)(1 — v)dy,
0
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1
Wy, = h/ pg(tn, tz + I/h)l/dl/.
0

Uma vez que po(t,s) = (s/t)"/s os pesos wy; e ws,; podem ser calculados exacta-

mente e vem,

1 (G4 )P — it (4 1)k —gm
Wo; 1= — =1 ;
Toonk p+1 7

paraz=20,1,...,n—1.

Observa-se que a equagao (3.47) pode ser resolvida directamente para u(t,).
Isto deve-se ao facto da equagao integral (3.7) ser linear. Resolvendo a equacao
em ordem a u(t,) podemos concluir que o método dos trapézios produto, quando

aplicado ao nosso problema, surge com a forma do seguinte algoritmo:

7
i = t
u(to) M—ng( 0);
Cny = (/'I’Q - 1)71“ + n”_H - (n - 1)N+1’
Biy = (41— 2+ 4 (5 — )P+
1 n—1
u(ty) = - (u(to) + Z Bipu(t;) + p(p + 1)n“g2(tn)> , n=1,...,N.
n,u i=1

E de salientar que a exigéncia de continuidade faz com que se perca um grau
de liberdade e consequentamente nao se tenha de resolver um sistema de equacoes,

CcOomo no caso geral.

3.3.2 Construcao do Caso Geral

Neste caso pretende-se encontrar a solucao u € S’f Y(Zy) que satisfaz o

sistema

tl,n

ultin) = goltin) + /0 Doty $)u(s)ds, (3.48)
t2,n

ultzn) = galtan) + [ paltan, s)uls)ds (3.49)

onde t;, ==, +cjh, j=1,2,n=0,1,...,N,0<¢c; <cp < 1.
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De maneira semelhante a utilizada no caso do método dos trapézios produ-
to, o sistema (3.48) (3.49) assume a forma:

ultin) = ga(tsn) + h /O Dot b+ vR)un(ty + vh)dy
n—1 1
+ h), / P2(tim, ti + vh)u;(t; + vh)dv,
i=0 70
Cc2
u(ton) = g2(tan) + h/O p2(ton, tn + vh)u,(t, + vh)dv

n—1 .1
+ h) /0 pa(ton, ti + vh)u;(t; + vh)dy,
i=0

onde
v—_c V—c
ui(t; + vh) = 2 u(ty,) + .
C1 — Co Cy — C1

u(te;), 0<v<l,

comi:=0,1,.... N—1en=0,1,..., N, ou seja,

UV — Co

dv

C1
u(tiy) = g2(t1n) + b (U(t1,n)/0 P2(tins tn + vh)

a v—c
4 ultan) /0 pa(trmy b + V1) ldu)

1 —C

Cy — C1
n—1 1 V—c
+ Ry {u(tu) / paltim, ti + vh) X =2 dy
i=0 0 €1 — C2
1 V—c¢
+ U(tg,i) / pg(tl,n, tz + Vh) ! dl/} y
0 C—C
€2 vV — Co
ultan) = gatan) + h <u(t1,n) /0 Paltan tn + vh) Ly
1 — Co
c2 vV—c
+ ultan) / po(ta, tn + vh) L= du>
0 C—C
n—1 1 v — o
+ h Z {u(tl,i) / pg(tg,n, ti + l/h) dv
i=0 0 C1 — C2

1 _
+ U(tgﬂ') ‘/0 pz(tgm, ti -+ I/h,) v a dl/} .

Cy — C1

Resolvendo analiticamente os integrais que surgem nas equacoes anteriores,

resulta o seguinte algoritmo, onde n varia entre 0 e N:
air 12 u(tin) | | b
(o1 Q22 u(ton) by

aj; = C+(7’L+01)A—B,
12 = B — (’I’L -+ Co)A,
by = Cgaltin)+ S,

onde,



AL AL 1 X4 JAINS . AT L VAN LS U AVAd X J_/\Q&U“S/ﬂu Al N L A/ AL UL AL

g1 = (TL+61)D—E,
o2 = F+E— (n+Co)D,
be = Fgalten) + S,
sendo,

(n + co)* — nt

A = ,
U
B — (n+ ¢o)*T! — nptt
— T :

Cc = (Co — Cl)(n + CO)Ha
(n+c¢)* — nt

D = ,
U

g (n+ ¢ )#! — pptt

— T ,

F = (CO — cl)(n =+ Cl)u,
n—1 <(’L + 1)u—|—1 _ ,[:;H—l

- 2 g1

=0

(u(to;) — u(tis))

14+ 1) —H . .
++(u(t1,i)(z +co) — u(toq) (7 + cl))> i
Observe-se que neste algoritmo resolvemos um sistema de equagoes linea-
res; note-se que para calcular u(t;,) necessitamos de ?,, e ndo apenas pontos do

intervalo [0, t1 ).

3.3.3 Convergéncia

O resultado que se segue diz-nos que o método dos trapézios produto, apli-
cado ao nosso problema, tem ordem de convergéncia global O(h?). Tsto significa que
a ordem de convergéncia é preservada quando se passa da quadratura integracao

produto para o método dos trapézios produto, aplicado ao nosso problema.

Teorema 3.6 Suponhamos que g, na equacgdo (3.7) pertence a classe C*(I) e u > 1,
entdo a equacgdo de colocagio (3.46), (3.47) possui uma solu¢do tnica u € SY(Zy).

Além disso, a funcdo erro e(t) := y(t) — u(t) satisfaz a desigualdade
lelloo < Cah?,

onde h :=t;,1 —t;,1=0,...,N—1, Cy € uma constante independente de h e ||e||w
¢ definida como em (3.20).
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Demonstracao Considere-se e,(t) := y(t) — u,(t), a fun¢do erro no intervalo
[tn,tni1). Uma vez que y(t) verifica a equagdo (3.7) em todo o intervalo [0,7] e
u(t,) satisfaz (3.45), (3.46) podemos escrever

tn

en(tn) = /Otn po(tn, s)y(s)ds —/0 pa(tn, s)u(s)ds.

Integrando em cada subintervalo e depois somando vem,

en(tn) = z [ Baltass) () = a(s)utts) = bultins)) d.

Mas,
ei(s) = y(s) — lui(s)ults) — lai(s)u(tivr), s € [ti,tit1),

logo podemos escrever,
n—lootin
en(tn) = Z/ pa(tn, s)ei(s)ds, n=1,...,N. (3.50)
i=0 7t

Uma vez que g € C*(I) e u > 1, resulta que y € C?(I), logo para s € [t t;11),

ei(s) = lLi(s)y(t) + loi(8)y(tirr) + O(h?) — ls(s)ults) — las(s)ultira)
= ll,i(s)ei(ti) + lz,i(8)€i+1(ti+1) + O(h2)

Considerando

E = A lei(ts)],

observando-se que 3 ;(s) > 0 e lp;(s) > 0 e utilizando (3.43) e (3.44), obtém-se para
s € [t tital,
lei(s)] < (lLi(s) +124(s)) E+ O(h?) = E + O(Rh?). (3.51)

Aplicando este resultado na equagao (3.50) surge a seguinte majoracao:
1 2
len(tn)] < ;E—F O(h?),

donde,

E<iE+0mm).
7

Mas p > 1 logo E = O(h?) e por conseguinte, utilizando a enequagao (3.51), pode-

mos concluir que ||e|| = O(h?), isto é, 0 método tem ordem 2.0

No caso geral em que a fungdo aproximadora u é descontinua, ou seja, o
método definido pelas equagdes (3.48) e (3.49), ndo foi possivel obter uma demons-

tracao tedrica de convergéncia.
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Trapezios ( ordem )
alfa=4.5 miu=1.5

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Pontos (tn)

—=— ho/h2 —+*— h2/h4d —% h4/h8
—5- h8/h16 —>— h16/h32

Figura 3.11: Ordem de convergéncia do método dos trapézios para varios valores de

h.

3.3.4 Analise de Resultados em 5’1_ 1

Assim como na seccdo 3.2.4, também aqui o estudo é feito em relagao aos
exemplos tipicos y(t) = t* e y(t) = t*Int.
Para o = 4.5 e p = 1.5 estamos nas condigoes do teorema 3.6 e observa-se

que de facto o método dos trapézios tem ordem 2 (figura 3.11 e tabela 3.8).

Em 1980 Brunner estudou a superconvergéncia local, em S !, quando o

nicleo da equacao de Volterra de segunda espécie é regular (ver teorema 2.10).

passo erro absoluto ordem de convergéncia
h Eh =y(2.0) —u(2.0) | p= logs(EY/EY?)
0.1 0.024741775975
0.05 0.006186749270 1.99969559
0.025 0.001546768893 1.99992391
0.0125 0.000386697322 1.99998098
0.00625 0.000096674649 1.99999524
0.003125 0.000024168682 1.99999881

Tabela 3.8: Ordem de convergéncia (método dos Trapézios).
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S1 (ordem)
alfa=4.5 miu=1.5

A
o

s

w
o

Ordem de convergencia
N
UI'I w

N
h

=
Ul

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Pontos (tn)

o

—=— {rapezios —*— radau ll —*— gauss
—5- trapezios(log) >~ radau lilog) —#— gauss(log)

Figura 3.12: Ordem de convergéncia dos métodos de colocacdo em S;1(Zy).

Assim como o método dos trapézios nao perde a ordem de convergéncia quando
se passa de um nucleo regular para o nicleo fracamente singular da nossa equagao
(ver teorema 3.6 e pardgrafo anterior), é interessante averiguar, numericamente, se
a superconvergeéncia também se mantém com a escolha dos parametros feita para
nicleos regulares descrita no teorema 2.10. Note-se que no teorema 2.10 exige-se
que g5(t), ou seja y(t), seja de classe C® no caso dos pontos de Radau II e classe C*
no caso dos pontos de Gauss. Sendo assim ir-se-a considerar por exemplo a = 4.5.
Observa-se na figura 3.12 a superconvergéncia quando utilizamos os pontos de Radau

254.5

II. E interessante notar que no caso consegue-se ordem 4, superior a esperada que

seria 3. Em relagao aos pontos de Gauss continua a nao existir superconvergéncia.

E de salientar que o método que se apresenta ser numericamente mais
robusto é o método de colocagao com pontos de Radau II. Note-se que neste caso a
auto-correccao é mais rapida do que nos outros métodos e a ordem de convergéncia
é a melhor de todas (figuras 3.13 e 3.12).

método tempo erro relativo
Radau II | 0.1952 x 10~2 | 0.1100878 x 102
Euler 0.9760 x 1073 | 0.2642108 x 107!

Tabela 3.9: Comparacdo dos tempos de computagio face ao erro (com h = 0.1).
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S1 (ero)
alfa=4.5 miu=1.5

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Pontos (tn)

—=— {rapezios —*— radau ll —*— gauss
—5- trapezios(log) >~ radau lilog) —#— gauss(log)

Figura 3.13: Erro relativo nos métodos de colocacao em S;1(Zy).

Observa-se que, para o mesmo valor do passo h, com um pouco mais de
esforco computacional, do que o método de Euler, se consegue uma aproximagao
bastante mais precisa (tabela 3.9). Nomeadamente, obtemos uma precisao 24 vezes
superior com uma duplicacdo do tempo computacional, ou seja, uma eficiéncia 12
vezes superior. Um inconveniente deste método é a exigéncia de regularidade de y.
Uma vantagem do método de Euler é a sua pouca exigéncia de regularidade e ser

extremamente simples, quando comparado com o método referido.
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3.4 Colocacgio no Espaco S;'(Zy)

Os métodos desta seccao consistem em aplicar a regra de integracao produ-
to, baseada em interpolacao quadrdtica, ao termo integral do problema a resolver.
Quando a funcao aproximadora, da solucao exacta, é continua entao obtemos o

método de Simpson.

Pretende-se encontrar um elemento u € S;'(Zy) que satisfaca o sistema

de colocacao

tl,n

u(tin) = go(tin) + ; pa(tin, s)u(s)ds, (3.52)
tz,n

u(ten) = golton) + ; p2(ton, s)u(s)ds, (3.53)
t3,n

u(tsn) = Galtsn) + ; P2(tsn, s)u(s)ds, (3.54)

comn=0,1,...,N. O espaco S;(Zy) é definido por

SEI(ZN) = { u: ’U;(t) = U(tl,”)ll’n(t) + U,(tg,n)lg’n(t) + U,(tg,n)lg,”(t),
t € [tnytas1),n=0,1,..., N —2,
u(T) = u(ty,n—1)li,n=1(t) + ulto,n—1)lo,n—1(t) + u(ts,n—1)l3n-1(2),
te [tN—la tN]; u(tl,n)a u(tQ,n)a u(t3,n) € T, N = Oa 1a Ty N }a

onde os polinémios de Lagrange sao,

_ (t - t2,n) (t - tS,n) _ (t - t2 n)(t - t3,n)
) = et tm — ts) ~ B0 — e2){er — 5)°

. (t - tl,n) (t - t3,n) . ( tl,n)(t t3,n)
) = e =t lom = tan) — B — 1) (e — 5)°

o (t - ZLfl n) (t - ZL'2,n) o (t - tl,n)(t t2,n)
balt) = (tsn — tin)(tsn — ton) k2 (ez —c1)(e3 —¢)’

e o conjunto dos pontos de colocagdo é dado por X, := {t;, = t, +cjhn,j =1,2,3:
0<ec <ecy<e3<1}. A rede considerada é a mesma que nos métodos anteriores.

Sec; =0, ¢, =1/2ec3 =1 entdo a aproximagao, da solu¢do da equagio
integral, vai ser seccionalmente quadratica e continua, u € S5(Zy), ou seja, ela

pertence ao espaco:
Sg(ZN) = { u : U(t) = U(tn)ll,n(t) -+ U(tn+1/2)l2m(t) -+ U(tn+1)lg,n(t),
t € [taytus1),n =0,1,...,N — 2,
u(T) = u(ty_1)lnv-1(t) +ultn-1412)lo,v—1(t) + u(tn)lsn-1(t),
t € [ty_1,tn], u(tn), u(tny1/2) € mo, V1 },
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onde u(tn+%) := u(t, + %) e os polinémios de Lagrange sdo dados por:

(t—tnpryo)(t —tha) 9 (t—ton)(t —t30)

ll,n (t) ==

(tn — tns1y2) (tn — tny1) B h? ’
1y (t) = (t _ t")(t — t”+1) — 4 (t - tn)(t - tn+1)
" (tng1/2 — tn) (tng1y2 — tos1) h? ’
I3 (t) _ (t - tn)(t n—|—1/2) —9 (t - Tfl,n) (t - tg,n).
" (tnt1 = ) (bnt1 — tut1y2) h?

Figura 3.14: Aproximacao seccionalmente quadratica.

Quando se utiliza o espaco anterior como espago de aproximacao na inte-
gragao produto, aplicada as equacoes integrais, surge o método de Simpson Produto
em analogia com o método de Simpson nas férmulas de quadratura numérica (ver
figura 3.14).

Em seguida iremos construir o métodos de colocacio em Sy ' (Zy). O estudo

tedrico da convergéncia nao foi investigado para estes métodos.

3.4.1 Construcao do Método de Simpson Produto

Considere-se o sistema de colocagao (3.52), (3.53), (3.54), no espago SI(Zy).
Neste caso a solucao aproximadora é continua e por isso perde-se um grau de liber-
dade. Por conseguinte, o sistema de colocagao reduz-se ao seguinte sistema de duas

equacoes:
tnt1/2
U(tnt1/2) = g2(tntr/2) +/0 P2(tnt1/2, s)u(s)ds, (3.55)

ultnss) = ltni) + [ paltnss,s)uls)ds, (3.56)

onde se tem a condigdo inicial u(to) = ;£592(0) (ver secdo 3.2.1.1) e

h
tn+1/2:tn+§:(n+05)h, tn+1=(n+1)h, n=0,1,...,N—1.
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Aplicando a propriedade aditiva dos integrais, e uma vez que u € SY(Zy), as

equagoes (3.55) e (3.56) tomam a forma:

tnt1/2

n—1 tit1
U(tni1/2) = goltnyiy) + Z/t P2(tny1/2, s)ui(s)ds + : P2(tns1/2, 8)un(s)ds,
=0 7% n

tn+1

n—1 tit1
U(tni1) = ga(tni1) + Z/t Pa(tny1, $)ui(s)ds + ) P2(tnt1, 8)un(s)ds,
1=0 4 n

onde n = 0,1,..., N — 1. Utilizando agora a mudanca de variavel s = t; + vh, as

equacgoes anteriores, resultam em,

n—1 .1
U(tni1/2) = g2(tngry2) + b Z/O P2(tns1/2, ti + vh)u;(t; + vh)dy
i=0
0.5
£ b [ paltasaonto + V)t + V)
n—1 1
U(tns1) = galtass) + B /O Dotmsn, i + vh)us(t; + vh)dy
i=0
1
+ h/ Po(tns1, tn + vh)u,(t, + vh)dy,
0
onde, parat=0,...,N —1,
U; (t, + Vh) = U(ti)Ll’i(l/) + ’U,(ti+1/2)L2,,'(l/) + u(ti+1)L3’i (l/),

Li;,(v)=2(v—-05)(v—1),

Ly;(v) = —4v(v —1),
Ls;(v) =2v(v —0.5).

Tendo em conta que as incégnitas do sistema sao u(t,+1/2) € u(tn11), resulta que se
a1 iz Utnir2) | | b
a1 Qg2 U(tni1) by |’

0.5
an = 1=h [ paltussjo.to+vh) Lo (v)dv,

pretende resolver:

onde,

0.5
a’lZ fd —h‘/o pQ(tn+1/2, tn + l/h)L3,n(V)dV7
1
a1 = _h/o Pa(tni1, tn + vh) Loy (v)dv,
1

0.5 _
by = go(tnt12) + h/o P2(tns/2, tn + VR) Ly (v)dvu(t,) + S(tnia/2),
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1 J—
by = go(tns1) + h/ P2(tni1, tn + vh) Ly o (v)dvu(t,) + S(tht1),

hZ( /pgtt+1/h)L1,( )dv

9]
)
o~
SN—
Il

+U(ti+1/2) /0 P2 (t, tz' + Vh)Lgyi(V)dV

1
+u(ti+1)/0 pg(t, ti + I/h)Lg,,i(l/)dI/) .
Resolvendo analiticamente os integrais das expressoes anteriores, surge o seguinte

algoritmo, paran =10,1,..., N — 1:

[ a1 Q12 ] [ u(tni1)2) ] _ [ by ]
a1 Q22 u(tnt1) by |

onde,
[N 1+ ﬁ] (’I’L 05),
alp = —mk(n,o.@,
91 = ﬁb(n, 1),
ap = 1-— n+t 1)u13(n, 1),

b1 = gg(tn+1/2) =+ m@u(tn)h(n, 05) + S),

by = goltns1) + ﬁ@u(tn)ll (n,1) +.5),

S = Z )11 (1, 1) — 2u(tizr o) Io(i, 1) + u(tizr)I3(4, 1)),
Li(n,c) = ( ,c) (2n+ 1.5)B(n,c¢) + (n 4+ 0.5)(n 4+ 1)C(n,c),
Iy(n,c) = A(n,¢)— (2n+1)B(n,c) +n(n+1)C(n,c),

I3(n,c) = A(n,c) —(2n+ 0.5)B(n,c)+ n(n + 0.5)C(n, c),
A(n,c) _ (7’L+CL+2—nl‘ ’

Bn.c) = (n+ 01:“:1— i+l |

C(n,c) = (n"'c)#

3.4.2 Construcao do Caso Geral

O caso geral é quando a funcdo aproximadora pode ser descontinua. Isto

corresponde a considerar o sistema de colocagao (3.52), (3.53), (3.54), no espagco
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Sy (Zx) com os parametros de colocacio 0 < ¢; < ¢3 < ¢3 < 1. Nesta situagio ter-
se-& que resolver, em cada passo do algoritmo, um sistema de equagoes de dimensao
3.

De forma andloga a utilizada na constru¢ao do método de Simpson Produ-
to, ou seja, aplicando a propriedade aditiva dos integrais e utilizando, em seguida,
a mudanga de varidvel s = t; + vh, o sistema de colocacdo (3.52), (3.53), (3.54),

assume a forma:
n—1 .
ultia) = gltin) + h3 || Poltrnsti+ vh)us(ts + vh)dv
+ h /OC1 Pa(tin, tn + vh)un(t, + vh)dy,
wltan) = g(tan) + hg | ' patan i + vh)us(ts + vh)dy
+ h /062 Pa(ton, tn + vh)u,(t, + vh)dy,
w(tsn) = gtsn) + hz)l | ' paltsn ti + vh)us(ts + vh)dy
+ h /063 P2(tsn, tn + vh)u,(t, + vh)dy,
onden=0,1,..., N—1e,parai=0,1,...,N — 1, tem-se

Uz(tz =+ l/h) = ’U,(tl,i)Ll’i(l/) + u(tg,i)Lg’i(l/) + ’U,(tg,i)Lg,i(l/),

. ) = (v —e)(v —c3)
Ll,z( ) - (Cl . 02)(01 _ CS)’

) — (v—c1)(v—c3)
LQ,Z( ) (62 . 01)(02 _ 63)’

) (v—c1)(v—c)

Laslv) (c3 —c1)(c3 — )

Uma vez que neste caso as incégnitas sao u(t1 ), u(ts,) e u(tsy,), resulta

que se pretende resolver o sistema:

aiy G2 Q13 u(tin) by
(g1 Qo2 QG23 u(ten) | = | b2 |,
a3y Gz 033 u(tsn) b3

onde,
C1
ay = 1— h/ p2(tim, tn + vh) Ly, (v)dy,
0

C1
a1 = _h/() pg(tl,n,tn + I/h)LQ’n(l/)dl/,
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a3 = —h /061 p2(tin, tn + vh) L3, (v)dy,
as; = —h /OC2 p2(ton, tn + vh) Ly, (v)dy,
ayp = 1—h /062 p2(tan, tn + vh) Lo, (v)dy,
i = = [ paltam tn + vh) Lo (v)dv,
a1 = —h /0CS P2(tsn, tn + vh) Ly, (v)dy,
azg = —h /003 p2(tspn, tn + vh) Loy (v)dy,
ass = 1—h /063 p2(tsn, tn + vh) L3, (v)dy,

by = go(tin) + S(ti),

by = goltan) + Sltan),

bs = ga(tsn) + S(tsm),

51 = 85 (u(t) 01 po(t, s + vh) Ly (v)dv
i=0

1
Fu(ts,) /0 palt,t; + vh) Loy (v)dv

1
+’U,(t3,i) /0 pg(t, ti + l/h)Lg’i(l/)dl/) .

Resolvendo analiticamente os integrais anteriores, obtém-se o seguinte al-

goritmo, paran =0,1,..., N — 1:

a1 G2 Q13 u(tin) by
(91 Q22 Q23 u(ten) | = | b2 |
az1 a3z 033 u(tsn) b3
onde,
1
a;; = ]_ — m[l(n, Cl),
1
- - I
a1 (n+cl)“ 2(”7 Cl);
1
a3 = ———I3(n,c),
13 CEYAL 3(n, c1)
1
- -
a21 (n+02)“ 1(7% 02),
1
= 1—-—1
422 (n—|—02)“ 2(“; 02),
1
= —— T
423 (n+ co)# s(n, c2),
1
az; = —711(77/, 03),
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1

32 = —m_lg(n, 03),
ass = 1— #13(77, C3)
(n+c3)H T
S
by = gotin) + CETG
S
by = golton) + ht o)
S
bs = go(tsn) + 7+ ca)
S = 2 (u(ty ) (2, 1) + ulte) I2(4,1) + u(ts;) I3(i, 1)),
Ii(n,c) = o 02)1(01 = A(n,c) — (2n + co + ¢3)B(n, ¢)
+(n+c)(n+c3)C(n,c)),
I(n,c) = o 01)1(62 . (A(n,c¢) — (2n+¢1 + ¢3)B(n, ¢)
+(n+c1)(n+c3)C(n,c)),
Lin,¢) = o 61)1(03 — (A(n,¢) — (2n + ¢1 + ¢2)B(n, ¢)
+(n + 01)2(n + 02)20(77,, 0)),
An,e) = (n+cL+2—n ,
Bln.c) — (n+ cL‘H—:l— pitl |
Cln,c) = ("“Lc)#

Note-se que, por exemplo, para calcular u(t,) utilizam-se os pontos t,
e t3, que estdao fora do intervalo [0, ,] e além disso em cada passo do algoritmo

resolvemos um sistema de equagoes lineares.

3.4.3 Analise de Resultados em 5’2_ 1

Tal como nas secgoes 3.2.4 e 3.3.4 iremos considerar, os exemplos tipicos
y(t) =t* e y(t) = t*Int.

As ordens de convergéncia dos métodos de colocacio em S;* e S; ', dadas

pelo teorema 2.9, para nicleos regulares permanecem validas no caso do nicleo sin-
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Simpson ( ordem )
alfa=4.5 miu=1.5

3.82 T T T T T T T T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Pontos (tn)

—=— h0/h2 —*— h2/h4 =< h4/h8

Figura 3.15: Ordem de convergéncia do método de Simpson.

gular estudado neste trabalho, nos exemplos estudados.! Isto leva-nos a suspeitar
que, quando se faz a colocacao em espacos de splines polinomiais de ordens mais
elevadas, o mesmo se verifique. Em particular é de esperar que o mesmo comporta-
mento se verifique quando se passa ao método de Simpson Produto, quando aplicado
a nossa equagio. No teorema 2.9 garante-se a convergéncia O(h?) para nicleos reg-
ulares no caso do método de Simpson, desde que y € C?3. Considerou-se o = 4.5,
para se garantir y € C®, e obteve-se ordem aproximadamente 4 — uma ordem mais
elevada que a prevista (figura 3.15); Os resultados numéricos indicam que a con-
vergéncia ¢ mais rapida do que O(h?). O teorema 2.9 garante O(h?), para nicleos
regulares, mas esta ordem é apenas um limite inferior. Além disso, se po(t, s) fosse
constante, entao o método de Simpson Produto reduzir-se-ia ao método de Simpson
usual cujo erro se sabe ser O(h?). Note-se que py(t, s) varia muito, perto do ponto
t = 0.0, e pouco longe deste ponto. Sendo assim nao é de estranhar que o valor
aproximado da ordem de convergéncia, perto da singularidade, seja ligeiramente
diferente de 4 mas este valor é recuperado rapidamente quando nos afastamos do
ponto ¢t = 0.0. E de suspeitar que a rapidez da recuperacao tem a ver directamente
com a ordem do método; note-se que em métodos de ordem baixa a recuperacao

parece ser mais lenta do que em métodos de ordem mais elevada. (ver tabela 3.10 e

! Apesar de o niicleo (3.8), da nossa equacdo, ndo verificar a condi¢do (vii) do teorema 1.2
contrariamente ao nicleo fracamente singular, do tipo Abel, dado por (1.5)), a observagdo 2.5 da
g
seccao 2.2.2 parece ser aplicdvel.
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figura 3.15)

Observe-se que a ordem deixa de funcionar para valores de h muito peque-
nos, abaixo de 0.00625, os erros de arredondamento comecam a ter uma influéncia
consideravel (ver tabela 3.10). Acontece que para h’s muito pequenos o erro aumenta
em vez de diminuir, pelo que se aconselha o uso deste método para valores de h nao
muito pequenos (por exemplo h = 0.1, h = 0.05 ou h = 0.025), necessidade de

precisao razoavel e funcdes g suficientemente regulares, C°.

S2 (ordem)

alfa=4.5 miu=1.5

3.57

w
T

Ordem de convergencia

N
ul

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Pontos (tn)

o

—=— simpson —*+— radau ll —¥— gauss
—&~ simpson(log) > radau lilog) —&— gauss(log)

Figura 3.16: Ordem de convergéncia para os métodos de colocacio em Sy 1 (Zy).

passo erro absoluto ordem de convergéncia
h Eh =y(2.0) —u(2.0) | p = logs(E"/EM?)
0.1 0.000002869803
0.05 0.000000180314 3.99236491
0.025 0.000000011305 3.99549241
0.0125 0.000000000706 4.00084354
0.00625 0.000000000044 4.00542496
0.003125 0.000000000015 1.54472858

Tabela 3.10: Ordem de convergéncia (método de Simpson).

Em relacio & superconvergéncia local, em S;', consegue-se, numerica-

mente, a melhor ordem de convergéncia, 5, quando se utilizam os pontos de Radau II
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(figura 3.16). Isto verifica-se mesmo quando ndo se exige a regularidade do teorema

2.10, go € C5; observe-se que os resultados foram obtidos para a = 4.5.

3.5 Conclusoes

Nesta seccao pretende-se analisar em conjunto os métodos de colocacao
utilizados neste capitulo e ver em que medida o aumento do grau das splines polino-
miais reduz o erro obtido para um mesmo passo e aumenta a ordem de convergéncia.
Este estudo tem como objectivo determinar qual a melhor precisdo com um tempo
de computacao limitado, caso se disponha de uma maquina com pouca capacidade
de célculo ou se deseje efectuar um nimero de calculos muito elevado. Pertende-se
igualmente determinar a melhor aproximacao para obter uma precisao desejada com

o minimo tempo de computacao.

O primeiro factor a ter em conta na escolha do método a utilizar diz respeito
a ordem de convergéncia. (Quanto maior for esta ordem, maior ¢ a reducao do erro

com a reducao a metade do passo utilizado.

Uma primeira observacao dos resultados obtidos leva a concluir que quan-
to maior for o grau das splines polinomiais utilizadas maior é a ordem do método,
pelo que poderia parecer conveniente escolher splines polinomiais do maior grau
possivel. No entanto, o aumento do grau das splines polinomiais obriga, como ja
vimos, a uma maior exigéncia na regularidade das funcoes a aproximar, o que limita
a aplicabilidade dos métodos nas situagoes reais. Por outro lado, quanto maior for o
grau das splines polinomiais maior é a complexidade do algoritmo a utilizar, o que
conduz a maiores tempos na deducao dos métodos e maior probabilidade de cometer

erros quer na sua dedugao quer na sua implementacdo em computador.

As figuras 3.18 e 3.19 permitem determinar, para cada método, qual o erro
relativo para um dado tempo de computacao. O tempo de computacao é funcao
do passo, dado que ao reduzirmos o passo a metade estamos, aproximadamente,
a duplicar o tempo de célculo; pois os métodos sao constituidos por um ciclo que
¢é executado tantas vezes quantas o numero de pontos da rede. Por esta razao
encontramos em abcissas o logaritmo base 2 do tempo. Por outro lado, as ordenadas
medem o erro relativo do método? pelo que a inclinagiao dos segmentos de recta sao

uma medida da ordem de convergéncia.

A figura 3.18 representa o desempenho dos métodos de colocagao nos es-
pacos Sy (Zy), Sy (Zn) e S7'(Zy). Estes métodos sio bem comportados, pois

Zndimero de algarismos significativos a menos de um factor constante.
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Ordens de convergencia
alfa=4.5 miu=1.5

Ordem de convergencia

Pontos (tn)

—=— euler —*— trapezios —*— S1: radau li(log)
—8- Sl:radau ll —%— simpson —&— S2:radau Il

Figura 3.17: Ordens de convergéncia para varios métodos de colocagao em S’T_ Y Zn).

obtemos rectas quase perfeitas, pelo que € licito supor que obteremos precisoes cada
vez mais elevadas sempre que diminuirmos o passo (até atingirmos a unidade de

arredondamento do tipo de dados em virgula flutuante utilizado).

A figura 3.19 representa também o desempenho dos métodos de coloca-
cdo em Sy !(Zy). Estes métodos apresentam um comportamento regular apenas
para valores de h relativamente grandes. Para valores de h pequenos estes mé-
todos comecam a ser penalizados por erros de arredondamento elevados devido a
necessidade de resolver, em cada passo, sistemas matriciais. Por oposi¢ao, os méto-
dos mais simples, como o de Euler, permite aproveitar a capacidade de representacao

da méquina devido a simplicidade dos cédlculos efectuados.
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Desempenho
alfa=6.5 miu=1.5 ponto=2.0

log10 (erro relativo )

10 -8 6 4 2 0 2 4 6
log2 (tempo(seg.) )

—=— euler —+— medio % direita
—&- trapezios > Sl-radau —&— Sl-gauss

Figura 3.18: Desempenho dos métodos de colocacio em S;'(Zy), Sy (Zy) e
Si Y (Zy).

Desempenho
alfa=6.5 miu=1.5 ponto=2.0

log10 ( erro relativo )

0 -8 6 4 2 0 2 4 6
log2 (tempo(seg.) )

—=— euler —+— trapezios —*— Sl-radau
—&~— simpson —*— S2-radau —&— S2-gauss

Figura 3.19: Desempenho de vérios métodos de colocacio em S-1(Zy).



Capitulo 4

Aceleracao de Convergéncia

A anélise numérica, quando utilizada quer em engenharia quer na matema-
tica aplicada, trabalha frequentemente com sucessoes e séries. Estas sao produzidas
por métodos iterativos, técnicas de perturbacao, procedimentos de aproximagao de-
pendentes de um parametro, etc. Muito frequentemente, na pratica, essas sucessoes
ou séries convergem tao lentamente que tornam o seu uso desinteressante. E por
esta razao que os métodos de aceleracao de convergéncia tém sido estudados com
grande interesse desde ha varios anos em diversos dominios de aplicagao (ver [3] e
[2]). Estes métodos baseiam-se na ideia de extrapolagdo e conduzem, em muitos
casos, a solucao de problemas que seriam de outra forma insoluveis. Os métodos de
extrapolacao constituem, presentemente, uma area particular na analise numérica
tendo ligacoes com muitas outras dreas importantes, tais como fracgoes continuas
(ver [4]) ou métodos de projeccdo entre outros. Eles também constituem a base de
novos métodos para a solucao de diversos problemas. Os métodos analiticos tém-se
tornado cada vez mais importantes na matematica aplicada e na analise numérica,

sendo de esperar que os métodos de extrapolagao venham a ter um uso generalizado.

73
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4.1 Introducao

Apesar da crescente eficiéncia dos computadores e dos algoritmos numé-
ricos utilizados, as exigéncias de precisao impostas por muitas aplicagoes praticas
sao tais que o desenvolvimento actual ainda nao permite alcangar. Desta forma,

procurou-se obter algoritmos simples e gerais para ultrapassar este problema.

Um grande nimero de métodos utilizados em andlise numérica e em ma-
tematica aplicada sao métodos iterativos. Infelizmente, na pratica, verifica-se que
estes métodos convergem lentamente o que torna desaconselhdvel o seu uso. Por

esta razao é frequente recorrer a métodos de aceleracao de convergéncia.

Em muitos problemas de andlise numérica a precisao de uma solu¢ao nu-
mérica é proporcional a uma poténcia do parametro da rede h. Os métodos menos
dispendiosos sao aqueles em que a precisao € proporcional a primeira ou segunda

poténcias de h.

No inicio do século, Richardson formulou um método completamente novo
para aumentar a precisao das solug¢oes numéricas dos problemas lineares. Ele intro-
duziu um meio que permite construir algoritmos usando solu¢oes numéricas com
varios parametros de aproximacao distintos. Combinando de certa forma estas
solugoes ele conseguiu obter maior precisao. Esta é a ideia base para a construgao
de algoritmos numéricos para diversos problemas ligados as equacoes diferenciais e,

posteriormente, generalizada aos problemas de equagoes integrais.

Quando se desenvolvem algoritmos simples e econémicos, 0 comportamento
da solucao é de grande importancia, sendo a classe de fungoes a que a solugao per-
tence critica para a aproximacao. Na maioria das situacoes trabalhamos com um
conjunto de dados que permite determinar o espaco funcional da solugao. O uso
desta informacao inicial é essencial para a procura da classe de funcoes a qual a
solugao pertence e, consequentemente, a escolha do método de aproximacao. Supon-
hamos que a solucao de uma certa equacao integral é obtida usando um método
numérico de primeira ordem de precisao em relacado ao diametro da rede h. Se
este método for usado com os parametros h e h/2, entao, de uma forma aproximada
podemos afirmar que a segunda solucao é duas vezes mais precisa que a primeira. Se
o parametro escolhido for /3, a solugao serd trés vezes mais precisa que a primeira,
e assim sucessivamente. Este processo de refinamento leva-nos a concluir que a pre-
cisao do resultado é proporcional ao diametro da rede. Assim, se necessitamos de um
resultado 100 vezes mais preciso que a solucao obtida com o parametro h, entao de-
veremos utilizar um diametro 100 vezes inferior. O cédlculo desta aproximacao pode

exigir um esforco de calculo tao grande que torne inviavel a aplicagdo do método.
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Isto é especialmente verdade se estivermos a trabalhar com problemas a duas ou
trés dimensoes, onde a dimensao dos vectores sera inversamente proporcional ao

quadrado e ao cubo de h.

Suponhamos que a solucao exacta do problema a resolver é suficientemente
regular. Admitamos que isso nos permite concluir que a solugdo aproximada tem
um desenvolvimento em série de Taylor, em poténcias de h. Entao, usando esse
desenvolvimento em série, pode-se provar que uma certa combinacao linear das trés
solugbes aproximadas h, h/2, e h/3 provoca um aumento considerdvel na precisao.

Neste caso, a ordem de precisao da combinacdo linear 6 O(h®). Se o pardmetro

L
10°

Note-se que sem se recorrer a tal procedimento seria necessario resolver o sistema

adimensional h for, por exemplo, a precisdo da solucdo é da ordem de 1073.
aproximado com um parametro 1073. No caso unidimensional isto conduz-nos a
uma diferenca no nimero de nés proporcional a 10%, enquanto com o procedimento
indicado utilizaram-se apenas trés solucoes com um nimero de nés proporcional a 10,
20 e 30, respectivamente. No caso de problemas bidimensionais ou tridimensionais
a comparacao é ainda mais gritante. Podemos assumir que quanto maior for a
regularidade das solugoes exacta e aproximada maior sera o grau de precisao a que

poderemos chegar.

4.2 Aceleracao de Convergéncia

Seja (S,) uma sucessao de nimeros (reais ou complexos) que converge para
S. Iremos transformar a sucessao (S,) noutra sucessao (7;,) e denotar por T essa
transformagao. Suponhamos que a nova sucessao (7},) satisfaz, pelo menos para al-

gumas classes particulares de sucessoes convergentes (S,,), as seguintes propriedades
(ver [3] pp. 1-2):

1. (T},) converge para o mesmo limite que (S,), ou seja, a transformacao T é regular

para a sucessao (Sy).

2. (T,) converge para S mais depressa que (S, ), isto é, lim,, % =0, ou seja, a
transformagao T acelera a convergéncia da sucessao (S,), por outras palavras,

a sucessao (T,,) converge mais rapidamente que (Sy).

Em geral estas propriedades ndo se verificam para todas as sucessoes con-
vergentes (S,). Mais precisamente, foi provado, por Delahaye e Germain-Bonne,

que nao existe uma transformacao universal 7' capaz de acelerar todas as sucessoes



AL AL 1 X4 UAJNJS I. ﬂUJ_J.LJJ_IJ.l,ﬂyﬂ\/ A4 NSNSALNY ¥V AL U AL LY /ALl L LIS

convergentes. Mesmo quando nos restringirmos a certas classes, como por exem-
plo a classe das sucessoes monotonas, este resultado continua a ser valido. Por
conseguinte, é sempre interessante encontrar e estudar novas transformacoes de
sucessoes uma vez que, de facto, cada uma delas estd apta a acelerar a convergéncia

de certas classes de sucessoes.

E de salientar que transformacoes nao lineares de sucessoes tém usualmente
melhores propriedades de aceleracdo que as lineares (elas aceleram classes maiores
de sucessoes) mas, por outro lado, elas nem sempre transformam uma sucessao
convergente noutra sucessao convergente e, no caso de ser convergente os limites
podem ser distintos. Por exemplo, no processo de Aitken (4.1), se (7},) converge,
entdo o seu limite é o mesmo que o limite da sucessdo (S,), mas pode acontecer que

apesar de (Sy,) convergir (7;,) possa ter dois pontos de acumulagao distintos.

Exemplo 4.1 Processo de soma (transformacdo linear)

_ Sn + Sn—i—l

Tn Y
2

n=20,1,...

Neste caso obtemos um valor mais exacto de S a partir de S, e Sy, 11. Quais serdo

as sucessoes cuja convergéncia este processo acelera ? Escrevendo

Tn—S_1(1+Sn+1—S)

S, —S 2 S, — S
observamos que
I T,—S 0
im =
n— 00 Sn -9 ’
se e 80 se g g

donde concluimos que, a classe de sucessoes que esta transformacao acelera, é muito
restrita.

Exemplo 4.2 Processo A? de Aitken (transformacdo ndo linear)

Sy X Spio — 82
= On X2 Tl g (4.1)

T, :
Sn+2 - 2Sn—|—1 + Sn

A classe de sucessoes que este processo acelera € o conjunto das sucessoes tais que
eriste A € [—1;+1] tal que
Spi1— S
lim =t 2
nooco G — G

Observa-se que esta classe contém a do exemplo anterior.

—A.
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Uma questao a ser posta é como construir transformacoes de sucessoes.
Uma forma é descobrir uma transformacao a partir do seu nicleo, ou seja, do con-
junto de sucessoes para as quais 1S tal que Vn > N, T, = S. O interesse em falar
do conceito de niicleo vem do facto de que se uma sucessao pertencer ao nicleo de
uma transformagao entdo essa transformacao consegue acelera-la. Observamos que
se a sucessao a ser acelerada pertencer ao nicleo da transformacao usada entao, por

construcao, iremos ter Vn > N, T, = S.

Exemplo 4.3 No caso do processo de soma torna-se simples concluir que o nicleo

¢ o conjunto das sucessoes da forma
Sp=S+a(-1)", (4.2)

onde a € um escalar. Para o processo de Aitken o nicleo é o conjunto das sucessoes
da forma
Sp =8+ a\", (4.3)

onde a e A sdo escalares com a # 0 e A # 1. Por conseguinte, o nicleo do processo
de Aitken contém o nicleo do processo soma. Observamos que os nicleos dependem

de vdrios pardmetros, S e a no primeiro caso, S, a e A(# 1) no segundo.

Existe um outro problema que deve ser mencionado neste momento. Quan-

do usamos o processo de Aitken, o calculo de 7, usa S, Sp11 € Spi2. Para algumas

T—S _ . Th—S . Th—S
=5 = 0 e que lim,, 5,5 o5 ou lim,, o 5.5°5

sejam diferentes de zero. Em particular se lim,_, % = 0 entao (7;,) obtida

pelo processo Aitken converge mais depressa do que (S,) e (S,41) mas nem sempre

sucessoes € possivel que lim,,_,

mais depressa que (S,.2). Por conseguinte, no estudo de uma sucessao de transfor-

magoes, serd melhor observar a taxa ST:‘L% onde S, é 0 termo com maior indice
n
usado no calculo de 7;,. Contudo tem de ser salientado que
T,—S _TH—S>< Sp— S o XSn+k_1—S
-_— ... 7’
Sn+k -5 Sn -8 Sn-i—l -5 Sn-Hc -8
0 T.-5 tend Sni1=5 g dif d
que mostra que se g"—Z tende para zero e se ~z= == ¢é sempre diferente de zero
n n
e ndo tende para ele, entdo a taxa % também tende para zero. Na prética,
n
Spnt1—S

a exclusao do caso em que o limite de ¢é nulo, nao é uma restricao severa

Sn—S
uma vez que, neste caso, (S,) converge suficientemente rdpido e nio precisa de ser

acelerada.

Claro que, usualmente, S é o limite da sucessao (.S,) mas este nem sempre
é 0 caso e a questao precisa ser estudada. Por exemplo, no processo de Aitken, S é o

limite de (S,) se |A| < 1. Se |A| > 1, S, diverge e S é frequentemente chamado o seu
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anti-limite. Se |A\| = 1, (S,) ndo tem limite nenhum ou apenas toma um conjunto

finito de valores distintos e S é, neste caso, a sua média aritmética.

As duas expressoes (4.2) e (4.3) ddo uma forma explicita das sucessoes
que pertencem aos nicleos das transformacgoes. Por esta razao iremos chamé-las
as formas explicitas do ntcleo. Contudo o ntcleo pode também ser dado numa
forma implicita, isto é, por meio de uma relagao que se verifique ao longo de termos
consecutivos da sucessao. Para a primeira transformacao, é equivalente a escrever
que, Vn

Sp+1— 8 =—(S, = 95),

enquanto que, para o processo de Aitken, nés temos Vn

St — S = A(S, — S).

Uma equacao as diferencas como esta é chamada a forma implicita do
nicleo porque ela ndo da directamente (isto é, explicitamente) a forma das sucessées
pertencentes ao nucleo mas apenas implicitamente como a solugao desta equagao
as diferencas. Resolvendo esta equacao as diferencas obtém-se a forma explicita
do nucleo. Claro que, ambas as formas sao equivalentes e dependem dos mesmos

parametros.

4.3 Meétodos de Extrapolacao

Vamos ver como construir uma transformacao de sucessoes 1" a partir do
seu nucleo. Pode acontecer também que tenhamos que encontrar o nicleo a partir
de uma dada transformagao para descobrirmos quais as sucessoes que ela acelera,

mas em geral isto é muito mais dificil.

Sejam S, ai,...,ap, os parametros desconhecidos dos quais depende o nu-
cleo da transformagao T. Sabemos que a forma implicita do nicleo depende destes
parametros e consiste numa relagao ao longo de termos consecutivos da sucessao,

isto é, uma relagao da forma
R(Sn,...,Sn4q,5) =0, VneN, (4.4)

que deve ser satisfeita Vn, se e s6 se (S,) pertence ao niicleo kr da transformagao
T.

As definigoes seguintes foram baseadas em [3] pp. 5:
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Definicao 4.1 Nicleo de uma Transformacgdo — kr

Uma sucessao S, pertence ao nicleo de uma transformacao de sucessoes T’

se e s6 se a sucess@o verifica a relagdo (4.4). O

Definigao 4.2 Método de extrapolacao

Uma transformagao de sucessoes T : (S,) — (1,,) é um método de extrap-
olagao se € tal que Vn > N, T, = S se e s6 se (Sp) € kp. O

Sejam Sy, Sp41, - - - ; Sntptq dados, dependentes dos parametros desconheci-

dos ay, ..., a,, e seja (z,) € kr a sucessdo satisfazendo as condi¢des de interpolagao
;=8 t=n,...,n+p-+q.
Entao, se (z,) pertencer a kp, ela satisfaz Vi
R(ziy ..., %itq,S) = 0.
Mas devido as condigoes de interpolagao também temos
R(Si,...,Si+g:S) =0, i=mn,....,n+p.

Isto é um sistema de (p+1) equagdes com (p+1) incégnitas S, ay, . . ., a, cuja solucdo
depende de n. O valor que pretendemos encontrar ¢ S logo basta-nos resolver este

sistema para o obter e iremos denotd-lo por Sy ,.

Para resolvermos o sistema anterior temos que garantir a existéncia e uni-
cidade de solugao. Para isso assumimos que a derivada de R em relacao a dltima
variavel é diferente de zero. Assim, pelo teorema da fungao implicita, garante-se a

existéncia de uma fungao G (dependendo dos parametros ay, ..., a,) tal que
S =G(Si,---,Sitq)

parai =n,...,n+p. A solucdo Si, = S deste sistema depende de S,,..., S,k €
por conseguinte temos

Sk = F(Sn, -, Suss).

Observagao 4.1 Se (z,) € kr entdo Sk, ndo coincide com S, € apenas uma aproz-

1macao.
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4.4 Algoritmo—E

Nesta seccao analisaremos o algoritmo—E que cobre a maioria dos restantes

algoritmos de aceleragao de convergencia.

A desvantagem de um algoritmo tao genérico resulta, para cada caso es-
pecifico, numa menor eficiéncia em termos de niimero de operagoes matematicas e
exigéncias de espaco computacional, que um algoritmo particularmente adaptado a
cada caso.

A transformacao-E é a transformacao de sucessoes mais geral que se con-
hece actualmente. Ela contém, como casos particulares, quase todas as transfor-
magcoes de sucessoes conhecidas: extrapolacao polinomial de Richardson, proces-
so de soma, transformacao de Shanks, a primeira generalizacao do algoritmo—e, a
transformacao—G, transformacdo de Germain-Bonne, transformagoes generalizadas

de Levin, processo p e extrapolacao racional.

A transformacao—E foi obtida, independentemente, por varios autores mas
as duas formas mais gerais foram dadas por Havie e Brezinsky[3]. Ela pode ser
vista como um caso particular da generalizacao do esquema de Neville-Aitken para

o cdlculo recursivo de interpolac¢des polinomiais.

A transformagao—E baseia-se na seguinte relacao R que é valida para qual-

quer valor de n
Sp— S —a1gi(n) —...—aggr(n) =0,

onde os g;(n) sao sucessoes auxiliares dadas que podem depender de alguns termos
da prépria sucessao (S,). Por outras palavras, assume-se que se (S,) pertencer ao

nicleo da transformacao-E, entao
Sp—S=a191(n) + ...+ argr(n). (4.5)

Escrevendo esta relacao para os indices n,n + 1,...,n + k e resolvendo o sistema

obtido em ordem a incégnita S, obtém-se

Sy o So
gi(n) ... g1(n+k)
g ge(n) ... gr(n+k) (4.6)
1 1
g(n) ... gi(n+k)
g(n) ... ge(n+k)
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Se (S,) ndo pertencer ao nicleo, entdo o quociente (4.6) depende de k e de n e

representa-se por E,(C") .

O nicleo desta transformagao é definido pelo teorema seguinte, o qual se

encontra em (3] pp. 57:
Teorema 4.1 Vn, E,ﬁ”) =S seesdseVn, Sy =S+aig1(n)+ ...+ agge(n).O

Claro que se assume que o denominador de E,in) ¢ diferente de zero. Também é bom

referir que o nicleo da transformacgao Fj : (S,) — (E,(cn)) depende das sucessoes

auxiliares ¢1,...,gx. Assim, se a ordem de g¢i,...,9; é alterada, os nucleos das
transformacoes FE1, F», ..., Ex_ 1 virao alterados em conformidade, mas Ej ficard
inalterado.

Sucessoes da forma

S+aifi(n) + ...+ apfp(n)

Sp = )
L+ aphi(n) + ... + apighe(n)

com k = p+ g também estao incluidas no nicleo Ej uma vez que a relacao pode ser

reescrita na forma
Spn=S+afi(n)+ ...+ apfp(n) — aps1Sphi(n) — ... — apigSnhg(n)

ou
Sn =5+ agi(n) + ...+ arge(n),

com g;(n) = fi(n) parai=1,...,p e girp(n) = Sphi(n) parai =1,...,q.

A escolha de gq;—1(n) = fi(n), goi(n) = Sphi(n) para i = 1,...,p quando
p = g pode ser igualmente feita, ou a escolha g;(n) = S,h;(n) parai =1,...,q e
Gi+q(n) = fi(n) para i =1,...,p, ou qualquer outra escolha. Assim, varias escolhas
conduzem a valores diferentes de E'i(") para ¢ = 1,...,p + ¢ — 1 mas ao mesmo
valor de E,(,Tq para i = 1,...,p+ g — 1. Uma ordenacao diferente dos g; produz
transformacoes intermédias F; com ntcleos diferentes e, portanto, esta ordem pode

ser importante e adaptada as necessidades de cada caso particular.

A transformacdo—E inclui os seguintes casos particulares:

Processo de extrapolagao de Richardson g; = z¢, onde (z,) ¢ uma sucessao

auxiliar.
Transformac¢ao—G ¢;(n) = z,4,—1 onde (z,) é uma sucessdo auxiliar.

Processo de soma g;(n) =z onde (z,) é uma sucessio auxiliar.
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Transformacado de Shanks g;(n) = AS, ;1.
Transformagio de Germain-Bonne g;(n) = (AS,)".

Transformacgio generalizada de Levin ¢;(n) = 15 'AS, /y, onde (z,) e (yn)

Sao0 sucessoes auxiliares.

Primeira generalizagdo do algoritmo— ¢;(n) = R'(S,Ax,)/Az, onde (z,) é

uma sucessao auxiliar e R o operador diferenca que generaliza A é definido

Ry v
k+1,, n\l _ pk n
R UR—A<Axn) RA(A:E,L)

por

onde v, = S, Az,.

Processo p ¢1(n) = z, e gi(n) = AS,;— para i > 2 onde (z,) é uma sucessdo

auxiliar.
Extrapolagio racional de Thiele g;(n) = 2!, parai = 1,...,p, girp(n) = Spz!,
parai=1,...,p,k = 2p onde (z,) é uma sucessdo auxiliar.

O algoritmo recursivo que permite calcular os nimeros E,g") para todo o k

e n sem calcular os determinantes envolvidos na sua definicao (4.6), é o algoritmo-E

cujas regras normais sao

E()n) == Sn, 77,:0, ]_’...
9(()7,11) = gin), n=0,1,...; i=1,2,...
Entao para k=1,2,...en=20,1,... temos

E(n+1) _ gp(n)
_ k-1 k—1 (n)
v _ ) Ikt
k—1,k — k—1,k

B = B

onde os g,(;i)l r S0 quantidades auxiliares calculadas recursivamente através de
b

(n+1) (n)

n n Jr—2k — Jk-2k n
gl(c—)l,k: = 91(9—)2,k NCES)) ) X gi(c—)z,lc—l-
Jk—-2k—1 — Jk-2,k—1

4.5 Método de Richardson

No principio deste século, Richardson formulou um método que permite
aumentar a precisao das solugoes numéricas dos problemas lineares. Ele introdu-

ziu um processo que permite criar algoritmos que utilizam resultados de diferentes
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aproximacoes numéricas com varios parametros de aproximacao. A ideia de Ri-
chardson consiste em aplicar um conjunto de solugoes aproximadas numa sucessao

de redes por forma a obter solucées aproximadas com maior precisao.

A teoria da extrapolagao de Richardson primeiramente foi formulada para
problemas de equacoes diferenciais lineares e mais tarde generalizada; ela pode por
exemplo ser aplicada a equagoes integrais lineares desde que se facam as devidas
alteracoes.

O processo de extrapolagao de Richardson é o caso particular do algoritmo-

E em que a sucessao a ser transformada pode ser aproximada por uma expressao da
forma

Si =8+ ai(x;) + ag(z)® + ...+ apm(z)™, (4.7)

onde (z;) é uma sucessdo auxiliar, de nimeros reais, tal que z; # x; para i # j, ou

seja, a relagao (4.4), neste caso, é a seguinte:

Si — S —ai(z;) — ag(x3)? — ... — ap ()™ = 0.
Escrevendo a relacao anterior para ? = n,n + 1,...,n + m obtemos um sistema de
(m+1) equacoes a (m—+1) incédgnitas, S, a1, ag, . .., an. Se (S;) satisfizer a igualdade

(4.7), Vi € R, entao resolvendo este sistema obtemos a solu¢ao

Sy o Spem
In e fL‘n+m
m m
n n+m
S = . —r (4.8)
Tp - Tp+m
m m
an e xn—|—m

onde o quociente (4.8) ndo depende de n nem de m. No caso de (S;) ndo satis-
fazer (4.7) exactamente, a grandeza do segundo membro de (4.8) j4 depende de n
e m e passamos a representd-la por S, ,,,. Consequentemente, podemos afirmar que
Spm = SVnseesése S, = S+ai(z,)+aa(zn)?+. .. +am(z,)™, ou seja, S, pertence

ao nucleo da transformada T, kr, se e s6 se S, satisfizer (4.7).

4.5.1 Construcao do Algoritmo

Observamos que o cédlculo de S, ,,, necessita do calculo de dois determinan-

tes de dimensdo (m + 1) o que, como sabemos, involve cerca de 2(m + 1)(m + 1)!
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multiplicacoes; por exemplo para resolvermos um sistema de 7 equagoes temos cerca
de 70560 multiplicacoes. Mesmo que consigamos um computador que faca os calculos
num tempo razoavel nao podemos fugir aos erros de arredondamento que vao afectar
grandemente o resultado. Para evitar o calculo destes determinantes vamos construir

um algoritmo recursivo para resolver o sistema que nos propomos resolver.

A ideia da construcao do algoritmo é, a partir de varias aproximagoes difer-
entes de S, obter uma aproximagao mais precisa desta grandeza. Isto é conseguido

eliminando o termo em (x;)* na expressao

S = Sz — Z aa(acz-)o‘, (49)
a=k
onde (z;) é tal que z;,; = r*z; com 0 <r <lek=1,2,... (em geral r = 1/2 e

Sejam S, e S, as duas aproximagoes referidas, entao

m

S=5,— Z ao(2n)%,

a=k

m

S = Sn—l—l - Z aa(xn—i-l)a-

a=k

Multiplicando a primeira equacao por z,,, € a segunda por z, obtemos

m
xn—l—kS = xn—l—kSn - Z aa(xn)axn—kka
a=k
m
TnS = T Spy1 — Z o (Tni1)“Tp-
a=k

Subtraindo as duas equacgoes anteriores vem

m

(xn - xn—l—k)s = ann+1 - xn+kSn - Z a'a[(xn—kl)axn - (xn)axn—l—k]a
a=k

ou seja,

S = ann—{—l - mn—l—kSn = (-rn—f—l)axn - (xn)axn—}-k
— - aa :
a=k

Tn — Tn+k Tn — Tn+k

Mas como Z,,x = ¥z, obtemos
k

m
g TnSni1 — TonikSn r®*—r o
= — E Qo3 (zn)“.
Tp — Tntk = 1=

Observamos que o termo em (z,,)* é nulo logo,

S = Sk,n - Z ba(xn)aa

a=k+1
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onde
k

r¢ —r
1—rk’

_ xnsn—kl - xn—HcSn

bo = aq

Skn

I

Tp — Tk

Sk,n € a aproximacdo de S que satisfaz (4.9), com a diferenca de que o desenvolvi-
mento do erro comega em (z,)*! em vez de (z,)*. Por conseguinte somos tentados
a pensar que Si, aproxima melhor S que S, e Sp4;. E de salientar que, para
obtermos uma nova aproximacao de S, nao necessitamos de conhecer os coeficientes
a, mas apenas k e as duas aproximacoes donde partimos. Sendo assim, definindo

So.m = Sm param = 0,1, 2, ..., obtemos o seguinte algoritmo

Sosm = S, m=0,1,2,... (4.10)

Sk_ — Sk_
Spm = —mkzlmit 7 ImkOklm g 9 om=0,1,2,... (4.11)
Tm — Ttk

Observagao 4.2 Observamos que Sy, € o valor, no ponto zero, do polindmio inter-
polador P(z), de grau < (m — k + 1), que satisfaz P(Zpm+;) = Smt4,7 =0,1,..., k.
E de salientar que a expressdo anterior nao € mais que o algoritmo de Newville-
Aitken no ponto x = 0. Sendo assim, o processo de Richardson ndo é mais do que

a extrapolacdo polinomial no ponto zero.

Observagao 4.3 Prova-se que as quantidades Sy, sao de facto as dadas pela razdo
de determinantes (4.8).

4.6 Existéncia de Desenvolvimento Assimptdtico

Nesta sec¢ao consideramos um problema, que é um caso particular do prob-
lema abstracto estudado por Marchuk [34], e enunciamos condicoes suficientes para

a existéncia de desenvolvimentos assimptéticos, do erro u”

— Y, quer em poténcias
inteiras, quer em poténcias fracciondrias, do diametro da rede h. Observe-se que o
desenvolvimento em poténcias inteiras é do tipo (4.12).

Sejam y e u”

as solucodes exacta e aproximada de um certo problema. Supo-
nha-se que u”, obtida através de um algoritmo finito dependente de um parametro
h > 0, converge para y quando h — 0. Suponha-se ainda que a solucao aproximada
u™ possui um desenvolvimento assimptético em poténcias do didmetro da rede h, do

tipo:

u =y +vih b+ Funh™ 40" com ||n"|| = O(R™P), (4.12)
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onde vg, k =1,...,m nao depende de h.

Este desenvolvimento forma a base da extrapolacdo de Richardson (ver
seccdo 4.5): O valor pretendido u° := limy,_,o u" = y é aproximado por extrapolagao

a partir de vérios valores u™, h, > 0.

Nesta secgao consideramos um problema, que é um caso particular do prob-
lema abstracto estudado por Marchuk [34] pp. 16, e enunciamos condi¢des suficientes
para a existéncia de um desenvolvimento assimptético do tipo (4.12), e de um mais
geral que é um desenvolvimento assimptdtico em poténcias nao inteiras do tipo
(4.22). Toda a andlise feita foi baseada em Marchuk [34] pp. 16-24.

Seja I := [a,b] um intervalo fechado em R. Considere-se que pretendemos

resolver o problema (tipico na fisica matemaética):
Ly=g em I, (4.13)

onde L é um operador linear integral e as fungoes y e g sao definidas em I.

Nos espacos lineares de func¢oes definidos nestes conjuntos iremos introdu-
zir as classes de fungées Py (I) e My(I) que irdo depender de um parametro inteiro
k > 0. Geralmente estas classes caracterizam a regularidade do segundo membro
da equacao e da solucdao. A sua definicao, para um dado problema, depende dos

resultados conhecidos de existéncia de solugdo.

Posto isto comecemos com uma condicao de existéncia e unicidade:

Condigao 4.1 Para todo o inteiro k, 0 < k < m, e toda a fun¢io g € My(I) existe
uma solugdo tinica y € Py(I) de (4.13).0

Para encontrarmos a solugdo numérica de (4.13) introduzimos a rede I, C
I,
[, :a=1t <t <...<tN:b,

onde t, = a+nh, n =0,1,..., N. Observe-se que a rede depende do parametro
variavel h, que pode ser tao pequeno quanto se queira. Iremos procurar uma so-
lucao aproximada no espago de funcgoes rede, isto é, funcoes de variavel discreta
definidas nos nos da rede. Considere-se o problema aproximado através do uso de

um determinado método numérico
Lyu" =g em T, (4.14)

onde L;, é um operador linear algébrico e u” é a fun¢io rede que aproxima a solucio

y da equacdo integral inicial em II,. Consideremos a norma ||.||i1,, definida por

1Yl := jmax ly(t,)]. (4.15)

0<n<N
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Iremos agora enunciar uma condigao de estabilidade em termos destas nor-

mas caracterizando a solubilidade de (4.14) e a estabilidade da sua solugao.

Condicao 4.2 Se a funcdo rede ¥" estd definida em 11, e é uma solucio do prob-

lema
Ly = ¢" em T1I,, (4.16)

onde ¢" é uma funcdo rede com dominio de definicdo I, entdo verifica-se a esti-

mativa
19" |, < ¢ (||gh||nh) ; (4.17)

onde ¢ € uma constante real positiva que nao depende de h. O

Observe-se que a existéncia de uma soluc¢ao tinica de (4.14) resulta de (4.17).
Sabemos que, para cada g, o problema (4.14) tem uma solugao tinica se o problema
homogéneo correspondente, L&, = 0, tem apenas a solugao nula. Mas se consider-
armos o problema homogéneo e aplicarmos (4.17) concluimos que ||£" |1, = 0, donde
" =0 em II,,.

Resta-nos enunciar a condicao de consisténcia que estd directamente rela-
cionada com a aproximacao de operadores de dimensao infinita através de operadores

de dimensao finita.

Condigao 4.3 O desenvolvimento

k
Lyp=Lo+> haj+o" em I, (4.18)

Jj=1

¢ vdlido para toda a fungio ¢ € Py(I), onde 0 < k < m. As func¢ées a; sdo

independentes de h, a; € My,_;(I), e o termo restante o™ verifica a estimativa
lo" ||, < erhF T2, (4.19)

onde a constante c; € independente de h, e B ¢é independente de h, k e ¢. O

Estas condigoes levam-nos a obter desenvolvimentos idénticos a (4.18) para

a solucdo aproximada u” de (4.14).

Teorema 4.2 Suponhamos que as condi¢des 4.1, 4.2 e 4.3 se verificam para (4.18),

e (4.14) e g € My, (I). Entdo a solucio aprorimada u® tem o desenvolvimento

" =y+ > Koj+n" em I, (4.20)

=1
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As fungdes v; sio independentes de h, v; € Py_;(I), e o termo restante n* verifica

a estimativa
17", < e2h™*7, (4.21)

onde a constante co € independente de h. O

A demonstragao deste resultado encontra-se em [34] (pp. 18). Foi dito anteriormente
que o desenvolvimento (4.20) do teorema 4.2 é a base do método de extrapolagio de
Richardson. Com efeito, iremos usar este desenvolvimento para melhorar a precisao
das solugbes aproximadas de (4.14). Suponhamos que as condic¢oes do teorema 4.2

sao satisfeitas para um conjunto de redes (2, com parametros
hi1>hg>...> hyper >0.

Iremos assumir que estas redes tém intersec¢ao nao vazia, isto €,

m+1

k=1

De acordo com a condi¢ao 4.2 o sistema (4.14) tem uma solugao tnica para cada
valor do pardmetro h = hy,. Iremos denotar esta solucio por u*. Se u, definida em
[Ty, for a solugao extrapolada através do método de extrapolagao de Richardson,

entdo ela tem maior grau de precisio do que cada u"*:

Teorema 4.3 Suponhamos que as redes Il com pardmetros hy > hy > ... >
hmi1 > 0 satisfazem as condicoes do teorema 4.2 com a norma uniforme, para

funcoes rede definidas em 11y,
[vllm, = max jv(z)]

e que se verifica a desigualdade

h

21+d1, ]{3:1,...,777,,
hi41

com a constante d; > 0 independente de hy. Entdo se 1y for uma interseccdao nao

vazia destas redes verifica-se a estimativa

max [uf — y| < doh TP,
1Ip,

onde uf! é a solucdo extrapolada através do método de Richardson, y é a solucdo da

equagdo integral (4.13) e dy € uma constante independente de hy. O
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Acontece por vezes que o desenvolvimento (4.18) contém poténcias nao
inteiras de h. Isto faz com que nao seja garantida a aceleragao de convergéncia
utilizando o método de Richardson. Contudo podemos recorrer ao algoritmo-E. Por
conseguinte ir-se-4 modificar a condi¢ao 4.3 quando ocorrem poténcias nao inteiras
de h e ir-se-a provar o teorema, correspondente sobre a existéncia de desenvolvimento

assimptético do erro u® — y.
Condicao 4.4 O desenvolvimento
Pq
Ly = Lo + Z hj/qa]- +o" em I,
j=1

¢ vdlido para toda a funcio ¢ € CPYl, p e q sdo inteiros tais que p > 0 e q > 1,
1> 1 e as funcoes a; sao independentes de h, a; € CP7I(I), e o termo restante o"
verifica a estimativa

0", < esh?*!

onde a constante cz € independente de h, p, q e ¢.0

O teorema seguinte é uma generalizacdo do teorema 4.2 e permite obter desenvolvi-

mentos, por exemplo, no caso de y = 1/2, do tipo
uh =Y+ Ulh + U1/2h3/2 + U2h2 + ...+ O(hp-f—l).

A sua demonstracgao é feita com base na demonstracao do teorema 4.2 em [34] pp.
18-20.

Teorema 4.4 Suponha-se que as condi¢oes 4.1, 4.2 e 4.4 se verificam para (4.18),
e (4.14) e f € Mnp(Q) e g € Nyu(D). Entdo a solugio aprozimada u® tem o
desenvolvimento assimptotico

Pq
uh =y + 3" K+t em T, (4.22)
7j=1
onde as funcgoes v; sio independentes de h, v; € P,_;j := CP7IT(I) e o termo

restante n®* satisfaz a estimativa

17"l < esh?t
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Demonstragdo Sejam v; € CP~9t(I), j = 1,...,p, um conjunto arbitririo de
funcoes independentes de h. Usando estas funcoes e as duas solucoes y e u” defina-
se a funcao rede
Pq
ni=ut—y =3 hil%y; em I, (4.23)
j=1

h

Resolvendo (4.23) em ordem a u” e substituindo a expressao resultante na equacao

(4.14) obtém-se
Py
Lyy+ Y W/9Lyv; + Lyn" = g, em I, (4.24)
j=1
Usando a condicao 4.4 podemos escrever os desenvolvimentos

Pq
Lyy =g+ Z hz/qao,i + Jg em I, (4.25)

i=1

(P—j)a
Lyvj = Lv;+ > h'%,,; + U;-l em 1, (4.26)
i=1
onde

a;; € CP77(I) (4.27)

sao independentes de h e os termos restantes satisfazem
h 1-j
o llm,, < ¢jahP*H, (4.28)

com c;; independentes de h. Recorrendo as equagdes (4.25) e (4.26) podemos escr-

ever (4.24) na seguinte forma:

pqg pg  (p—Jlg pq
g + Z h]/qLUj + Z h]/q Z hl/qaj’i + Z h]/qO';-l + Lhnh =g, Hh. (429)
j=1 j=0 i=1 j=0

Definindo &, := Y52, hi/90" e usando (4.28) obtém-se
16" |, < esh?*, (4.30)
onde

pPq
s = Z Cj1-
j=1

Reordenando os termos dos somatdrios em (4.29) podemos obter

P J
Z hj/q (ij + Z aji,i> + fh + Lhnh = 0, em Hh- (4.31)
j=1 i=1
onde &" satisfaz (4.30) para um conjunto arbitrario de fungoes v; € CP7F(I) e
com 7" definida pela igualdade (4.23). Sendo assim podemos escolher as fungdes v;,

7 =1,2,...,p, de tal modo que satisfacam as equacoes

J
L’Uj = — Zaj_m- em 1. (432)

=1
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Por conseguinte, por exemplo, a funcao v; é obtida a partir de
Lv, = —ag; em 1.
Conclui-se, utilizando (4.27), que ag; € C? *(I). Consequentemente, pela condigio

4.1, vy é definida de forma tinica e pertence ao espago CP~1(I).

Agora suponha-se que as fung¢des v; € CP7J(I) foram determinadas para
j=1,...,k onde 1 <k < p. Entdo, uma vez que a condigdo 4.3 se verifica, (4.26)
é valida para j = 1,...,k e satisfaz (4.27). Para j = k + 1 em (4.32) temos

k+1
LU]H_l = — Z Qk—i+1,5 €M I, (433)
i=1

onde, atendendo a (4.27), o segundo membro da equagdo pertence a CP~F~1(I).
Uma vez que a condigao 4.1 se verifica, segue que (4.33) tem solugdo tnica vg,; €
CP=*=1(I). Note-se que v,; nido depende de h porque nem o operador L, nem o

segundo membro da equacao dependem.

Sendo assim, apresentdmos uma forma de construir as fungoes
v; € CPI(I), independentes de h, j = 1,...,p. Estas funcdes v; satisfazem (4.31)

com &M verificando (4.30), e a partir de (4.32), as relagdes (4.31) assumem a forma

Lyn" = —¢" em I.

Uma vez que se verifica a condicao 4.2, dela resulta que

17" |, < ell§" [l -

Usando (4.30) obtém-se
17" I, < e,
onde ¢4 = ccs.
A partir de (4.23) obtém-se
pq
u' =y + 3 W+t em T,
j=1

com as propriedades desejadas, o que conclui a demonstragao.O
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4.7 Aplicacao ao Problema

O problema que estudamos neste trabalho, que é de grande interesse e
importancia do ponto de vista das aplicacoes, fornece resultados que podem ser
extrapolados em relacao ao diametro da rede. As equagoes integrais a uma dimensao,
na auséncia de condic¢oes de fronteira, sao os exemplos mais simples que podemos

utilizar para ilustrar os teoremas gerais da seccao 4.6.

Considere-se a equacao (3.7) nas condicoes do teorema 3.2. Este teorema
garante-nos que a equagio (3.7) possui uma solugéo tnica y € P,,, ou seja, a condi-
¢ao 4.1 da seccao 4.6 verifica-se para I := [0, 7] com as classes de fungoes M,,(I) =
P, (I) =V, (ver seccdo 3.1.2).

Iremos calcular a solugao aproximada com o método de Euler, apresentado
na sec¢ao 3.2.1, na rede II, := {t;, = ih,i = 0,1,...,N} com diametro de rede
h=T/N,e N > 1, N inteiro:

h H
ty) = t
u”(to) M_lgz(o)a
1 n—1
ul(t,) = gg(tn)—i—mZ((i—kl)“—i“)uh(ti), n=0,1,...,N.
i=0

Lema 4.1 Suponhamos que sdo verificadas as condi¢oes de convergéncia do método

de Euler, ou seja, go € C' e u > 1. Entdo verifica-se

12
||uh||nh S 03”93”1];, Onde C3 = ﬁ’

onde u" é a solucdo aprorimada de (3.19).

Demonstracao Sabemos que a equacao aproximada verifica
t
1Mﬂ—Am@QM@%=m@,tah,
ou seja,
tn
ul(t,) — /0 Po(tn, 8)u"(s)ds = ga(t,), n=0,1,...,N.
Aplicando a propriedade aditiva dos integrais podemos escrever

n—1

tit1
u%@:2/+mmﬂﬁ@®+ﬁm,nﬂmwwN
i=0 Yt
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Podemos entdo calcular a norma de u”, de acordo com a definicio 4.15, e vem

h —
ol = max, u"(t)

n—1

> [ patns)dsul (1) + )

=0

= max
0<n<N

Aplicando a desigualdade triangular obtemos

n—1
h
el < &%{Z

0

t;
/ o po(tn, s)dsuh (t;)
t

%

; |gg<tn>|}. (4.34)

Segue que,

tit1
/t po(tn, s)ds

i

n—1
h
", < Orglaggv{z

0

(e + \92(tn>|} S a3

Uma vez que ||u”||g, = maxo<n<y [u”(t,)| podemos escrever

— tz+1
I, < g, {0 [ )] g, el + el (039
ou seja,

A n—1 ti+1 A

41, < o £ [ paltnss)ds el + oot - (437)
Uma vez que pa(t, s) = (s/t)*/s vem

fit1 ; B p

/ti Poltn, $)ds = - (i 1) =), o> 0 (4.38)

Observamos que este integral é sempre positivo logo

0<n<N

It < g {3 [ e paslatn, + et} 439)

Atendendo a (4.38) vem

tit1 n-l 1 1
9 (tn, 8)d 1+ D =) = —.
/ﬁ malds =3 n (41 =) =
Tendo em conta o resultado anterior e o facto de que maxo<n<n [g2(tn)| = [lg2||m,
vem,
1
lu" |, < ;Huhllnh + 192/l
segue que,

uw—1
1" |, < llg2lln,
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Mas p > 1 logo (u — 1)/ > 0, por conseguinte,

|, < esllgalln,,

onde

como queriamos demonstrar. O

Sendo assim provdmos que se verifica a condicao de estabilidade 4.2 da
sec¢ao 4.6, para o método de Euler (3.19).

O nosso objectivo é aplicar o teorema 4.2 para provar a existéncia de um
desenvolvimento assimptético do erro, com a forma (4.20), no caso de o método de
Euler ser utilizado para aproximar a solugao da equacao (3.7). Aplicando a notagao

do teorema 4.2 a este caso concreto, defina-se o operador L através da igualdade:
t
Lu(t) == u(t) — / palt, s)u(s)ds, 0<t<T, (4.40)
0

onde py(t, s) é definido por (3.8). Analogamente, seja

L) = u(t) - 3 / O ot S)u(t)ds, 0<t<T, (4.41)

i=0 th
onde h =T/N.

Para verificar a condicdo 4.3 é necessario provar que os operadores, defi-
nidos por (4.40) e (4.41), satisfazem a igualdade (4.18), isto é, qualquer que seja a
fungéo ¢ € P;(I) existem funcdes a; € My_;(I), independentes de h e tais que

k
Lip=Lo+> hlaj+o" em I, (4.42)

j=1
Se considerarmos, como até aqui, as classes de fungoes P, (I) = M,,(I) = V,,(I),
onde V}, sdo os espagos definidos no teorema 3.2 (sobre existéncia e unicidade de

solugdo), a condigao 4.3 ndo se verifica para este problema.

No entanto, os resultados numéricos que sao apresentados na secgao 4.9 e
que foram obtidos com a aplicagdo de métodos de exptrapolacao, sugerem que nos
casos particulares considerados nesses exemplos, o teorema 4.2 pode ser aplicado
e existe, de facto, um desenvolvimento assimptético do erro, do tipo (4.20). Para
demonstrar teoricamente este facto dever-se-a4 considerar a equacgao em classes de
funcoes mais restritas, onde a solucao satisfaca certas condicoes suplementares. Este

problema devera ser objecto de estudo posterior.
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Observacao 4.4 A existéncia de desenvolvimento assimptotico para as regras de
integracdo no caso de funcgoes integrandas singulares foi estudado por Lyness e
Ninham [32]. Hoog e Weiss [20] obtiveram resultados andlogos para as regras de
integracao produto. Estes resultados sugerem que os erros dos métodos numéricos
para equacoes integrais, do tipo considerado nesta tese, possam ter desenvolvimentos
assimptdticos em poténcias ndao inteiras do passo h. A existéncia de tais desenvolvi-
mentos € de grande interesse prdtico visto que eles permitem utilizar o algoritmo-E

para obter aceleragdo de convergéncia [26].

4.8 Realizacao

A aceleragao de convergéncia, pelo método de Richardson, é garantida
quando se tem um desenvolvimento assimptético do tipo (4.20). Isto equivale a con-
siderar x; = h; no desenvolvimento (4.7). Por conseguinte o algoritmo de Richardson

(4.10), (4.11), surge da seguinte forma:

Som = Sm, m=0,1,2,... (4.43)
S = MmSbotmit T RmikShotm g o g 19 (4.44)
) hm _ hm+k ? 7 7 Y 7 7 7

Suponhamos que hy = 0.1 e apliquemos o0 método de Euler, & nossa equa-
¢ao, em [0,2]. O algoritmo dé-nos valores nos pontos 0.0, 0.1, 0.2, ..., 2.0. Se
aplicarmos o método de Euler com h; = hy/2 = 0.05 obtém-se os valores em 0.0,
0.05, 0.1, 0.15, 0.2, ..., 2.0. Note-se que os pontos 0.0, 0.1, 0.2, ..., 2.0, sao comuns
as duas particoes. Para acelerarmos a convergéncia, num ponto, temos de ter varias

aproximacoes desse ponto. Sendo assim faz sentido escolher, por exemplo,

hi = i=1,2,...,

?a

com hy dado. Se h; = hy/2¢ entao (4.44) resulta na forma mais simples,

g Sk—1,m+1 — 0.55Sk_1m
Foam = 1— 0.5 '

Apo6s esta simplificacao resta-nos apresentar o pseudo-codigo correspondente:

loopm=1,N
SO,m = Sm
loopk =1, N

loopm=0,N —k
S Sk—1,m+1 — 0.58Sx_1.m
k,m —
’ 1—0.5%




AL AL 1 X4 UAJNJS I. ﬂUJ_J.LJJ_IJ.l,ﬂS/ﬂ\/ A4 NSNSALNY ¥V AL U AL LY /ALl )

Cada vez que é determinado o valor de Sy, a poténcia 0.5* é calculada
duas vezes. Dado que o calculo das poténcias é dispendioso pode-se optimizar o
algoritmo calculando a poténcia 0.5* antes de entrar no ciclo em m. Por conseguinte,

o nimero de operacoes do algoritmo de Richardson apés a optimizacao, é
N (Pot + (Sub+ Mult)(N+ (N —-1)+ (N —=2)+...+2+1))

onde, N :=nuimero de pontos para extrapolar, Pot := 1 poténcia 0.5, Sub := 2 sub-
tragoes, Mult := 1 multiplica¢ao + 1 divisao. Sendo assim, o tempo de computacao

do algoritmo de Richardson é:
N+1
N (tPot +ilsm NT) ;

onde, tp,; :=tempo que leva a calcular a poténcia 0.5% e tgy; :=tempo que leva a
fazer duas subtragoes, uma multiplicacao e uma divisao. Suponhamos que temos

um desenvolvimento do tipo (4.22), ou seja, o erro é dado por:
pq
uh—y=>" hi/%y; 4 O(hP ).
j=1

Este é um dos casos com que nos vamos preocupar e podemos aplicar o algoritmo-E

fazendo em (4.5) a identificacio
9j (n) = hzz/q’

onde tal como anteriormente, vamos considerar h, = hy/2". Neste caso temos o

seguinte pseudo-codigo:

loopn =0,N
E" = S,
loopt1=1,N

g0 = hij*

loopk=1,N —1
n—+1 n
(n) _ (n) gl(c—l,i) - gz(c_)u (n)
Iki = k-1 ~ (1D X 9k-1k
k-1, — k-1

1
g0 _ g _ B = EBD
k= k-1 (n+1) (n) gk—l,k

k—1,k — k-1
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4.9 Resultados

Obtiveram-se as aproximagoes da funcao y(t) =t* com o« =4.5e uy=1.5
utilizando o método de Euler com A = 0.1, h = 0.05, .... Na tabela (4.1) podemos
comparar os erros relativos com o método de Euler com e sem extrapolacao de

Richardson.

E interessante verificar que a extrapolagao com apenas 2 pontos apresenta
erros relativos da mesma ordem de grandeza que o método de Euler com passo
h = ho/2°. A extrapolacdo com 8 pontos, que utiliza os resultados do método de
Euler desde hy = 0.1 até h = hy/2°, apresenta erros relativos préximos da precisio

da miquina ( FORTRAN double precision permite cerca de 15 digitos décimais

exactos ).
ponto solucao Euler Euler extrapolacdo | extrapolagao
exacta h=hy=0.1| h=hg/2° (2 pontos) (8 pontos)

0.2 | 7.155 x 107* | 1.507 x 10~! | 5.486 x 1073 | 5.501 x 1072 | 9.394 x 10~'°
0.4 | 1.619 x 1072 | 1.029 x 107! | 2.744 x 1073 | 1.738 x 1072 | 2.142 x 1016
0.6 | 1.003 x 10=! | 7.612 x 10~2 | 1.830 x 103 | 8.351 x 1073 0.000
0.8 | 3.663 x 107! | 6.014 x 1072 | 1.372 x 1073 | 4.885 x 1072 | 6.060 x 10716
1.0 1.000 4.964 x 1072 | 1.098 x 1073 | 3.200 x 103 | 1.110 x 10716
1.2 2.271 4.223 x 1072 | 9.153 x 107 | 2.257 x 1073 | 1.564 x 10~1°
1.4 4.545 3.674 x 1072 | 7.846 x 107* | 1.677 x 1073 | 7.815 x 1016
1.6 8.289 3.251 x 1072 | 6.865 x 107* | 1.295 x 1073 | 4.285 x 10716
1.8 14.084 2.915 x 1072 | 6.102 x 10™* | 1.029 x 10~ | 1.513 x 10715
2.0 22.627 2.642 x 1072 | 5.492 x 10~* | 8.386 x 10~* | 1.413 x 10~15

Tabela 4.1: Comparacao dos erros relativos com e sem extrapolagao de Richardson
para y(t) = t* com o = 4.5 e = 1.5.

Observa-se aceleracao de convergéncia com o método de Richardson, até a
quarta coluna (ver figuras 4.3 e 4.4 e tabelas 4.2 e 4.4), o que leva a suspeitar que

o erro tenha um desenvolvimento assimptotico do tipo

uh =y =vih+vh®+ . vk +OE™Y), m=1,2,3.

Na figura 4.1 podemos ver a evolugao do erro relativo a medida que aumen-
tamos o niimero de pontos a extrapolar, no caso de y(t) = t* com a = 6.5 e p = 1.5.

Na comparacdo do desempenho, em relacdo ao mesmo exemplo (ver figura 4.2),
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Extrapolacao ( Richardson )
alfa=6.5 miu=1.5

Log10 ( erro relativo )
'Id 'Id 1 1 1 1
N o e o & ® o

KN
o

pontos (tn)

—=— Euler —*— 2pontos = 3 pontos
—&~ 4 pontos %~ 5 pontos —&— 6 pontos

Figura 4.1: Erro do algoritmo de Richardson com o aumento do nimero de pontos

de extrapolacdo.

verifica-se que o método de Richardson, embora comece em erros relativos grandes,

apresenta um aumento de precisao muito superior aos métodos de colocacao.

Na tabela 4.4 encontram-se as ordens de convergéncia aproximadas corre-
spondentes a cada coluna, obtidas através do método de Richardson, para o exemplo
y(t) = t* com o = 4.5 e u = 1.5, para o ponto ty = 2.0. Observa-se que a ordem
de convergéncia aumenta de coluna para coluna. Isto significa que de facto existe
aceleracao de convergéncia. Partimos de uma sucessdo de valores aproximados e
aplicAmos transformacoes sucessivas. Apds a primeira transformacao obtemos uma
sucessao que converge mais rapidamente que a anterior e assim sucessivamente; note-
se que a ordem de convergéncia para a primeira coluna é 1, para a segunda é 2, para

a terceira é 3 e para a quarta é 4.

Quando, através da aceleragao de convergéncia atingimos 15 algarismos sig-
nificativos (ver tabela 4.3), isto corresponde aos erros estarem préximos da unidade
de arredondamento da miquina!, logo é de esperar que ndo se consiga continuar a
melhorar as aproximacoes. E por este facto que observamos, por exemplo, ordens

nulas em alguns pontos da tabela 4.4.

!a mantissa é composta de 52 digitos bindrios a que corresponde 15.65 algarismos significativos.

Este valor nunca chega a ser atingido pois o tultimo digito bindrio resulta de arredondamentos das

operacoes intermédias.
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Desempenho
alfa=6.5 miu=1.5 ponto=2.0

log10 (erro relativo )

10 -8 6 4 2 0 2
0g2 (tempo(seg.) )
—=— Euler —*— Trapezios —*— S1-Radau

—8—- Simpson —*— S2-Radau —#— Richadson

Figura 4.2: Comparacao do desempenho da extrapolagao de Richardson face aos

métodos de colocacio em S%(Zy).

Na figura 4.5 apresentam-se os resultados obtidos, para o exemplo y(t) = t*

com o =1e p = 1.5, para o ponto ty = 2.0, através da aceleracao de convergéncia

utilizando os métodos:

Richardson: os resultados correspondentes a este método

chardson.

algoritmo-E: nas experiéncias feitas com este método consideraram-se vérias hi-

poteses de desenvolvimento assimptético do erro:

sao designados por ri-

hipétese

legenda grafica

e(tny) = vih + v15h'® + voh? + v sh?5 + ...
e(ty) = vih + vah?® + v3h® + ...
e(ty) = vih 4+ v35h +vht + ...

alg-E(1.5)
alg-E(2)
alg-E(3.5)

Os resultados obtidos sugerem que o desenvolvimento assimptético do erro,

no ponto 2.0, é do tipo

e(tn) = vih + vish"® + veh? + vy sh*° 4 v3h® 4+ v3sh® + ..

Observe-se que a convergéncia é acelerada significativamente quando in-

cluimos todas as poténcias de h (inteiras e ndo inteiras). Em qualquer dos métodos
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passo h 1% coluna 2% coluna 3¢ coluna 4% coluna
0.1 0.02642108

0.05 0.013629849 | 0.000838618

0.025 0.006922241 | 0.000214633 | 6.6384 x 10~

0.0125 0.003488266 | 0.000054291 | 8.4414 x 10~ | 1.6400 x 10~%
0.00625 0.001750959 | 0.000013653 | 1.0641 x 107 | 1.0180 x 10~
0.003125 0.000877191 | 3.4232 x 107 | 1.3356 x 107® | 6.3123 x 10~
0.0015625 0.000439024 | 8.5705 x 1077 | 1.6730 x 1072 | 3.9209 x 10— '2
0.00078125 0.000219619 | 2.1442 x 1077 | 2.0934 x 1071° | 2.4399 x 10~'3
0.000390625 | 0.000109836 | 5.3625 x 1078 | 2.6182 x 10~ | 1.4177 x 10~
0.0001953125 | 0.000054925 | 1.3409 x 1078 | 3.2757 x 1072 | 9.1837 x 10716

Tabela 4.2: Erros relativos correspondentes as aproximacoes obtidas, para o ponto

2.0, pelo algoritmo de Richardson, considerando t* com o = 4.5 e p = 1.5.

a melhoria é a mesma da primeira coluna para a segunda. Isto sugere que deve
existir um desenvolvimento assimptético do erro com um termo principal na ordem
de h, o qual é eliminado pela primeira transformada em cada um dos métodos de
extrapolacdo. Deve existir um termo em h'® pois sé quando este é considerado
é que conseguimos melhorar as aproximacoes; verifica-se o aumento de algarismos

significativos de 6 para 9, da segunda coluna para a terceira.

Em relacao aos termos de ordem superior ou igual a h* nao se pode tirar
conclusoes a partir dos resultados numeéricos, visto que, a ordem de grandeza des-
ses termos é préoxima da unidade de arredondamento do sistema numeérico utilizado

(aproximadamente 15 algarismos significativos).
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4 UL

1@ 20 3¢ 4¢ 5e 6° 7° 8¢a 9@ 10°
coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna
1.6

1.9 3.1

2.2 3.7 5.2

2.5 4.3 6.1 7.8

2.8 4.9 7.1 9.0 11.1

3.1 5.5 7.9 10.2 12.3 12.5

3.4 6.1 8.8 11.4 13.6 13.9 14.5

3.7 6.7 9.7 12.6 14.5 15.0 15.0 15.0

4.0 7.3 10.6 13.8 15.0 15.0 15.0 15.0 15.0

4.3 7.9 11.5 15.0 15.0 15.0 15.0 15.0 15.0 15.0

Tabela 4.3: Algarismos significativos no ponto 2.0 (« = 4.5 e p = 1.5).

Precisao (Richardson)

alfa=4.5 miu=1.5tn=2.0

numero de algarismos significativos

L L L
1 2 3 4 5 6 7 8
numero da coluna

Figura 4.3: Aumento do nimero de algarismos significativos, por colunas, no algo-

ritmo de Richardson.
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1¢ 2¢ 3¢ 44 5e 6 e 8¢ 9¢
coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna | coluna
0.955

0.977 | 1.966

0.989 | 1.983 | 2.975
0.994 | 1.992 | 2.988 | 4.010
0.997 | 1.996 | 2.994 | 4.012 | 3.780
0.999 | 1.998 | 2.997 | 4.009 | 4.394 | 4.684
1.000 | 2.000 | 2.999 | 4.006 | 2.870 | 3.748 | 1.931
1.000 | 2.000 | 2.999 | 4.105 | 1.931 0 0 0
1.000 | 2.000 | 2.999 | 3.948 0 0 0 0 0

Tabela 4.4: Ordem de convergeéncia considerando hg = 0.1, « = 4.5, u = 1.5 e ponto
2.0.
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Figura 4.4: Variacao da ordem de convergéncia de coluna para coluna no algoritmo
de Richardson, no ponto 2.0.
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Comparacao Alg-E/Richardson
alfa=1 miu=1.5 ponto=2.0

Algarismos significativos

4 . . . . . . . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero da Coluna

—=— richardson —+— alg-E(2) —*— alg-E(1.5) &~ alg-E(3.5)

Figura 4.5: Comparacao entre o algoritmo-E e o método de Richardson.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho considerou-se uma equacao integral de Volterra, cujo nicle-
o0 po(t, s) definido por (3.8) é singular no dominio {(¢,s),0 < s <t < T} e tem a
seguinte propriedade: o integral de py(t,s) de 0 a ¢ em relagdo a s é igual a uma
constante nao nula, para todo o t positivo. Consequentemente, em contraste com a

maioria das equagoes singulares estudadas numericamente, nao se verifica

t
lim| [ pa(t, s)ds| = 0.
Este facto da origem a dificuldades na andlise de convergéncia.

No capitulo 3, provou-se existéncia e unicidade de solucao da equagao
(sob certas condigoes de regularidade), para certos valores de um parametro do
nicleo. Foi também feito um estudo numérico da equagdo (3.7)-(3.9). Em par-
ticular, estudaram-se métodos de colocacao baseados em aproximacao por fungoes
splines polinomiais seccionalmente constantes (método de Euler, método a direita
e método do ponto médio) e provou-se convergéncia de ordem um. Estudou-se
ainda o método dos trapézios em que a solucao aproximada é uma funcao spline

seccionalmente linear (continua no intervalo [0, T']) e provou-se que esse método tem
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ordem igual a dois. Implementou-se também o caso em que a aproximacao lin-
ear é uma funcao descontinua, mas nao se obteve prova tedrica de convergéncia.
Apresentaram-se varios resultados numéricos, confirmando as ordens tedricas obti-
das. Esses resultados também sugerem que, para certas escolhas dos parametros
de colocacao, haja casos de superconvergéncia local, de acordo com o teorema 2.10.
Investigou-se, numericamente, a aplicacao de métodos de colocacao usando splines
quadréticos (de que é caso particular o chamado método de Simpson, em que a
aproximagao ¢ uma funcao continua no intervalo [0,7]). Para estes métodos nao
foi obtida prova de convergéncia teérica mas os resultados numéricos encorajam
estudos futuros de métodos de colocacao com splines de grau arbitrario m. Conjec-
turou-se que a ordem de convergéncia seja nesse caso igual a m. Contudo, devido
a propriedade do nicleo da equacgao referida acima, a andalise de convergéncia nao é
6bvia.

Este capitulo é finalizado com uma comparacao dos diversos métodos estu-
dados, aplicando os métodos e comparando os erros obtidos face ao tempo computa-
cional por eles exigido. Conclui-se que o aumento do grau das splines polinomiais
aumenta significativamente a precisao das aproximagoes, mas o aumento da com-
plexidade dos calculos introduz erros de arredondamento que vém a comprometer os
resultados. Por outro lado, a reducao do passo nao produz melhoras tao significati-
vas como o aumento do grau das splines, mas permite obter precisoes semelhantes
com maior tempo computacional mas menor esfor¢co na deducao e implementacao

dos métodos.

No capitulo 4, obtiveram-se resultados interessantes relativos a aceleragao
de convergeéncia do método de Euler, por meio de técnicas de extrapolacao. Verificou-
se que, quando a solucao da equagao satisfaz certas condigoes de regularidade, e para
certos valores do parametro p do nicleo, a extrapolacao de Richardson permite elevar
a precisao dos resultados numéricos praticamente até a unidade de arredondamento
do sistema de calculo. Noutros casos, em que a extrapolacao de Richardson nao se
revelou eficaz para acelerar a convergéncia, verificou-se que esse objectivo pode ser

alcancado com a aplicacao de outro método de extrapolagao, o algoritmo-E.

Uma vez que o desempenho dos métodos de extrapolacao estd dependente
da existéncia e da forma de desenvolvimentos assimptoéticos do erro, neste tra-
balho dedicdmo-nos a este estudo e obtivemos um resultado de existéncia de de-
senvolvimento assimptotico do erro em poténcias nao inteiras do passo h, sob certas
condigoes de regularidade. Obteve-se, ainda, um resultado teérico sobre a estabili-

dade para o método de Euler.

Os resultados obtidos neste capitulo encorajam a aplicacao de técnicas de

extrapolacao a problemas do tipo considerado. Estas técnicas, associadas a mé-
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todos de ordem baixa, permitem obter altos niveis de eficacia, podendo superar
neste aspecto, os métodos de colocacao baseados em splines de grau superior a 1.
A aceleragao de convergéncia permite obter ordens de convergéncia muito elevadas,
pelo que com métodos simples podemos obter resultados muito exactos. A aceleragao
de convergéncia tem ainda a vantagem de permitir calcular simultaneamente as

varias aproximacoes necessarias.

Assim, sempre que for possivel aplicar aceleracao de convergéncia é pre-
ferivel devido ao reduzido tempo de computacao, facilidade de implementacao e
simplicidade na deducao das expressoes. Quando nao é possivel aplicar aceleracao
de convergéncia deve-se recorrer a métodos pouco complexos e que conduzam a
expressoes explicitas, a menos que a fraca capacidade de calculo disponivel seja uma

limitagao séria.

5.1 Trabalho Futuro

Alguns dos métodos aqui aplicados carecem da necessaria base teérica. No
entanto, e numa primeira fase era util averiguar se determinados métodos ao serem
aplicados apresentavam ordens de convergéncia aceitdveis. Sé neste caso merece
a pena dispender esforco numa certificacao tedrica; se os resultados forem desan-
imadores, qualquer que seja a certificacao tedrica encontrada, nunca seria demon-
stravel que seria possivel produzir resultados melhores que os obtidos na pratica.
Assim, ap6s os resultados aqui obtidos pode ser 1util obter certificacoes tedricas para
alguns métodos utilizados, com o objectivo de obter cobertura tedrica para um maior

nimero de casos que possam vir a surgir na realidade.

Os resultados numéricos obtidos sugerem que, para o problema estudado
nesta tese e no caso do método de Euler, exista um desenvolvimento assimptoético
do erro, em poténcias nao inteiras de h. A existéncia de desenvolvimentos deste
tipo é de grande interesse visto que eles permitem a utilizacao do algoritmo-E para
podermos acelerar a convergéncia. Por conseguinte, tem interesse procurar obter

uma certificacao tedrica para estes resultados numeéricos.



Apéndice A

Programas

Neste apéndice incluem-se os ficheiros fonte dos programas referidos neste
trabalho.

O programa METODO inclui os vérios métodos de colocagao, enquanto o
programa EXTRAP inclui o algoritmo de extrapolacao de Richardson. O programa
EALGOR foi adaptado de um pacote de rotinas de extrapolacdo, apresentado por
Brezinski [3]; apenas o programa principal foi reescrito, as rotinas EALGO e GIKREC
nao foram alteradas. A resolucao dos sistemas de equagoes lineares utiliza o método

de Crout com pesquisa parcial de pivot com equilibragem [10].

Os programas estao escritos em FORTRAN 77 para maior portabilidade.
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Metodos:

0 - Exacta

[y

- Euler

- Ponto Medio

- A Direita

- Trapezios

- S1 com pontos de Radau II
S1 com pontos de Gauss

- Simpson

- S2 com pontos de Radau II

© 00 N O U b W N
|

- S2 com pontos de Gauss

1 - t*x*xalfa
2 - tx*xalfa * log(t)

Ficheiro de dados
ALFA MIU B H CASO METODO LEVEL

ALFA parametro da solucao exacta Y(.) e G2(.)
MIU parametro da parte nao regular do nucleo
B extremo superior do intervalo [0,B]
H passo
CASO numero da funcao exacta a estudar (ver acima)
METODO numero do metodo a aplicar (ver acima)

LEVEL numero de reducoes do passo a executar H=H/2

Constantes:
NDIM numero maximo de pontos da rede
MAXLEV numero maximo de reducoes do passo
Variaveis:
U(0:NDIM) resultados (aproximacoes nos pontos da rede)
NS numero de pontos da rede
E(0:NDIM) erro absoluto relativo ao passo anterior (2x%H)

0(0:NDIM) ordem aproximada de convergencia

¥ ¥ X X X X X X X X X X ¥ ¥ X ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ *x x

PARAMETER (NDIM=50000,MAXLEV=10)

DOUBLE PRECISION U(O:NDIM), ALFA, MIU, B, H, CO, C1, G2
INTEGER CASO, METODO, NS
DOUBLE PRECISION E(O:NDIM), 0(0:NDIM)
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CHARACTER *20 MYFILE
REAL DTIME, DELTA, TARRY(2)
EXTERNAL DTIME

WRITE(*,*) ’ Nome do ficheiro de dados’
READ(*,100) MYFILE

100 FORMAT (A20)
OPEN(UNIT=1, FILE=MYFILE, STATUS=’0LD’)

WRITE(*,*) ’ Nome do ficheiro de resultados’
READ(*,100) MYFILE
OPEN(UNIT=2, FILE=MYFILE, STATUS=’NEW’)

READ(1,%)
200 READ(1,*,END=700) ALFA, MIU, B, H, CASO, METODO, LEVEL

IF (CASO .GE. 10 .OR. CASO .LT. 0) GOTO 200
IF (LEVEL .LT. 1) LEVEL=1
IF (LEVEL .GE. MAXLEV) LEVEL=MAXLEV

* Executar o metodo tantas vezes quantas
* o numero de reducoes do passo
DO 600 J=1, LEVEL
WRITE(2,300) ALFA, MIU, B, H, CASO, METODO

300  FORMAT(’ Alfa=’, D10.3,’ Miu=’, D10.3, ’ [0,’, D8.2, ’1’,
* * H=",  D10.3,’ Caso=?, I1, ’ Metodo ’,I2)
NS =B /H

U(0) = MIU/(MIU-1) * G2(CASO, ALFA, MIU, ODO)

DELTA=DTIME (TARRY)
GoTo (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), METODO+1

1 CALL EXACTA (CASO, ALFA, H, NS, U)
GOTO 500
2 CALL EULER (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)
GOTO 500
3 CALL MEDIO (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)
GOTO 500
4 CALL DIRTA (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)
GOTO 500
5 CALL TRAPEZ (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)
GOTO 500
6 CALL COLS1 (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U, 1/3D0, 1DO0)
GOTO 500
7 CALL COLS1 (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U, 0.5D0, 1DO0)
GOTO 500

8 CALL SIMPS (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)

LU
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GOTO 500

9 CO = (4 - DSQRT(6D0)) / 10DO
C1 = (4 + DSQRT(6D0O)) / 10DO
CALL COLS2 (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U, CO, Ci, 1DO)
GOTO 500
10 CO = (3 - DSQRT(3D0)) / 6DO

C1 = (3 + DSQRT(3D0)) / 6DO
CALL COLS2 (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U, CO, C1, 1D0)

500 CALL RESULT(CASO, ALFA, H, U, E, 0, NS, J)

H=H/2D0
600 CONTINUE

GOTO 200

700  STOP
END

SUBROUTINE RESULT(CASO, ALFA, H, U, E, 0, NS, LEV)

* Imprime os resultados da aplicacao dos metodos.

DOUBLE PRECISION U(0:NS), E(0:NS), 0(0:NS), ALFA, H, Y
DOUBLE PRECISION LOG2, SDV, AVG, EMAX, ERR, SOL
INTEGER CASO, NS, LEV

REAL DELTA, TARRY(2), DTIME

EXTERNAL DTIME

DELTA=DTIME (TARRY)
L0G2=DL0G (2D0)

M=1
AVG=0D0
DO 200 N=2%*(LEV-1), NS, 2x*(LEV-1)
SOL=Y(CASO, ALFA, Nx*H)
ERR=DABS(U(N) - SOL)
IF (LEV .GT. 1) THEN
0(M)=DLOG(E(M) / ERR) / LOG2
AVG=AVG+0 (M)
ELSE
0(M)=0D0
ENDIF
WRITE(2,100) NxH, U(N), DABS(ERR/SOL), 0(M)
C WRITE(2,100) N*H, U(N), ERR, 0(M)
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100

200

300

400

500

FORMAT(D12.4, > ’, D25.19, ’> ’, D25.19, ’ ’, D12.4)
E(M)=ERR
M=M+1

CONTINUE

AVG=AVG/ (M-1)

SDV=0DO

DO 300 N=1, M
SDV=SDV+ (0 (N) -AVG) **2

CONTINUE

EMAX=0D0
DO 400 N=1, NS
ERR=DABS(U(N) - Y(CASO, ALFA, NxH))
IF (EMAX .LT. ERR) EMAX=ERR
CONTINUE

WRITE(2,500) EMAX, DELTA, AVG, SDV/(M-2), TARRY(1), TARRY(2)
FORMAT(’ Emax=’, D25.19, ’ Time=’, I19,/,
’ Media=’, D25.19, ’ Variancia=’, D25.19,/,
> Elapsed=’, D25.19, ’ , ’, D25.19)
RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION G2 (CASO, ALFA, MIU, T)

Segundo membro da equacao integral.

DOUBLE PRECISION ALFA, MIU, T
INTEGER CASO

IF (CASO .EQ. 1) THEN
G2=T**ALFA* (1D0-1D0/ (MIU+ALFA))

ELSE
IF (T .EQ. ODO) THEN
G2=0D0
ELSE

G2=T**xALFA* (DLOG(T)-1D0/ (MIU+ALFA) * (DLOG(T)-1D0/ (MIU+ALFA)))
ENDIF
ENDIF

RETURN
END
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A e __
DOUBLE PRECISION FUNCTION Y (CASO, ALFA, T)
*
* Solucao exacta.
*
A e __
DOUBLE PRECISION T, ALFA
INTEGER CASO
IF (CASO .EQ. 1) THEN
Y=T**ALFA
ELSE
IF (T .EQ. ODO) THEN
Y=0DO
ELSE
Y=T#*ALFA * DLOG(T)
ENDIF
ENDIF
RETURN
END
A e __
SUBROUTINE EXACTA (CASO, ALFA, H, NS, U)
*
* Calculo da solucao exacta.
*
A e _

DOUBLE PRECISION U(O:NS), ALFA, H, Y
INTEGER CASO, NS

DO 100 N=0, NS
U(N)=Y(CASO, ALFA, NxH)
100 CONTINUE

RETURN
END

3K
SUBROUTINE EULER (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)

*

* Aplicacao do metodo de Euler.
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DOUBLE PRECISION U(0:NS), ALFA, MIU, H, G2, S
INTEGER CASO, NS

DO 200 N=1, NS
S=0D0
DO 100 I=0, N-1
S=S+ ((I+1)**MIU-I**MIU)*U(I)
100 CONTINUE
U(N)=(1D0/ (MIU*N**MIU))*S + G2(CASO, ALFA, MIU, NxH)
200 CONTINUE

RETURN
END
3K
SUBROUTINE MEDIO (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)
*
* Aplicacao do metodo do Ponto Medio.
*
3K
DOUBLE PRECISION U(0O:NS), ALFA, MIU, H, G2, S
INTEGER CASO, NS
U(0) = MIU / (MIU - 1) * G2(CASO, ALFA, MIU, H/2D0)
DO 200 N=1, NS
S=0D0
DO 100 I=0, N-1
S=S+ ((I+1)**xMIU-I**MIU)*U(I)
100 CONTINUE
UN)=(1D0 / ((N + 0.5D0)**MIU * (MIU-1) + N**MIU))
* (MIU * (N + 0.5D0)**MIU *

*

G2(CASO, ALFA, MIU, (N+0.5D0)*H) + S)
200 CONTINUE

RETURN
END

3K
SUBROUTINE DIRTA (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)

*

* Aplicacao do metodo ‘a direita.

*
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100

200

100

200

DOUBLE PRECISION U(0:NS), ALFA, MIU, H, G2, S
INTEGER CASO, NS

DO 200 N=1, NS
S=0D0
DO 100 I=1, N-1
S=S+ (I**MIU-(I-1)**MIU)*U(I)
CONTINUE
U(N)=(1D0/ ((MIU-1) *N*k*MIU+(N-1)**xMIU)) * (S + MIU * N**xMIU
* G2(CASO, ALFA, MIU, N*H))
CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE TRAPEZ (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)

Aplicacao do metodo dos Trapezios.

DOUBLE PRECISION U(0O:NS), ALFA, MIU, H, G2, S
INTEGER CASO, NS

DO 200 N=1, NS
S=0D0
DO 100 I=1,N-1
S=S+ ((I-1)*x(MIU+1)-2DO*I** (MIU+1)+(I+1)**x(MIU+1)) *U(I)

CONTINUE

U(N)=1D0/ (N** (MIU+1)+(MIU**2-1) *N**MIU- (N-1) ** (MIU+1))

* *(U(0)+S+N**xMIU*MIU* (MIU+1) * G2(CASO, ALFA, MIU, Nx*H))

CONTINUE
RETURN

END

SUBROUTINE COLS1 (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U, CO, C1)
-1

Aplicacao do metodo de colocacao em S (caso geral).

DOUBLE PRECISION U(0:NS), ALFA, MIU, H, CO, Cl, G2, S

4 4T
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INTEGER CASO, NS
DOUBLE PRECISION A(2,2), B(2), D, U0(0:50000)
DOUBLE PRECISION NM, NM1, NCOM, NCOM1, NCiM, NCiM1

DO 200 N=0, NS-1

* Matriz A *

NM = N*xMIU
NM1 = N**x(MIU+1)

NCOM = (N+CO)**MIU
NCOM1 = (N+CO) **(MIU+1)
NCIM = (N+C1)**MIU
NCIM1 = (N+C1)%%(MIU+1)

A(1,1)=NCOM* (CO-C1)+(N+C1) * (NCOM-NM) /MIU-

* (NCOM1-NM1) / (MIU+1.0DO0)
A(1,2)=(NCOM1-NM1) / (MIU+1.D0) - (N+CO) * (NCOM-NM) /MIU
A(2,1)=(N+C1) * (NC1M-NM) /MIU- (NC1M1-NM1) / (MIU+1.DO)
A(2,2)=NC1Mx(CO-C1) - (N+CO) x (NC1M-NM) /MIU+

* (NC1M1-NM1)/ (MIU+1.DO)

* Vector B *
S=0.0D0

DO 100 I=0,N-1
S=S+( (I+1.D0)**(MIU+1.DO)-I**(MIU+1.D0) )/(MIU+1.DO)*

* ( UO(I)-U(I+1) )+

* ( (I+1.DO)**MIU-I**MIU )/MIU*

* ( U(I+1)*(I+CO)-UO(I)*(I+C1) )
100 CONTINUE

B(1)=(C0-C1)*NCOM * G2(CASO, ALFA, MIU, (N+CO)*H)+S
B(2)=(C0-C1)*NC1M * G2(CASO, ALFA, MIU, (N+C1)*H)+S

* Resolucao do Sistema Au = B *
D=A(1,1)*A(2,2)-A(1,2)*A(2,1)
UoO(N)=(B(1)*A(2,2)-B(2)*A(1,2))/D
U(N+1)=(B(2)*A(1,1)-B(1)*A(2,1))/D

200 CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE SIMPS (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U)
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* Aplicacao do metodo de Simpson.

DOUBLE PRECISION U(0:NS), ALFA, MIU, H, G2, S

INTEGER CASO, NS

DOUBLE PRECISION U1(0:50000), U2(0:50000), INTEGR(0:1,0:2)
DOUBLE PRECISION A(2,2), B(2), D

DO 200 N=0, NS-1

* Matriz A *

CALL SIMPSI(N, MIU, INTEGR)
A(1,1)=1DO-INTEGR(0,1)
A(1,2)= -INTEGR(0,2)
A(2,1)= -INTEGR(1,1)
A(2,2)=1D0-INTEGR(1,2)

* Vector B *

S=0D0
DO 100 I=0, N-1
S=S+((I+1)** (MIU+2D0)-I#** (MIU+2D0)) / (MIU+2D0) *
(U(I)-2*U1(I)+U2(I))+
((I+1)** (MIU+1DO)-I** (MIU+1D0))/(MIU+1DO) *
(2D0* (2D0*I+1) *U1 (I)- (2D0*I+1.5D0) *U(I)-
(2D0*I+0.5D0)*U2(I))+
((I+1)**MIU-I**MIU)/MIU*
((I+1)*(I+0.5D0)*U(I)-
2DO* T (I+1)*U1 (I)+I*(I+0.5D0)*U2(I))
100 CONTINUE
B(1)=G2(CASO, ALFA, MIU, (N+0.5D0)*H)+INTEGR(0,0)*U(N)+
* 2D0*S/ (N+0.5D0) **MIU
B(2)=G2(CASO, ALFA, MIU, (N+1DO)*H)+INTEGR(1,0)*U(N)+
* 2D0*S/ (N+1) **MIU

* ¥ X X ¥ * x

* Resolucao do sistema Au=b *

D=A(1,1)*A(2,2)-A(1,2)*A(2,1)

UL (N)=(B(1)*A(2,2)-B(2)*A(1,2))/D
U2(N)=(B(2)*A(1,1)-B(1)*A(2,1))/D
U(N+1)=U2(N)

200 CONTINUE
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* ¥ ¥ x

RETURN
END

SUBROUTINE SIMPSI(N, MIU, I)

Calculo auxiliar dos integrais necessarios ‘a execucao do

metodo de Simpson.

DOUBLE PRECISION MIU, I(0:1,0:2)
DOUBLE PRECISION NO, N1, N2, KO, Ki, K2, Z1, Z2, Z3

NO = N**MIU
N1 = N*xx(MIU+1)
N2 = Nxx(MIU+2)

KO = (N+0.5D0) **xMIU
K1 = (N+0.5D0) **x(MIU+1)
K2 = (N+0.5D0) *x (MIU+2)

Z1 = (K2 - N2) / (MIU + 2)

Z2 = (K1 - N1) / (MIU + 1)

Z3 = (KO - NO) / MIU

I(0,0) = 2DO/KO * (Z1-Z2x(2*N+1.5D0)+Z3* (N+1D0)* (N+0.5D0))
1(0,1) -4D0/K0 * (Z1-Z2*(2*N+1D0)+Z3*N* (N+1D0))

1(0,2) = 2D0/KO * (Z1-Z2%(2%N+0.5D0)+Z3*N* (N+0.5D0))

KO
K1
K2

(N+1D0Q) **xMIU
(N+1DOQ) ** (MIU+1)
(N+1D0) ** (MIU+2)

Z1 = (K2 - N2) / (MIU + 2)

Z2 = (K1 - N1) / (MIU + 1)

Z3 = (KO - NO) / MIU

I(1,0) = 2DO/KO * (Z1-Z2x(2*N+1.5D0)+Z3* (N+1D0)* (N+0.5D0))

I(1,1) = -4D0O/KO0 * (Z1-Z2%(2*N+1D0)+Z3*N* (N+1D0))
I(1,2) = 2DO/KO * (Z1-Z2%(2%N+0.5D0)+Z3*N* (N+0.5D0))
RETURN

END

SUBROUTINE COLS2 (CASO, ALFA, MIU, H, NS, U, CO, C1, C2)
-1

Aplicacao do metodo de colocacao em S (caso geral).
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100

DOUBLE PRECISION U(0:NS), ALFA, MIU, H, CO, C1, C2, G2
INTEGER CASO, NS

DOUBLE PRECISION U0(0:50000), U1(0:50000), INTEGR(0:2)
DOUBLE PRECISION A(3,3), B(3), X(3), SOMA
DOUBLE PRECISION NCO, NC1, NC2

DO 400 N=0, NS-1

Matriz A *

NCO = (N+CO)*xMIU

CALL COLS2I(N, N+CO, INTEGR, CO, C1, C2, MIU)
A(1,1)=1.0D0-INTEGR(0)/NCO

A(1,2)= -INTEGR (1) /NCO

A(1,3)= -INTEGR(2) /NCO

NC1 = (N+C1)*xMIU
CALL COLS2I(N, N+C1, INTEGR, CO, C1, C2, MIU)

A(2,1)= -INTEGR(0) /NC1
A(2,2)=1.0D0-INTEGR(1)/NC1
A(2,3)= -INTEGR(2) /NC1

NC2 = (N+C2)*xMIU

CALL COLS2I(N, N+C2, INTEGR, CO, C1, C2, MIU)
A(3,1)= -INTEGR(O) /NC2

A(3,2)= -INTEGR (1) /NC2
A(3,3)=1.0D0-INTEGR(2)/NC2

Vector B *

SOMA = 0.0DO
DO 100 I=0, N-1
CALL COLS2I(I, I+1DO, INTEGR, CO, C1, C2, MIU)
SOMA=SOMA+UO (I)*INTEGR(0)+
U1(I)*INTEGR(1)+
U(I+1)*INTEGR(2)
CONTINUE

B(1)=G2(CASO, ALFA, MIU, (N+C0)x*H)+SOMA/NCO
B(2)=G2(CASO, ALFA, MIU, (N+C1)x*H)+SOMA/NC1
B(3)=G2(CASQO, ALFA, MIU, (N+C2)x*H)+SOMA/NC2

Resolucao do sistema A*xX=B *



4 A4 A JINASANAJ 41X

400

* ¥ ¥ *x x

* ¥ ¥ x

L LU A LULALVEILANT

CALL RESOLV(A, B, X, 3)

Uo(N)=X(1)
U1 (N)=X(2)
U(N+1)=X(3)

RETURN
END

CONTINUE

SUBROUTINE COLS2I(N, K, I, CO, C1, C2, MIU)

Calculo auxiliar dos integrais necessarios ‘a execucao do

-1

metodo de colocacao em S

DOUBLE PRECISION K, I(0:2), CO, C1, C2, MIU
DOUBLE PRECISION Z1, Z2, Z3

Z1=(K** (MIU+2D0) —N** (MIU+2D0) ) / (MIU+2D0)
Z2=(K** (MIU+1D0) -N** (MIU+1D0) ) / (MIU+1D0)
Z3=(K**MIU-N**MIU) /MIU

1(0)
I(1)
1(2)

RETURN
END

(Z1-Z2% (2D0*N+C1+C2) +Z3* (N+C1) * (N+C2) ) / ((CO-C1) * (C0-C2))
(Z1-Z2% (2D0*N+C0+C2) +Z3% (N+CO) * (N+C2) ) / ((C1-C0) * (C1-C2))
(Z1-72% (2DO*N+CO+C1) +Z3* (N+CO0) * (N+C1) ) / ((C2-C0) * (C2-C1))

SUBROUTINE RESOLV(A, B, X, 3)

Rotina de interface com as rotinas de resolucao dos

sistemas de equacoes lineares.

DOUBLE PRECISION A(N,N), B(N), D(50000), X(N)
INTEGER IPIVOT(50000)

CALL FACTOR(A,3,D,IPIVOT,IFLAG)
CALL SUBST(A,IPIVOT,B,3,X)

4 1L J
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RETURN
END

L LU A LULALVEILANT

L U
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Metodo de Richardson

Ficheiro de dados

Um valor por linha.

Resultados
Linhas do triangulo de resultados separados por uma

linha em branco.

Constantes:

NDIM numero maximo de pontos.

Variaveis:
S(0:NDIM,0:NDIM) matriz de aceleracao.

¥ ¥ X X X X X X X ¥ X ¥ X ¥ *x x

PARAMETER (NDIM=50)

DOUBLE PRECISION P, S(0:NDIM,0:NDIM)
CHARACTER *20 MYFILE

REAL DTIME, DELTA, TARRY(2)

EXTERNAL DTIME

WRITE(*,*) ’ Nome do ficheiro de dados’
READ(*,100) MYFILE

100 FORMAT (A20)
OPEN(UNIT=1, FILE=MYFILE, STATUS=’0LD’)

WRITE(*,*) ’ Nome do ficheiro de resultados’
READ(*,100) MYFILE
OPEN(UNIT=2, FILE=MYFILE, STATUS=’NEW’)

DO 200 I=0, NDIM
200 READ(1,*,END=300) S(0,I)

DELTA=DTIME (TARRY)
300 DO 500 K=1, I
P = 0.5D0**K
DO 400 M=0, I-K
400 S(K,M) = (S(K-1,M+1) - P * S(K-1,M)) / (1 - P)
500 CONTINUE
DELTA=DTIME (TARRY)



4 A4 A JINASANSAJ L4 L LU A LULALVEILANT

WRITE (2,*) DELTA

DO 800 M=0, I-1
WRITE(2,*) M
DO 700 K=0, M
700 WRITE(2,900) S(X,M-K)
WRITE(2,*)
800 CONTINUE
900  FORMAT(D25.19)

STOP
END

A L
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O L

PROGRAM EALGOR

CH+++++++++++++++++++++H++ A R
PARAMETER (MAXCOL=50)
INTEGER IER, INIT, K, NBC
DOUBLE PRECISION EINIT, S(0:MAXCOL), E(0:MAXCOL), SO
DOUBLE PRECISION G(MAXCOL*(MAXCOL+1)), GINIT(2*MAXCOL)
REAL ALPHAI (MAXCOL), BETAI(MAXCOL)

READ (*,*) NO
DO 12 NBC=0, MAXCOL
12 READ (*,* ,END=15) ALPHAI(NBC+1), BETAI(NBC+1), S(NBC)

15 INIT = 0
DO 30 K = 1, NBC
EINIT=S(K-1)
SO=EINIT
CALL GIKREC(NO, K, NBC-1, GINIT, ALPHAI, BETAI)
CALL EALGO (E, NBC-1, INIT, 1.0D-30, EINIT, GINIT, G, IER)
IF (IER .NE. 0) GOTD 800
DO 40 L =0, K -1
40  WRITE(*,202) E(L)
WRITE(*,201) K, SO, EINIT
201 FORMAT(I12,2(D26.19))
202 FORMAT (D28.20)
30 CONTINUE

GOTO 900
800 WRITE (*,*) ’STOP DUE TO IER =’, IER

IF (IER.EQ.100) WRITE(*,*) °’DIVISION BY ZEROD’
900 STOP

END

O L

SUBROUTINE EALGO (E, MAXCOL, INIT, EPS, EINIT, GINIT, G, IER)

O L

DESCRIPTION:

SCALAR SEQUENCE EXTRAPOLATION VIA THE E-ALGORITHM

USAGE:
CALL EALGO (E, MAXCOL, INIT, EPS, EINIT, GINIT, G, IER)

Q QA

L i
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Q QO QO QO QOO0

ARGUMENTS:

E - OUTPUT REAL VECTOR. IN THE CALLING PROCEDURE THE
DIMENSION OF E MUST BE (0:IE), WITH IE GREATER OR
EQUAL TO MAXCOL. THIS VECTOR CONTAINS, AFTER THE
k-TH CALL THE LAST COMPUTED ROW OF THE E-ARRAY:

(k-1) (k-2) 0)
- IF k <= MAXCOL+1 E , E ,..., E

0 1 k-1

(k-1) (k-2) (k-1-MAXCOL)
- IF k > MAXCOL+1 E , E ,..., E

0 1 MAXCOL

MAXCOL - INPUT INTEGER GIVING THE INDEX OF THE LAST COLUMN
OF THE E-ARRAY THAT THE USER WANTS TO COMPUTE
(n)
(THE LOWER INDEX OF E ).
k

INIT - INPUT/OUTPUT INTEGER TO BE SET TO ZERO BEFORE THE
FIRST CALL OF THE SUBROUTINE. ITS VALUE IS CHANGED
TO 1 BY THE SUBROUTINE DURING THE FIRST CALL.
FOR A NEW APPLICATION OF THE ALGORITHM THE USER
MUST SET AGAIN INIT TO ZERO.

EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZEROD.
IF |X| < EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO.

EINIT - INPUT/OUTPUT REAL VALUE. IT MUST CONTAIN THE VALUE
OF S BEFORE THE k-TH CALL OF THE SUBROUTINE.

k-1
IT CONTAINS AFTER THE k-TH CALL OF THE SUBROUTINE

E IF k <= MAXCOL+1

(k-1-MAXCOL)
E IF k > MAXCOL+1
MAXCOL

THE SUBROUTINE RETURNS THE SEQUENCE

o 0 () (V)] ) (2)

4 &L
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Q QO QO QO Qa0

GINIT

IER

REMARKS :

L LU A LULALVEILANT

,E ,E , ... ,E , E , E ,
1 2 MAXCOL MAXCOL  MAXCOL

- INPUT REAL VECTOR. IN THE CALLING PROCEDURE THE

DIMENSION OF GINIT MUST BE GREATER OR EQUAL TO
2xMAXCOL. BEFORE THE k-TH CALL OF THE SUBROUTINE
IT MUST CONTAIN
IF k=1 GINIT(1)= G (0)
1

IF k = 2 GINIT(1)= G (1)
1

IF 3 <= k <= MAXCOL+1

GINIT=[G (k-1), G (k-1), ... , G (k-1),
1 2 k-2
G (0, G (1, ... , G k1]
k-1 k-1 k-1

IF k > MAXCOL+1

GINIT=[G (k-1), G (k-1), ... , G (k-1)]
1 2 MAXCOL

- WORKING REAL VECTOR IN WHICH THE LAST ROW AND THE

LAST COLUMN OF EACH G ARRAY ARE SAVED FOR THE
i

NEXT CALL OF THE SUBROUTINE. IN THE CALLING

PROCEDURE THE DIMENSION OF G MUST BE GREATER OR

EQUAL TO MAXCOLx*(MAXCOL+1) AND TO

MAXCOL*NUMBER_OF_CALLS.

OUTPUT INDEX WARNING/ERROR.

IER = 100 DIVISION BY ZERO IN THE SUBROUTINE.

IER = 200 CALL OF THE SUBROUTINE WITH A NON ZERO
IER VALUE.

ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROCEDURE
MUST BE IN DOUBLE PRECISION AND THE VECTORS E AND G MUST
NOT BE MODIFIED BY THE USER BETWEEN TWO CONSECUTIVE CALLS
OF THE SUBROUTINE.

(0)

TO OBTAIN THE VALUE OF E (J <= MAXCOL), THE USER MUST CALL

L
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Q Qa0

J
THIS SUBROUTINE (J+1) TIMES.
IN THE CALLING PROCEDURE THE MINIMAL DIMENSIONS FOR THE
VECTOR ARGUMENTS ARE:
E(0:MAXCOL)
GINIT (2*MAXCOL)
G(MAXDIM) ,MAXDIM=MAX (MAXCOL* (MAXCOL+1) ,MAXCOL*NUMBER_OF_CALLS)

O L L

INTEGER IER, INIT, MAXCOL
DOUBLE PRECISION EINIT, EPS
DOUBLE PRECISION E(0:1), G(1), GINIT(1)

DOUBLE PRECISION R
INTEGER I, IND, INDI, INDI1, INDJ, INDM, J
SAVE INDM

. FIRST CALL OF THE SUBROUTINE
IF (INIT .EQ. 0O) THEN

IER =0
INDM =0
INIT =1
E(0) = EINIT
G(1D) = GINIT(1)
RETURN

END TIF

. NEXT CALLS OF THE SUBROUTINE
IF (IER .NE. 0) THEN
IER = 200
RETURN
END TIF

IF (MAXCOL .EQ. O) THEN
E(0) = EINIT
RETURN

END TIF

. INDM REPRESENTS THE (NUMBER_OF_CALLS - 1)
INDM = INDM+1

. ADD AN ELEMENT TO G ARRAY AT EACH CALL
G(1+INDM*MAXCOL) = GINIT(1)
IF (INDM .NE. 1) THEN

. COMPUTE AND SAVE IN G THE NECESSARY ELEMENTS
OF THE G ARRAYS (ONLY FROM THE THIRD CALL)

4L U
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Q Q Q QO

IF (INDM .GE. 3) THEN

. COMPUTE THE NEXT ROW OF ALL THE PREVIOUS G
i
ARRAYS (i = 2 TO INDM-1 IF INDM <= MAXCOL+1)
(i = 2 TO MAXCOL IF INDM > MAXCOL+1)
AND SAVE IN G THE NEW COMPUTED ELEMENTS
IND = MINO(INDM-1,MAXCOL)
DD 20 I = 2, IND
DO 10 J =1, I-1
INDI = I + (J-1) * MAXCOL
INDJ = J + INDM * MAXCOL

R = G(INDJ-MAXCOL) - G(INDJ)
IF (DABS(R) .LT. EPS) THEN

IER = 100

RETURN
END IF

R = GINIT(I) - (G(INDI)-GINIT(I))/R * G(INDJ)
G(INDI) = GINIT(I)
GINIT(I) = R
10 CONTINUE
G(I+INDM*MAXCOL) = R
20 CONTINUE
END IF
IF (INDM .LE. MAXCOL) THEN
. COMPUTE THE NEW G ARRAY IF INDM <= MAXCOL
INDM
AND SAVE IN G THE RELATIVE LAST ROW AND COLUMN
G(INDM) = GINIT(INDM)
DD 40 I = 1, INDM
INDI1 = INDM + I
IND = MINO(I,INDM-1)
DO 30 J = 1, IND
INDI = J + I * MAXCOL
INDJ = INDM + (J-1) * MAXCOL

R = G(INDI-MAXCOL) - G(INDI)
IF (DABS(R) .LT. EPS) THEN
IER = 100
RETURN
END IF
R = GINIT(INDI1) - (G(INDJ)-GINIT(INDI1))/R
* * G(INDI)
G(INDJ) = GINIT(INDI1)
GINIT(INDI1) = R
30 CONTINUE

G(INDM+I*MAXCOL) = R
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40

50

CONTINUE
END IF
END IF
. COMPUTE THE NEW ELEMENTS OF THE NEXT ROW
IN THE E-ARRAY
IND = MINO(INDM,MAXCOL)
DO 50 I = 1, IND
INDI = I + INDM * MAXCOL

R = G(INDI-MAXCOL) - G(INDI)
IF (DABS(R) .LT. EPS) THEN
IER = 100
RETURN
END IF
R = EINIT - (E(I-1) - EINIT)/R * G(INDI)
E(I-1) = EINIT
EINIT =R
CONTINUE
. SAVE FOR THE FINAL VALUE.
E(IND) = R
RETURN
END

O L

SUBROUTINE GIKREC(NO, K, MAXCOL, GINIT, ALPHAI, BETAI)

O L

QOO0

Q

Co

ncerning the g(i,k), for example in the Shank’s transformation
gin=DSn, ( where DSn=S(n+1)-Sn )
g2n=DS(n+1)..... gin=DS(n+i-1) , i=1,2, ......

So if for instance, Sn=1/(n+1) , n=0,1,.... then

gi(n)= -1/ ( (n+i+1) (n+i) ) thus

gi,(k-1)= -1/ ( (k+i) (k+i-1) ) (see ...COMPUTATION OF

Gi, (K-1) below )

gk-1),@(G-1= -1/ ( (k+i-1) (k+i-2) ) ( see ... COMPUTATION OF
G(k-1),(i-1) below )

Suppose that the i-th term of the error asymptotic expansion

has the form h**(alpha i)*log(h)**(beta i)

DOUBLE PRECISION GINIT(1), AHKL1, ARKL1
DOUBLE PRECISION AHIL1, ARIL1, LNBETA
REAL ALPHATI(1), BETAI(1)

. COMPUTATION OF g (k-1)

A O
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M = MAXO(1, K-2)
IF (K .GT. MAXCOL+1) M = MAXCOL
DO 10 I = 1,M

AHKL1 = 1.D0/(NO*2.DO%*x*(K-1))

ARKL1 = DLOG(AHKL1)

IF (ARKL1 .LT. 0.DO) THEN

LNBETA = -(DABS(ARKL1) *xBETAI(I))
ELSE

LNBETA = ARKL1**BETAI(I)
ENDIF
GINIT(I) = AHKL1%*ALPHAI (I)*LNBETA

10 CONTINUE

C ... COMPUTATION OF g (i-1)
C k-1
IF (K .GE. 3 .AND. K .LE. MAXCOL+1) THEN
DO 20 I = 1,K
AHIL1 = 1.DO/(NO*2.DO**(I-1))
ARIL1 = DLOG(AHIL1)
IF(ARIL1 .LT. 0.DO) THEN
LNBETA = - (DABS(ARIL1)**BETAI(K-1))
ELSE
LNBETA = ARIL1%*BETAI (K-1)
ENDIF
GINIT(M+I) = AHIL1%*ALPHAT (K-1)*LNBETA
20 CONTINUE
ENDIF

RETURN
END
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* SUBROTINA : FACTOR
*
INPUT :
W - matriz de dimensao (N,N) contendo a matriz A de ordem N

a ser factorizada
N - ordem da matriz A

OUTPUT :
W - matriz de dimensao N contendo a factorizacao
de P*A para alguma matriz de permutacao P

especificada por IPIVOT

IPIVOT - vector inteiro de dimensao N indicando
que a linha IPIVOT(K) foi usada para
eliminar X(K), K=1,...,N

IFLAG - um inteiro

= 1, se se efectuar um numero par mudancas
= -1, se se efectuar um numero impar mudancas
= 0, se a matriz triangular superior tiver um ou
mais zeros na diagonal principal se

efectuar um numero par mudancas

Logo, Determinante(A) = IFLAG*W(1,1)*...*W(N,N)
Se IFLAG.NE.O, entao o sistema linear Ax*X=B pode ser

resolvido para X pela chamada

CALL SUBST(W,IPIVOT,B,N,X)

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
* METODO :

* Metodo de CROUT com pesquisa parcial de pivot com
* equilibragem.

*

2k 3k 3k 3k ok 3 3k 3k ok 3k 3k % ok 3k 3k 3k K 3k 3k ok vk 3k k 3k 3k 3k e 3k 3k >k sk ok K Sk 3k k >k 3k k ke S ok k 3k 3k K 3k 5k >k dk 3k >k K 3k 3k 3 %k 5k %k e %k k >k 3k %k > %k %k

SUBROUTINE FACTOR(W,N,D,IPIVOT,IFLAG)

INTEGER IFLAG, IPIVOT(N), I, ISTAR, J, K
DOUBLE PRECISION D(N), W(N,N), AWIKOD, COLMAX
DOUBLE PRECISION RATIO, ROWMAX, TEMP

IFLAG=1

DO 9 I=1,N
IPIVOT(I)=I
ROWMAX=0.0DO
DO 5 J=1,N
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IF (DABS(W(I,J)).GT.ROWMAX) ROWMAX=DABS(W(I,J))
CONTINUE
IF (ROWMAX.EQ.0.0DQO) THEN
IFLAG=0
ROWMAX=1.0DOQ
ENDIF
(I)=ROWMAX
CONTINUE

IF (N.EQ.1) RETURN

factorizacao

DO 20 K=1,N-1
COLMAX=DABS (W(K,K)) /D(K)
ISTAR=K
DO 13 I=K+1,N

AWIKOD=DABS(W(I,K))/D(I)
IF (AWIKOD.GT.COLMAX) THEN
COLMAX=AWIKOD
ISTAR=I
ENDIF
CONTINUE
IF (COLMAX.EQ.0.0DO) THEN
IFLAG=0
ELSE
IF (ISTAR.GT.K) THEN

fazer K a linha pivot trocando-a pela linha escolhida ISTAR

IFLAG=-IFLAG
I=IPIVOT(ISTAR)
IPIVOT(ISTAR)=IPIVOT(K)
IPIVOT(K)=I
TEMP=D(ISTAR)
D(ISTAR)=D(K)

D (K)=TEMP
DO 15 J=1,N
TEMP=W (ISTAR, J)
W(ISTAR,J)=W(K,J)
W(K, J)=TEMP
CONTINUE
ENDIF

eliminar X(K) das linhas K+1, ..., N.

DO 19 I=K+1,N

44
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19

20

%k
*

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*

* %

14

W(I,K)=W(I,K)/W(K,K)
RATIO=W(I,K)
DO 19 J=K+1,N
W(I,J)=W(I,J)-RATIO*W(X,J)
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE
IF (W(N,N).EQ.0.0D0) IFLAG=0

RETURN
END

sttt otk ot otttk ok ok ok okl sk ok sk s oo oo o o o e ok ok ok ok sk sk sk s s e e o o o o ok sk sk sk sk sk sk sk sk e o ok o
SUBROTINA : SUBST

INPUT :
W, IPIVOT, N - output da subrotina FACTOR, aplicada ‘a
matriz A de ordem N
B - vector de dimensao N, dando o lado direito do

sistema a ser resolvido

OUTPUT :

X - vector de dimensao N satisfazendo A*xX=B

METODO :
Consiste em resolver dois sistemas triangulares, um
fazendo substituicoes ascendentes e outro
substituicoes descendentes. Usa para isso a
factorizacao contida em W e em IPIVOT
(gerada em FACTOR)
sttt ot ok ofe ok ot ofeofe ok ok ok kel sk sk sk s oo oo o o o e ok sk ok ok ok sk sk e o o o ok ke ok sk sk sk sk sk ook sk e o ek e

SUBROUTINE SUBST(W,IPIVOT,B,N,X)
INTEGER IPIVOT(N),I,IP,J
DOUBLE PRECISION B(N), W(N,N), X(N), SUM

IF (N.LE.1) THEN
X(D=B(1)/Ww(1,1)
RETURN
ENDIF
IP=IPIVOT(1)
X(1)=B(IP)
DO 15 I=2,N
SUM=0.0D0
DO 14 J=1,I-1
SUM=W(I,J)*X(J)+SUM
CONTINUE

Ao



4 A4 A JINASANSAJ L4 L LU A LULALVEILANT

IP=IPIVOT(I)
X(I)=B(IP)-SUM
15 CONTINUE

X (M) =X(N) /W(N,N)
DO 20 K=N-1,1,-1
SUM=0.0D0
DO 19 J=K+1,N
SUM=W (XK, J)*X (J)+SUM
19 CONTINUE
X(K)=(X(K)-SUuM) /W(K,K)
20 CONTINUE

RETURN
END

e d
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