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0 mistério do armazeém absorvido

magine o leitor que pretende construir

um armazém para distribuicio de bens

por um certo ndmero de cidades. Qual é
a localizagio dptima do armazém, no sen-
tido de minimizar os custos totais de distri-
buigio?
O problema nio tem (apenas) um interesse
académico. Se o leitor trabalhar numa em-
presa de distribuicio, quereri ter armazéns
localizados de forma a minimizar os custos
de transporte dos bens aos clientes. Se tra-
balhar em energia ou telecomunicacdes, que-
rerd ter uma rede de cabos eléctricos ou fibra
bptica com o menor comprimento total de
rede, mas que sirva as necessidades de trd-
fego (que sio diferentes para pontos dife-
rentes: Lishoa niio terd a mesma intensidade
de trifego do que, digamos, as Berlengas).
Se for responsavel pela construgao de uma
unidade fabril, quererd localizi-la de forma
a minimizar a distancia total aos clientes. Se
quisermos localizar uma central de transpor-
tes (um aeroporto, por exemplo), um crité-
rio importante é minimizar a distincia total
aos centros populacionais servidos, ponde-
rando cada um pela sua populagio.
Os exemplos multiplicam-se: saber resolver
este problema pode, dependendo das cir-
cunstincias, poupar milhées de euros. O seu
interesse econdmico € claro.
Tentemos formalizar o problema. Temos um
conjunto de n pontos no plano, Xj,..., X,
com pesos Py,..., P Em geral, interessa per-
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mitir que os pesos associados de pontos dis-
tintos sejam diferentes: significa que o ni-
mero de clientes em cada ponto de distri-
buicio x; € varidvel. Se eu estiver a construir
um armazém para distribuigio de leite na
regifio de Lishoa e Vale do Tejo, a importén-
cia econdmica do ponto Lisboa é muito maior
do que, digamos, do ponto Bombarral: vou
fazer muito mais vezes a viagem para Lishoa
e, portanto, interessa-me reflectir a cidade
de Lisboa com um peso maior (talvez pro-
porcional ao niimero de habitantes).

Se eu situar o armazém num dado ponto
(a,b) do plano, o custo associado C(a,b) serd
a soma, ponderada pelos pesos p;, das dis-
tAncias dos pontos fixos Xj =(X;,y;) a0 ponto

(a,b):
Clab)=Y pltx,-ay +o, by (1)

O problema ¢, portanto, de optimizacio: o
objectivo ¢ escolher o ponto (a,b) de forma
a minimizar o custo total C(a,b) dado pela
equacio (1).

Em primeiro lugar, é facil concluir que existe
um ponto de minimo: quando o ponto (a,b)
se afasta do dominio convexo definido pelos
X;, a funcio custo C cresce (naturalmente!)
sem limite. Por continuidade, tem de ter um
minimo nesse dominio convexo. Esse minimo
¢, portanto, uma “média espacial” e, ingenua-
mente, poderfamos supor que essa média é
um centro de massa.

Nio é! De facto, esse ponto tem proprieda-
des muito diferentes e contra-intuitivas. Para
ilustrar a situacdo, suponhamos, como na fi-
gura 1, que temos cinco cidades diferentes,
dispostas num pentdgono regular. Comece-
mos com uma situacio em que todas as cida-
des tém igual peso (20%); é bvio, por sime-
tria, que o ponto de minimo, representado a
vermelho, estd no centro do pentdgono.

Fagamos agora aumentar o peso relativo do
ponto A, mantendo as outras quatro com
peso igual entre si. Por simetria, 0 ponto op-
timo estari sobre o eixo vertical. No entanto,
desloca-se muito rapidamente 4 medida que
o ponto A aumenta de peso. Na figura 2 estd
representada a sua localizagio quando o peso
relativo de A ¢ 43%: o ponto éptimo quase
coincide com Al
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Figura 2

Na figura 3 representa-se, a vermelho, a forma
como evolui a posi¢ao do ponto dptimo com
0 aumento do peso relativo de A: pouco antes
de este atingir 45%, o ponto dptimo foi “ab-
sorvido” pelo ponto A. Tudo se passa como
se os outros pontos simplesmente ndo exis-
tissem: o ponto Gptimo ji foi absorvido por
A. Antes mesmo de o peso relativo de A ser
50%, o ponto dptimo jd coincide com A.

Pensando no significado desta situacio em
termos do problema original, o que se estd
a passar € extremamente contra-intuitivo:
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se o peso relative de uma das cidades é su-
ficientemente grande (e nem sequer esma-
gadoramente grande!), a localizacio éptima
do armazém (ou aeroporto, ou fébrica) co-
lapsa automaticamente nela.

Tudo se passa como se uma cidade, atingida
uma dimensio critica, funcionasse de forma
“absorvente” e fizesse com que a solucio para
optimizagio de localizagio de recursos fosse...
concentrar ainda mais recursos nela propria.
O problema matemdtico em questio tem
uma longa e ilustre histéria, tendo sido redes-
coberto virias vezes, e é conhecido como pro-
blema de Fermat-Weber, ou problema da me-
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diana geométrica (nome que deriva de
ser o analogo, no plano, da mediana numa
distribuicio unidimensional).
A esséncia do fendmeno contra-intuitivo
' de “absorcio” por pontos suficiente-
mente pesados provém do seguinte facto.
Ao contririo do que uma consideragio
leviana poderia fazer pensar, a mediana
geométrica (ou ponto de Fermat-Weber)
nédo é o centro de massa do conjunto de
pontos! De facto, o centro de massa C
¢ 0 ponto que minimiza a soma (ponde-
rada) dos quadrados das distincias dos pon-
tos Xj a C. O ponto de Fermat-Weber, pelo
contrario, minimiza a soma ponderada dos
modulos das distincias, como se pode ver
pela equagio (1).
Este (aparentemente pequeno] pormenor
faz toda a diferenca. Para determinar o cen-
tro de massa, a aplicagio do Calculo Dife-
rencial é imediata e as equacdes do centro
de massa so lineares, tendo o comporta-
mento “bonito” a que estamos habituados.
As equacdes para 0 ponto de Fermat-Weber
sao, contudo, ndo-lineares: dai o comporta-
mento distorcido das solucdes,

{

o ",f'[ - R

Projectamos, fiscalizamos,; gerimos e prestamas acompanhamento
técnice a algumas das maiores obras de engenharia dos ultimos 30 anos.

O GRUPO CENOR, presente em 3 continentes, presta um servico de exceléncia
em Consultoria de Engenharia, nos seguintes dominios: Energias Renovaveis,
Infra-estruturas, Hidraulica Agricola e Urbana, Saneamento Ambiental,
Parques e Unidades Industriais, Engenharia de Transportes, Estruturas
e Fundacodes, Geotecnia e Obras de Arte.

Visite-nos em www.cenor.pt e descubra a nova imagem de um grupo solido
e cada vez melhor preparado para responder a novos desafios.

@ i
PME lider

G
ECG -

o

Engenharia
CENORGED - Eng

e Gestao, Lda. - ECGPLAN - Engenharia, Gestao

‘CENOR

JCENOR~ - CENOR - Consultores, S. A. - CENORPLAN - Planeamento € Projeetas, Lda.

Planea

nica, Lda. - CENOR - Acores, Lda. - CENOR- Consultores S A. < Sucursal Angole




CRONICA

Pior: a funcio C(a,b) ndo é diferencidvel no
ponto de Fermat-Weber (pois a fungio mé-
dulo ndo possui derivada na origem), pelo
que estamos perante um problema de opti-
mizagio que ndo se resolve por aplicagio
cega do célculo diferencial.

A distingdo entre mediana geométrica (como
é conhecida nos meios mais ligados & esta-
tistica) e centro de massa é subtil. No infcio
do século XX o Census Bureau dos Estados
Unidos cometeu o erro de os identificar,
afirmando que o “ponto de distincia minima
agregada” era o centro de gravidade das po-
pulacdes. Resultado: durante quase duas dé-
cadas o erro propagou-se a livros de demo-
grafia e estatistica, sendo corrigido por volta
de 1930 pelos mateméticos Eells e Gini.
O problema de Fermat-Weber originou-se,
como o nome indica, com Pierre de Fermat
no século XVIL. Dado um tridngulo, Fermat
pede o ponto que minimiza a soma das dis-
tincias aos vértices do tridngulo. O problema
foi resolvido pelo proprio Fermat, por Evan-
gelista Torricelli e por virios outros matems-
ticos. O ponto 6ptimo (de Fermat) estd no
cruzamento das medianas dos triingulos
equildteros apoiados nas arestas do tridngulo
(figura 4).

Figura 4
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Esse ponto de Fermat tem a propriedade de
“ver” todos os vértices do tridngulo original a
120°. Note-se, em particular, o seguinte: se
o tridngulo possui um Angulo maior ou igual
a 120°, entdo ndo existem pontos nestas con-
di¢des, e o ponto de Fermat coincide com o
vértice correspondente ao maior dngulo. Por-
tanto, até no problema de Fermat surge o fe-
némeno de “absorgio” do ponto éptimo!

O economista alemio Alfred Weber, irmio
de Max Weber, reformulou, no inicio do sé-
culo XX, o problema de Fermat como um
problema de localizacio 6ptima, utilizando
n pontos e pesos distintos, como interessa
na interpretacio econémica do problema.
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Foi o primeiro problema da classe a que se
chama hoje Facility location.

O problema de Fermat-Weber permite uma
solugdo mecénica interessante, dada origi-
nalmente pelo matematico francés Varignon
(sécs. XVII-XVIII) e representada na figura
5. Num plano fazem-se n furos correspon-
dentes 3s localizagdes das cidades X, ... X,.
Atam-se n fios num tinico n, passando o fio
i pelo furo correspondente a X; e suspen-
dendo-se dele o peso correspondente p;.
Entio, atingido o equilibrio, uma andlise de
forgas mostra que a posi¢io do nd estard no
ponto de Fermat-Weber (fig. 5). Esta arma-
cdo de Varignon chegou mesmo a ser utili-
zada, nalgumas circunstincias, como com-
putador anal6gico para resolver o problema
de Fermat-Weber.
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observar todos os fendmenos contra-intuiti-
vos do problema de Fermat-Weber cons-
truindo uma armacio de Varignon. Por exem-
plo, se um dos pesos for maior do que a soma
de todos os outros, o nd da armacdo de Va-
rignon vai ser “sugado” — ou, na terminolo-
gia anterior, “absorvido” - pelo furo corres-
pondente a esse peso.

Na verdade, como o nosso exemplo paran=35
mostra, esta condi¢io nem sequer ¢ neces-
sdria para que um ponto seja “absorvente”.
Por anlise de forgas, basta que a resultante
das forcas dos outros pesos seja menor ou
igual do que o peso suspenso do furo em
questdo. Esta condigdo é suficiente para ga-
rantir que o ponto de Fermat-Weber é absor-
vido pelo furo. Isto pode mesmo acontecer
se 0 peso correspondente for pequeno!

E possivel mostrar que o problema geral de
Fermat-Weber, ao contrario do problema dos
centros de massa, nio possui uma solugio
analitica (em radicais). Assim, os métodos
aproximados revelam-se cruciais. Em parti-
cular, com o advento dos computadores di-
gitais, os métodos iterativos para solugio
permitem hoje em dia calcular solugges apro-
ximadas com um grau arbitrariamente ele-
vado de precisio. Existem vérios algoritmos
para o fazer, sendo o mais utilizado o algo-
ritmo de Weiszfeld.

Sio possiveis muitas generalizacdes tteis do
problema de Fermat-Weber. Por exemplo,
podemos querer nio trabalhar no plano, mas
no espaco (ou numa superficie esférica, se
estivermos a pensar numa rede sismoldgica
de detecgao de tsunamis) ou mesmo em di-
mensao 1. Podemos querer ter varios arma-
zéns a servir os pontos de procura (problema
que tem o nome de Multifacility location).
Podemos querer usar outras nogdes de dis-
tincia que ndo a euclidiana (por exemplo,
que leve em conta a rede de vias de trans-
porte). E assim por diante.

Cada contexto poders, naturalmente, dar ori-
gem a novos fenémenos possivelmente ines-
perados. No entanto, ¢ interessante observar
que o misterioso fendmeno da “absorcio” do
ponto éptimo por um dos pontos nio estd re-
lacionado com este tipo de complexidade, sur-
gindo no contexto mais simples possivel: trés
pontos num plano, o humilde tridngulo de Fer-
mat. Em contextos mais complexos podcm
surgir mais paradoxos - mas este estard obri-
gatoriamente entre eles. Do ponto de vista
econdmico, o fenémeno da absorcio do ponto
de Fermat-Weber mostra que, em problemas
de localizagiio de pontos de distribuicdo, existe
uma dimensio critica acima da qual a decisio
mais racional de um agente econémico € fazer
coincidir o ponto de distribuigio com o maior
ponto de procura, Parece pouco democritico,
mas nada tem a ver com questdes ideoldgicas:
é um resultado matemitico.

Um pouco especulativamente, talvez seja esta
a légica do aparecimento de megametrépoles
no Terceiro Mundo: enquanto nos patses “ricos”
existe um excedente para pagar o “prémio”
de deslocalizar os armazéns para zonas indus-
triais periféricas, preservando a qualidade de
vida nas cidades, no Terceiro Mundo ndo existe
esse excedente de recursos. A opcio ¢, assim,
pela solugio mais barata: os pontos de distri-
buicdo concentram-se, de acordo com a ab-
sorcio de Fermat-Weber, na maior das cida-
des, que em consequéncia se torna cada vez
maior. Talvez até aos 20 milhdes de habitan-
tes de Séo Paulo ou Cidade do México.
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