Astrofisica

I Série de Problemas

Prof. Orfeu Bertolami

Instituto Superior Técnico, Departamento de Fisica
Maio 2009

1. Em 1766 Johann Daniel Titius von Wittenberg ao preparar a traducao para o alemao
da obra Centemplation de la Nature de Charles Bennet adicionou uma famosa nota de
rodapé no capitulo dedicado aos movimentos planetarios. Segundo esta o raio médio de
todas as drbitas planetarias podia ser gerado pelo algoritmo (o raio é considerado em
Unidades Astronémicas, 1AU = 1.496 x 10''m):

rm=04+03%x2", n=0,1,2,.. (1)

Surpreendentemente esta férmula reproduz com boa precisao a distancia média do Sol
dos seis planetas entao conhecidos: Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter e Saturno
(Merctirio correspondendo a r = 0.4).

Em 1772Johann Bode deparou com a nota de Titius e introduzia-a na nova edicao do seu
livro de astronomia sem qualquer menc¢ao a Titius. Assim, o nome de Bode estd até hoje
erroneamente associado a esta lei empirica.

a) Demonstre que a lei de Titius reproduz aproximadamente as distancias dos seis pla-
netas entao conhecidos e cujos valores observados sao respectivamente: Merctirio
(0.39AU), Vénus (0.72AU), Terra (1AU), Marte (1.52AU), Jupiter (5.2AU) e Sa-
turno (9.55AU).

b) Demonstre que a lei de Titius faz duas previsoes interessantes:

i) A distancia de Urano (r¢ ~ 19.2AU) - este planeta deve seu nome a Bode depois de
ser descoberto por Herschel em 1781.

ii) Que na lacuna entre Marte e Jupiter (r3 ~ 2.8AU) deveria existir um planeta. Sabe-
mos hoje que a esta distancia do Sol encontram-se os asterdides, muito possivelmente
gerados pela desintegracao dum planeta ali presente.

¢) Demonstre que a lei de Titius falha consideravelmente no que se refere as érbitas de

Neptuno (30.1AU) e Plutao (39.5AU).

2. Demonstre com base na equacao que relaciona as coordenadas polares e as grandezas
dinamicas do movimento duma particula de massa m, momento angular L, submetida
uma forca central
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e a equacao duma conica em coordenadas polares com a origem num dos focos

gzl—i—ecos&, (3)
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sendo € a excentricidade e d a distancia do foco a directriz, que decorre da primeira lei
de Kepler a exigéncia que a forga actuando sobre a particula seja proporcional a 1/72.

. Com base na informacao do problema anterior relacione o momento angular e a energia
total com a distancia do semi-eixo maior, a, e a excentricidade no caso do movimento
eliptico.

. Verifique que a terceira lei de Kepler ¢é valida para dérbitas elipticas.

5. A massa e o raio dum planeta podem ser estimados por meio de consideracoes bastante

gerais. Considere primeiramente a auto-energia de origem gravitacional dum planeta de
massa M, raio R, constituido por N moléculas de peso atémico, A:
GM?  GA*m3 N?
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onde my é a massa de um nucledo.
De seguida imagine que a estabilidade do objecto é estabelecida pelo equilibrio entre a
interaccao gravitacional e pressao electrostatica de electroes num estado degenerado, que
energeticamente é estimada como sendo proporcional a Na?m,, onde a = e*/hc = 1/137
¢ a conhecida constante de estrutura fina e m, a massa do electrao. Demonstre entao que
o raio do planeta é dado por

ag

R~ NA? <> ag , (5)
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onde ag = Gm? /hc e ag = €*/a*m., ou alternativamente por

ac\ Y2ay 0.7 6
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Demonstre que esta expressao ¢ uma boa estimativa para o raio da Terra, REB’ assumindo
que esta é constituida essencialmente de quartzo (didxido de silicio). Mostre também que
a estimativa decorrente para a massa da Terra, M@ ~ 6 x 10**kg, é razodvel. use para
a densidade,

A
PAT ( MmN AcPmym? ~ 0.04Agem™ . (7)
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Note também que a estimativa para a massa é bastante satisfatéria para os planetas
da sequéncia, Saturno, Urano, Neptuno e Jupiter, cujas densidades variam entre 0.17 —
1.7gcm—3. A massa de Jupiter é por exemplo, M; ~ 1.9 x 10*"kg.



