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Problema PL/4
{Bronson [1982], Cap. @nteger programming: branch-and-bound algorithRroblema 6.13 (p 62)}

Resolva dProblema 1.20
{Bronson [1982], Cap. IMathematical programmirfgProblema 1.20 (p 15)}

“Problema da mochila” (KP, “knapsack problem”)

Uma camara municipal tem 250 k$ {H) orcamentados para a instalac&o de
novas areas de tratamento de lixo. Estdo dispi@nive localizacdes, cujas
capacidades projectadas (tonelada por sematsenana) e custos de implantacéo
(k$) sdo dados na Tabela adiante.

Que localizacbes deve a camara seleccionar ?

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)  Total

Localizagao A B C D E F G
Capacidade, t/sem. 20 17 15 15 10 8 5 90
Custo, k$ 145 92 70 70 84 14 47 522

W Resolucao

Equacionamento do problema

O objectivo €, claramente, maximizar a capacidati# instalada, atendendo
aos constrangimentos existentes, 0 mais evidergejdais €, no caso presentge
natureza orcamental A variavel de decisdo sera um vector (de dinmensg
contendo, como elementos, variaveis que devem bsearias —€ 0 outro
constrangimento—, cada uma das quais indicara seomaspondente localizacao
havera implantacéo ou nao.

O problema em estudo € analogo @oblema da mochilaou “knapsack
problem”, classico. Neste, um campista ou montanhistass#aede colocar na sua
mochila um maximo de objectos “valiosos” (latas rdantimentos, instrumentos,
etc.), ndo podendo cada um deles ser fraccionaa® orpeso total esta limitado. Por
exemplo, usando a tabela dada: haveria 7 objédt®s, cujos pesos se leriam na
linha “custo” e ndo poderiam ultrapassar 250 (raastodo, com peso de 522); e o
valor (subjectivo) dos objectos estaria na linhgpacidade”. Entad; seria o objecto
mais valioso, com uma razéo beneficio sobre cus®& ™ = 0,57, maxima.

Embora haja varios algoritmos especificos, maigesfies, para o “knapsack
problem”, resolvé-lo-emos recorrendo a Programaddioear, concretamente,
Programacdo Linear Inteira, ou Binaria.

Modelo matematico

Verifica-se adiante que o modelo matematico do Iprof, exceptuando a
tltima condicéo (variaveis binarias 0-1), € conglid exclusivamente por equacdes

2 Definir-se-a “mathematical programming”, progra@agnatematica.

b Unidade monetaria arbitraria (délar, euro, etc.).

¢“t", toneladaton ou [Thompson & Taylor, 2008, p &etric ton(British, tonng, errado na Table 6
(op. cit), onde figura como T.

d Outros constrangimentos serdo, precisamente,esayacterizam o KP.

2013 MC-IST /O {KnapsackPr4e5.doc}
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lineares. Esta caracteristica torna o problemacaso particular da Programacéo
Matematica, que €& d&rogramacdo Linear Além disso, a introdugcdo do
constrangimento suplementar de que algumas vasigeritodas) tém de ser inteiras
transforma-o num caso drogramacao Linear Inteira MistaMILP (“mixed integer
linear programming”); e, ainda, o facto de asaagis inteiras serem binarias leva-o
a designacéao de BILP, ou BIP [“binary (mixed) irgetinear programming”].

[max] z= 20X, + 17X, + 15%;+ 15X, + 10x; + 8X5 + 5X,
sujeito a: 145, + 92X, + 70X+ 70X, + 84X+ 14X, + 47X, < 250
com: x<1 i=1.7

(%20)

Todas as variaveisteiras

O grupo de constrangiment®s> 0 —os chamados “constrangimentos implicitos™—
foi colocado entre paréntesis ndo porque nao sagamental, mas para lembrar que
€ respeitado automaticamente pelo algoritmo.

Os trés ultimos grupos de constrangimentos poderhdm ser expressos na
forma

x=0;1 i =1.7
ou ainda, no contexto da Programacdao Linear, dzsmdplesmente
Todas as variavelsinarias

(embora o termo “binario” possa, em rigor, refedr-a dois valores nao
forcosamente O e 1).

Procedimento via “branch-and-bound”

Combinar-se-4 a Programacdao Linear com o algoritentbranch-and-bound”
(B&B) —‘ramificacdo e limite”, ou “bifurcacdo e liite”, mas poucas vezes
traduzido, ou, mais consagrado, “particdo e avatisgucessivas” [Guerreirt al,
1985, op. cit]—, da autoria de Land e Doig [1960], que perteacelasse dos
chamadosnétodos de enumeracao

A resolucdo inicia-se com o problema origie&tluidos os constrangimentos
de integralidadg“relaxagao”), constituindo o que podemos chaméproblema 1.
A solucéo deste por Programacao Linear mostra-Salbela 1.

Tabela 1
Probl. z Esd’ X, X, X3 X Xs X X, [De; para
1 55,55 | — |0,027| 1 1 1 0 1 0 —

*Esgotado (ainda ndo aplicavel) estado de “esgotamentgirdblema

Ora, a solugdo do Problema rdo é admissivelvisto que ndo satisfaz os
constrangimentos de integralidade;: néo é inteiro. Entretanto, ficou conhecido um

limite (maximo) absoluto para que é 55,55, visto que, como recorreremos a
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introducdo demais constrangimentpso Optimo final s6 pode, evidentemente,
“piorar” (exactamente, ndo melhorar).

NOTA A propdsito de algarismos significativos, bastascrever=55,5, ou
mesmo 55 acontece que, neste problemagcosficientegna funcédo objectivo) tém
maximo divisor comum njidg 1, portanto, qualquer resultado admissivel sera
multiplo de 1 (pois que as variaveis virdo atedasinteiras). O 6ptimo do problema
original, logo, sera, na melhor das hipéteses|ar {enultiplo domdg 55.

O Problema 1 vai ramificar-se em dois novos probEenfparticdo do
Problema 1):

— O Problema 2, proveniente do constrangimentaaitx, < 0; e

— O Problema 3, proveniente do constrangimentaauitx, > 1.
Certamente, notamos gue< 0 implicax, = 0, o que, se substituido no Problema 2, o
facilitaria —e sem duavida assim fariamos em calcolanual—; porém, nao

recorreremos a particularidades numéricas nesta@aeipo.
Os resultados dos Problemas 2 e 3 sdo agora iatdoduna Tabela 2.

Tabela 2
Probl. z Esg.| x X, Xq X, Xg Xg x, |De;parg
1 55,55 — 1002 1 1 1 0 1 0 =23
2 95,47 — @ 1 1 1 0,04 1 0| 1,4,5
3 47,5 0 1 0,3 0 1 0

O Problema 1 deixou de interessar: diremos qué esgotadoapos
“sondagem” (“fathomed). No entanto, nem o Problema 2 nem o Problema 3
satisfazem os constrangimentos de integralidadesniolo, pois, que continuar. A
avaliacdo das solucdes, presentes, dos Problemas 2 e 3 (respectivantehe] e
47,5), leva-nos a escolher a primeira, por ser rpeesnissora (maior). Assim, 0
Problema 2 dara origem aos dois novos Problemés, 4@nformex; fiqgue abaixo ou

acima de 0,04, i. &, < 0 (x; = 0) ex; 2 1 (x; = 1), e ficara esgotado.

Havendo mais do que uma variavel nao-inteira, sugerse optar por
aguela que esteja mais longe de ser inteira, i. @m parte decimalmais préxima
de 0,5(e desempata-se arbitrariamehte)

Tabela 3
Probl.l z [Esd<| x, | % | x | x | x | x | x |peiparg
1 55,55 — | 0,02 1 1 1 0 1 0f — 23
2 55,47 — IEI 1 1 1 0,04 1 0| 1;4,5
3 47,5 0 1 0,3 0 1 0

€ Fathom['feeds m], toeza (medida de 6 pés) usada na medicdo aaddiqrofundidadep fathom
profundar, medir profundidade, sondar. (Deher arm [medida dos] bragos estendidos.)

f E ainda (porqué ?), se fossem varidimtisiras (ndo sinarias), v.g, 7,5 seria “menos inteiro”
que 8,5.



Programagao Linear — exercicios [:8]4

4 55,42 @ 1 1 1 @ 1 0,08
5 50,21 @ 0,13 1 1 1 0

Continua a ndo haver solucéo binaria. Das solug@esniveis, Problemas 3,
4 e 5, a mais promissora € a do Problema 4; dasggnar-se-do os Problemas 6 e 7,
bifurcando enx,.

Tabela 4
Probl. Z Esd®.| x X, X, X, X Xg X, [De; parg
1 55,55 — 0,02 1 1 1 0 1 of —2,3
2 55,47 — @ 1 1 1 0,04 1 0| 1;:4,5
3 475 0 1 0,3 0 1 0
4 55,42 — @ 1 1 1 @ 1 0,08 2:6,7
5 50,21 @ 0,13 1 1 1 0
6 55 Corr 0] 1 1 1 | [o 1 | [0
Opt
7 52,05 @ 0,53 1 1 @ 1

" Corr: solucdo corrente.

Obtivemos uma solucéo “binaria”, i. é, que satiséalos os constrangimentos
do problema original. Esta solucéo fica esgotadaassolucdo corrente de valor
z=55. Entdo —uma vez que as restantes solu¢cépserdveis ndo podem melhorar
este valor (nem sequer iguala-lo, o que poderiasdaicdes multiplas)—, a solucéo
corrente @ptima e a resolucédo do problema esta terminada:

x=[0 1 1 1 0 1 0]" z=55

Ou seja, seréo seleccionadas 4 localizacdes —222423e 62., designadBsC, D e
F—, com uma capacidade total 88 tonelada /semana (e um custo total que se
calcula em 246 k$, face ao disponivel de 250 mil).

Uma representacdo grafica progressiva da “arvass”stlucées do problema
tem bastante interesse (Figura 1).
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Figura 1

Programacédo Matematica e Programacdao Linear
Um problema de Programacédo Matematica pode semdi@itomo

[opt] z=f(x)
sujeitoa g(x)r0
com x=0

com z-valor dafuncao objectivo
f —funcado objectivo a optimizar (i. €, minimizar ouximizar)
X =vector das variaveis independentes
g -vector das func¢des de constrangimento
I —conjunto ordenado de relacGes= e o=

Um problema de Programacao Linear é um caso plarticno qual tanto a
funcéof como as funcdeg séo lineares.

Referéncias
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> KNAPSACK

« knap-sack(ng’s&’) —n. A bag, as of canvas or nylon, worn on the badaatoy supplies
and equipment. [L&nappsack knappento bite +sack,bag.] [HERITAGE, 1986]

O Heritage usa ™aem vez de “e&e” —e muitas outras notacoes, sempgEreEas— e ndo 0s

simbolos do Alfabeto Fonético Internacional (“Adagéo Fonética Universal”). Coloca um

acento agud@posa silaba “ténica”, e outros (se houver subtonicaerdo entdo o acento

principal grafado em normando). Os “pontos” inddsdos nas palavras indicam locais para

translineacao.

e knap (naep)

knap' —tr. v. knapped, knap-ping, knaps 1. CHIEFLY BRITISH. REGIONAL. To strike
sharply; rap. 2. To break or chip flints with a sharp blow3. CHIEFLY BRITISH.
REGIONAL. To snap at or bite. [MEnappeh knap“per n.

knap® —n. REGIONAL. The crest of a hill; summit. [ME < Ofhaep

Porém, o Oxford nao regiskaap ! [HERITAGE, 1986]

e knap [naep], (1)vt. KNAPPING [-in], KNAPPED [-t], partir, quebrar; estalar; britar. — (8)
eminéncia; elevacgdo.

* knapsak ['naepsaek]s. de soldado; saco de campismo. [Ferreira, 1954]

Provavelmente, gralha, pknapsack

e sack(saek)

sack —n. 1. a.A large bag of strong, coarse material for holdafjects in bulk. b. A
similar container of paper or plastic. The amount held in a sack. Also sacque.A
short, loose-fitting garment for women and childrer8. SLANG. A dismissal from
employment:finally got the sack. 4. SLANG. A bed, mattress, or sleeping bad. A
baseball base.

—tr. v. sacked sack-ing sacks 1. To place in a sack.2. SLANG. To discharge from
employment. —Phrasal verb: sack out.SLANG. To sleep. [ME < OEBaecc< Lat. saccus
< Gk. sakkos of Semitic orig.]

sack —itr. v. sacked sack-ing sacks To rob of goods or valuables, esp. after capture.

—n. 1. The looting or pillaging of a captured tow8. Plunder; loot. [< OFrimettre a) sac,
(to put in) a sack.

e sac(saek) —. A pouch or pouchlike structure in a plant or adjnsametimes filled with
fluid. [Fr., bag < Latsaccus—see sack] [HERITAGE, 1986]

» sac[saek],s. saco, bolsa, cavidade.

e sack[seek],s. (1) saco, saca, taleigo, costal; saque, pilhageih); ... — (2) vt. ensacar,
saquear; despedir. [Ferreira, 1954]

Referéncias

— FERREIRA, Julio Albino, “Dicionério Inglés-Portugués”, Novadicdo, Editorial
Domingos Barreira, Porto, 1954 (data do prefacioedisor)

— [HERITAGE] “The American Heritage Dictionary”, Houghton Miff Company, 1987,
parte da Microsoft BookshelfCD-ROM Reference Library”, Multimedia 1993
Edition

— [OxFORD] FOWLER, Francis George and Henry WatsamRER, “The Pocket Oxford
Dictionary of current English”, 7th. ed. (1984, #92 Oxford University Press,
Oxford OX2 6DP, Great Britain, reprinted 1985 <
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Problema PL/5
Resolva o seguinte problema como Programacéao LBigaria.

[max] z= 20X, + 17X, + 15%,

sujeito a: 14%, + 92x,+ 70x,< 250

B Resolucéo

Suporemogpara evitar os calculos dos varios problemas dedgPamacéao
Linear pelo leitor)que dispomos, antecipadamente, das solucbes domtes 27
problemas, sendo o Problema 0 a programacdo lioeginal relaxada dos
constrangimentos de integralidade e os restantsddpnas (1 a 26) formados pelo
Problema 0 acompanhado dos constrangimentos,eqie x, adiante indicados.

Tabela 5
Constrangimentos Solucao

Probl.| x, X, Xq z X, X, Xg
0 | — — — [4424 06 1 1
1 — — 0 37 1 1 0
2 — — 1 | 44,14 0,6 1 1
3 — 0 — 35 1 0 1
4 — 0 0 20 1 0 0
5 — 0 1 35 1 0 1
6 — 1 — | 44,14 0,6 1 1
7 — 1 0 37 1 1 0

8 — 1 1 |44,14 0,6 1 1
9 0 — — 32 0 1 1
10 0 — 0 17 0 1 0
11 0 — 1 32 0 1 1
12 0 0 — 15 0 0 1
13 0 0 0 0 0 0 0
14 0 0 1 15 0 0 1
15 0 1 — 32 0 1 1
16 0 1 0 17 0 1 0
17 0 1 1 | imp. | — — —

18 1 — — (41,47 1 0,4 1
19 1 — 0 37 1 1 0

20 1 — 1 (41,47 1 0,4 1
21 1 0 — 35 1 0 1
22 1 0 0 20 1 0 0
23 1 0 1 35 1 0 1
24 1 1 — 39,79 1 1 0,2
25 1 1 0 37 1 1 0
26 1 1 1 | imp. | — — —
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imp.: problema impossivel

Com base nesta informacgéo, podemos construir ald &ejue contém o
percurso da obtencdo da solucao Optima.

25 37 Corr @ 24  |opt

24

26 imp. —

Tabela 6
Probl.l z [Esd%| x, | %x | x | Deipaa
0 44,14 — 0,6 1 1 — 9, 1§
9 32 Corr— @ 1 1 0
18 41,47 — 0,4 1 0; 21, 24
21 35 Corr— 1 18
24 39,79 — 0,2 |18; 25, 26

(=] [=]][=] [

A solucéo €, assim:
x=[1 1 0]T z=37.

Na Figura 2, mostra-se a arvore de solucdes enmafgrdfica. Na realidade,
s6 seriam calculados os Problemas 0, 9 & 18, 22 &25 & 26 (possivelmente,
apelidados de Problemas 1, 2, 3, etc.) e ndo @sdblemas anteriormente tabelados
— vantagem do “branch-and-bound”.

Figura 2

Os Problemas 1, 7, e 19, que, pela Tabela 5, paresotucdes alternativas,
sdo, de facto, idénticos a solucdo 6ptima (i. 6, asthesmasolucdo —mesma);
surgiram devido ao modo artificioso por que a nes@bd foi apresentada. A solucéo
do problema é, pois, Unica. (Note-se que a nadudezalgoritmo leva a que, caso
haja solu¢cdes multiplas, possam surgir durantero precesso de calculo.)

[



