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A-nones Abnangentes de Menor Esto - Algoiitmo Genénico

ASTI G)
A ← 0
while 1A does not contain all vertices)
'

'

; pick (MN) c- Est . LM ,
v3 is safe for A

I A ← A 0 { (mir) }
return A

Pnobtema : Como identifier anas seguros ?



Alyoaitmo de Kruskal

• Associate a.da ni ao Conjunto de vertices do seu component
na floresta GA = IV , A)

• Pen corner os an cos por Ordem crescent da peso e verifier
Pana coda anco se liga dois co- Jsoneutes de GA= IV , A)

1

A C E

4

3
4

z 4 5

B D F
4 6



Alyoaitmo de Kruskal

• Associate a.da ni ao Conjunto de vertices do seu component
na floresta GA = IV , A)

• Pen corner os an cos por Ordem crescent da peso e verifier
pana coda anco se liga dois co- Jsoneutes de GA= IV , A)

1

A C E

y

3

, I 4

z 4 5

B I
4 D l

6 F



Alyoritmode Kruskal

Exempt :Kruskal / f. u )

for each ref.V
Makesetlv )

b
8
c
t

d
let E' = sort / G. E. W ) 4 9

2
4

A- ¢

for each 1m,r> c- E
'

a
"

in 14
e

' if Findsetlm ) =/ Fiudsetlr) 7 6

' '

A _- AU / (Mit) ) 10

! ! Union /mir)

&
h

g
f
z
t

return A



Alyoaitmode Kruskal

Exempt :Kruskal / f. u )

for each ref.V
Makesetlv ) 81 c t db

let E' = sort / G. E. W ) 4 9
2

4
A- ¢

for each 1m,r> c- E
'

a
"

in 14
e

' if Findsetlm ) =/ Fiudsetlr)
-

I -6
-

I '

.

A -- AUK-m.rs } 8 To
i ! Union /mir)

h
g
f
z
t

return A

WIT)= 9+2+2+4 +41-81-71-9
=3't



Alyoritmo de Kruskal

Algnitmo Union - Find
Kruskal / f. u )

for each re G. V • Make - set In) - cniao conjunto {us
Makesetlv ) G-plexidade : 0111

let E' = sort / G. E
,
W )

A- ¢ • Union In
, g) - faz a vniño do conjunto de n

for each 1m
, DE E

'
Como Conjunto de y

' if Findsetlm ) =/ Find Seth 6-plea: date : 011gal' '

A = A U { (Mit) )1
.

'

.
! Union Im,r) • Find Setln) - retonna o

"

representante " do conjunto
return A

que
contém n

co-plea :D .de : 011gal
• Nota : Cada conjunto em mm representante
que

o identifies onivocamente
.



Alyoaitmo de Kruskal
Anilin de Complex id.de

Kruskal / f
,
w )

for each re G. V
Makeset ( v )

let E' = sort / G. E
,
W )

A- ¢

for each 1m
,
r) c- E

'

' if Findsetlm ) =/ Find set Ir)
' '

A = A U } (mir) )1
.

1

,
! Union lmiv)

return A



Alyoaitmo de Kruskal
Anilin de Complex :D.de

Kruskal / f. u )

for each re G. V J Olv)
Makesetlv )

let E' = sort / G. E. w ) I 0 IV. lgv )
A- ¢

for each 1m
,DEE

'
• Ociclo éexecokdo IEI vezes

' if Findsetlm ) =/ Find Seth
I '

.

A -
- A Ullah } - Costa do Find set

- Goto do union ] 01%14
)

'

,
! Union /mir)

=

return A
• Total:O / IEI.ly IN )



Algoritmo de Kruskal - Lema (have

Lema [ Kruskal]

Sejn G- IV. E. u ) mmynafo disigido pesado , A o sobconjvnto de

de arma IST de f e C = Nc
,
Ea) mm quelques component

da floresta GA = ( V
,
A)
;
entao :

• 0 anco de menon peso que liga C a ovtno component
component de GA é seguro para

A.

Pray



Algoritmo de Kruskal - Lema (have

Lema [ Kruskal]

Sejn G- IV. E. u ) mmynafo disigido pesado , A osobconjvnto de

de arma 1ST de f e C = Nc
,
Ea) mm quelques component

da floresta GA = ( V
,
A)
;
entao :

• 0 anco de menon peso que liga C a outro component
component de GA é seguro para

A.

R÷ We
,
We) e- mm contre

que resfseik A
.

• 0 an co mais love g- liga C a outro co-Janecek
de LA é o arco leveque cnvza ( Vc , VIVI.

• Aplicando o Teonema Ario here ⇒ Arco segvno,
con chimes que o anco escolhi do e-

seguro
pana A.

•



Algo Ritmo Union - Find - Representing de Conjuntos Disjuntos

Ideia : Conjunto se representa dos Como a-

nronesn-a-rias.EE#os: Representasio Interna : Cada ni tem :
• Um pai

• Conjunto { B , E} E
•

mm rank : Mma estimative da
^

Obs : ofilhoapontafdopai " altona " do ni na invoice

B

• Conjunto { A , C, D, F, G, H}
aFic
D F

^ M

G A



Algo Ritmo Union - Find - Representing de Conjuntos Disjuntos

Ideia : Conjunto se representa dos Como invoices n-a-rias
.

Obsenvasoio :
• Lada Conjunto corresponde a vine

tempos : invoice n- a-nia

• Conjunto { B , E} E

^

• 0 representante de mm dado Conjunto^

Obs : o filho abouta fl o pai connesponde '

a Ruiz da a-none resp .

B
°

• Cada ni tem mm pai e mm rank

2

• Conjunto { A , C, D, F, G, H} . 0 nahh de om ni é arma estimative
a

da " altona " do ni na invoke

que
ocontém

.

C

°

D

"

F

"

t
^ A÷

0 0

0 Rank de rm ai G A

pode see superior in

sra altona efectiva .



Algo Ritmo Union - Find

Make-Set In ) ⇒ cria o conjunto com o elementon

Find set (a) ⇒ netonna o representante do

Conjunto que
contemn

2

• Findset (A) = ?
H

-
n
"

• Find set (G) = ?
-

,
1

C
^

D F

^ M

O O

G A



Algo Ritmo Union - Find

Make-Set In ) ⇒ cria o conjunto como elementon

rlahesetln) Complexo dade : 04)

N.fr : = u

n .
Rank := 0

Find Setln) ⇒ netonna o representante do

Conjunto que
contemn

2

Find Etta) • Findset (A) = ?
It

while In -1 nip )
-
n
"

• Find set (G) = ?

n := a.p
-

q
1

Return n C
"

D F

^ M

O O

G A



Algo Ritmo Union - Find

Union In
,g) ⇒ Faz a vniao dos conjrubs g- contemn eg

• Union IB
,
A) ?

Union Imig) .

1 Z

E AIT
M

'

y
0 9 9

B C D F

^ M

O O

G A



Algo Ritmo Union - Find

Union In
,g) ⇒ Faz a uniao dos conjrubs g- contemn eg

• Union IB
,
A) ?

Union Imig) .

let Rn = FindSeth i 2

let
ry = Find Setty) Eattain

if lr×== Rg) Return

if /Rx -

Rank > g. Runk ) o

'

a
1

B C
"

D F

Ry - p = Rx ^ ^

else if try .
Rank > Rx -

Rank )
0 0

Rx .p:= Ry G A

else

Ry - p := Rx

Rx - Rank -

= Rx .

Rank + y ) %
-
Rank - = Ry .

Rank



Algo Ritmo Union - Find

Union In
,g) ⇒ Faz a uniao dos conjrutes g- contemn eg

• Union IB
,
A) ?

Union long) .

let Rn = FindSeth 2

let
Ry = Find set (g)

> It
9
n
T

if lr×== Rg) Return
1 -

if /A.Rank > Rg .
Runk )

E c
"

D

"

F

"

Ry - p = Rx ^
n m

else if try .
Rank > Rx -

Rank )
0 0 0

Rx .p:= Ry B G A

else

Ry - p := Rx

Rx - Rank -

= Rx .

Rank + y ) %
-
Rank - = Ry .

Rank



Algo Ritmo Union - Find

Union In
,g) ⇒ Faz a vniao dos conjrutes g- contemn ey

• Union I A
, E)

Union Imig) .

1 1let Rn = FindSeth
F Elet

ry = Find Setty) ^ ^

if lr×== Rg) Return
0 0

if IA. rank > g. Runk ) A B

Ry - p = Rx
else if try .

Rank > Rx -

Rank )
Rx .p:= Ry

else

Ry - p := Rx

Rx - Rank -

= Rx .

Rank + y ) %
-
Rank - = Ry .

Rank



Algo Ritmo Union - Find

Union In
,g) ⇒ Faz a vniao dos conjrutes g- contemn eg

• Union I A
, E)

Union Imig) .

2let Rn = FindSeth
F

let
Ry = Find Setty) at

1

if lr×== Rg) Return E

if /A.Rank > g. Rank ) A
°

m

Ry - p = Rx 0

else if try .
Rank > Rx -

Rank ) B

Rx .p:= Ry
else

Ry - p := Rx

Rx - Rank -

= Rx .

Rank + y ) %
-
Rank - = Ry .

Rank



Algo Ritmo Union - Find : Compressat de Caminho

Find Set In) : netonna o representante do

Conjunto que
contemn

⇒ A ñnvone
que
contemn e- achatada dvnank a operasat de FindSet

FindSet In )
Find lz>if n =/ a.p ¥a.p := Findset lap)

*nap +

⇒

0.1

• Openings de Find
genam ñnvones

mais nchckdas
.



Algo Ritmo Union - Find : Compressor de Caminho

Find Set In) : netonna o representante do

Conjunto que
contemn

⇒ A ñnvone
que
contemn e- achatada dvnank a operasat de FindSet

FindSet In )

if a =/ a.p Find 12-5
a.p := Findset In .p) ④

⇒

return up ¥¥¥^ ¥Y¥¥
• Openings de Find

genam ñnvones

mais achckdas
.



Algo Ritmo Union - Find : Compressat de Caminho

Find Set In) : netonna o representante do

Conjunto que
contemn

⇒ A ñnvone
que
contemn e- achatada dvnank a operasat de FindSet

FindSet In )

if a =/ a.p
a.p := Findset lap)

return

n.pe
2 Union, A)

E H
9
n
T

a

⇒
•

1
0 9 9

B C D F

^ M

O O

G A



Algo Ritmo Union - Find : Compressor de Caminho

Find Set In) : netonna o representante do

Conjunto que
contemn

⇒ A ñnvone
que
contemn e- achatada dvnank a operasat de FindSet

FindSet In )

if a tap
a.p := Findset lap)

return up

2

1 2 Union /B. A) > HE
E It 9

n

9
n
T

^
e

-

-

y E C
"

D

"

F

"

0 9 9 A
°

B C D F ^ n

n m

o o

o o B G
G A



Algo Ritmo Union - Find : Compressor de Caminho

8
>a T 9¥ -1

9 4 3 0 5 Z

ar

6 q

Union 4,3) :

:*
8
>at 0 q5 Z

q

q 4 3

6



Algoiitmo Union Find - Anilin Teinica

Objetivo : Karan que a coupleaidcde de Find Set In ) e Union In
,g) é Ollgn ),

on de n é o ride elements considenados
.

Psopriedade [Nos raiz 't
Quando mm ni dein de ser naiz

Propriedade [ Vaniasao do Rank - is

0 rank de mm ni n si pode

Pnofniedade [ Vaniasao do Rank -it
Si os ranks e-

que podem avmentar

Pnofnie dude Tvaniasao do Ranks ]
0s ranks ao Longo dos Caminha a ligan
his folha a his nai 2- .



Algoiitmo Union Find - Anilin Teinica

Objetivo : Karan que a coupleaidcde de Find Set In ) e Union In
,g) é Ollgn ),

on de n é o ride elements considenados
.

Psopriedade Twos raiz I

Quando mm ni dein de ser naiz nunca Jodeci voltan a de - lo .

Propriedade [ Vaniasao do Rank - is

0 rank de mm ni n so-podecresces.com o tempo .

Pnofniedade [ Vaniasao do Rank -it
Si os ranks de nis naiz e-

que podem avmentar

↳ Qd mm ni dein de ser naiz, o seu nauk nai é mais altenado
.

Pnofniedade Tvnniasao do Ranks ]
0s ranks cnescem estnitamente ao Longo dos Caminha a ligan
his folha a his nai 2- .



Alyoiitmo Union Find - Anilin Teirica

Lema dos Ranks

0 no de nis com Rank R é no mñcimo n/ zk

lonolinio Altona minima deum ni é : lyin

• Qd Todos os elements fozem adicioncdcs

ao mesmo Conjunto, 1-enemas apenas
mm ihico demento com rank miximo .

h/zk = I 2--5 zR=n ⇒ R = logan



Alyoiitmo Union Find - Anilin Teirica

Lema dos Ranks

0 no de nis com Rank R é no mñcimo n/ zk

lonolinio Altona minima deum ni é : lyin

• Qd Todos os elements fozem adicioncdcs

ao mesmo Conjunto, 1-enemas apenas
mm ihico demento com rank miximo .

h/zk = I 2--5 zR=n ⇒ R = logan



Alyoiitmo Union Find - Anilin Teinica

Lema dos Ranks

0 no de nis com Rank R é no mñcimo n/ zk

Lema Arai liar
Um ni com Ranh R e- Ruiz de Mma Invoke com

Pelo menus zR elements
.

Proud
• A fnova faz.se for indusia no no de unioes

,
h .

h=_O No inicio totes os elements sat maizes de Intones com nahh 0
,

lad. ni tem excitement a demento 11=20 )
.

✓

NI Quem mas furan que
a fnfsosi.cat e- veadadeira depots de Union lay ) .

Hi I ccsos a considerate :

⑦ Rx - Ry
% Rx s Ry ou Ry > Ra



Algoiitmo Union Find - Anilin Teirica

Lema dos Ranks

0 no de nis com Rank R é no mñcimo n/ zk

Lema Arai liar
Um ni com Ranh R e- Ruiz de Mma invoke com

Gelo menus zR elements
.

Proud
⑦ Rx - Ry

r; = ↳ + ,
/ ①

"em" hwan que o ride elements da

Nova invoke e- 3 22×1-1

① Rxt ' ④"

⇒

f- www.p

→=
= 2 .

ZRX

• Da HI. h✗zzR✗ e ng z
zpg.gg/

" ✗ thy 3
2%+29

= z
Rxtl ✓

-



Algoritmo Union Find - Anilin Teirica

Lema dos Ranks

0 no de nis com Rank R é no mñximo n/ zk

Lema Arai liar
Um ni com Ranh R e- Ruiz de Mma invoke com

fete menus zR elements
.

Proia

Ry < Rx ( •
✗ <3 e- simétnico )

*
⇒

"

-Ll
ng hx hx

hx thy zzR×

n⇒÷✓



Algo Ritmo Union - Find :(omjleaid.de

• m ofienasoes Union - Find huma estnobnc.com n his

team compleaidade :

• 0 ( m . Ign) ⇒ Sem compresses de

Caminho

• 01m .
✗ In) ) ⇒ com compresses de Caminho

↳ Invensadafunsai de Ackermann


