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Chemical Kinetics and Epidemiological Dyna-
mics. Chemical Kinetics and Epidemiology are
both devoted to the evolution of populations
and have common aspects. It is shown that the
SIR Kermack-McKendrick model of epidemic
dynamics is mathematically identical to the
autocatalysis with inhibition reaction mecha-
nism. Autocatalysis with no inhibition, which
has analytical solution (the logistic curve) and
is by itself relevant in population dynamics,

is a pedagogically sound way of introducing
the problem. After establishing the connection
between kinetics and epidemic dynamics,

the SIR model is discussed and applied to an
epidemic case study used in textbooks, and
which is used to build several scenarios of
current interest. The last part of the article is
devoted to the application of some results of
the model to the current COVID-19 pandemic,
using data from Portugal, Italy and USA.

1. Autocatdlise e equacio logistica
Considere-se a reacdo elementar autocatalitica [1,2]

S+1——>21 )

em que Sé o substrato e /o produto que catalisa a sua
propria producdo (definicdo de autocatdlise). Tem de
haver uma quantidade inicial ndo nula de produto para
que a reagdo se possa dar. O mecanismo da reagao
pode ser representado pelo Esquema 1.

Tanto a Cinética Quimica como a Dinamica
Epidemioldgica descrevem e interpretam

a evolucdo de populagdes, tendo, por essa
razdo, muitos aspetos em comum. Neste

artigo, estabelece-se o paralelo entre o modelo
epidemioldgico SIR de Kermack-McKendrick e
a autocatdlise com inibicdo. A autocatdlise sem
inibi¢ao, que possui solug¢do analitica (a curva
logistica), jd por si relevante em dindmica
populacional, é uma boa forma de introduzir
o problema. Apds estabelecer a ligagdo entre
Cinética Quimica e Dinamica Epidemioldgica,
apresenta-se e discute-se em pormenor o
modelo SIR, que é aplicado a um caso real de
epidemia viral, dado como exemplo em livros
de texto, e que é usado para construir vdrios
cendrios idealizados com relevancia atual.
Conclui-se o artigo com a aplicagdo de alguns
resultados do modelo a pandemia de COVID-19,
usando dados de Portugal, Itdlia e EUA.

Esquema 1- O ciclo
catalitico da autocatalise.
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Um exemplo bem conhecido de uma reagdo deste
tipo é a conversio do tripsinogénio em tripsina (uma
protease), que esta propria catalisa, e que se dd no
nosso organismo durante a digestdo [3].

As equacbes de velocidade correspondentes a eq. 1
(autocatdlise quadratica) s3o:

S _ ysi )
dt

a_ kST (3)
dt

em que, por simplicidade, se omitem os parénteses re-
tos, ou seja, Se Isimbolizam as concentracées [S]e [I],
respetivamente. A constante de velocidade k é bimole-
cular. As concentragdes iniciais sdo S, e |, tendo-se S
+1,=S+1.Sendo a reagao irreversivel, todo o S acaba
por ser convertido em /, tendo-se assim [_ =S, + | .
O nuimero de moléculas de | produzidas por cada
molécula de I, por unidade de tempo (frequéncia de
convers3o), ¢ igual a kS.

A'integracdo da eq. 3 é imediata,

I
1=1 =
1, +S,exp(—kI,t) (4)

Esta funcao do tempo é designada por curva logistica
[4,5] (veja-se a Figura 1). Aplica-se 3 evolugdo de
algumas populagdes de seres vivos, cujo aumento
depende de alimentos, nutrientes ou outro elemento
critico, representado por S (inicialmente So) [5]. A
mesma funcao foi usada na descrigdo do crescimento
de organismos individuais [6]. Em todos estes casos, k
traduz um potencial intrinseco de crescimento. A curva
logfstica também foi utilizada em estudos demogrdficos
pioneiros, designadamente para representar a evolugao
da populacao dos FUA entre 1790 e 1910 [7].
Segue-se da eq. 4 que o crescimento € inicialmente
exponencial. De facto, para tempos curtos e para
So>> lo, 2 €q. 4 reduz-se a

I=1I,exp(kS,t) (5)

Tanto a populacdo (ou concentragdo) | como a velo-
cidade de crescimento d//dt duplicam a cada

T, - In2
kS, (6)
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que é, pois, apenas determinado pela frequéncia
caracteristica [8]. Contudo, como S vai diminuindo,
a velocidade de crescimento passa por um maximo
(dI7dt) noinstante t,, (que é o ponto de inflexao para
) e diminui a partir daf, como se mostra na Figura 1.
A eq. 4 pode ser reescrita como

1= L,
l+exp [—k[w(t ~t,, )J

sendo t,,, 0 tempo necessario para a populagao atin-

gir metade do valor maximo,

_In(S,/1,)
by _T (8)

©

Figura 1- O quociente I/]ec

em fungao do tempo, de acordo
comaeq. 4, paral, = 4,54x10%, S
=1-1,ek=10,0queddt,=0,07e
t,,, = 1(unidades arbitrarias). A linha
tracejada corresponde a extrapolagao
da exponencial, eq. 5.

Resulta da eq. 8 que o tempo € tanto mais longo
quanto menor for o valor inicial de I, I, (aumentando
o tempo de inducao) ou mais elevado o valor inicial de
S, S, (mais substrato disponivel para o crescimento).
0 tempo de duplicagdo diminui com o aumento da
constante de velocidade.

E de referir que o crescimento de culturas de bactérias
(1), que inicialmente se pensava seguir a curva logistica
[9], é afinal melhor descrito pelo mecanismo de Monod
[10], que tem em conta a “saturacdo” a partir de um
certo nivel de substrato,

S+1==(SI)—> 21



0 mesmo se aplica a reagbes autocataliticas, como a j&
referida convers3o tripsinogénio-tripsina [3]. Ignorando
este ponto, ndo essencial para a presente discussao,
podemos perguntar o que sucederia se existisse
uma reacao competitiva que levasse a desativagao
irreversivel do catalisador I. Tanto poderia ser uma
reagao unimolecular elementar, como uma reagao
com outro composto em excesso (por exemplo um
inibidor), em ambos os casos:

I——>R

(10)

sendo R um certo produto, Esquema 2.

Esquema 2 - O ciclo
catalitico da autocatdlise
com inibigao irreversivel.

Nesta situacao, o catalisador I deixa de ser um produto,
e passa a ser um intermedidrio instavel, que acaba por
desaparecer. Podemos, assim, encarar esta reagao
COMO uma reagao consecutiva S - /- R, em que o
primeiro passo tem autocatdlise. Esta introduz duas
diferencas em relacdo a reacdo ndo catalisada: (i) Para
areagdo ocorrer, 0 «intermedidrio> tem de estar pre-
sente inicialmente; (ii) A reacdo, apesar de irreversivel,
pode terminar sem que todo o S seja consumido.
Uma tal situagao é formalmente equivalente a um
modelo basico de epidemiologia, o modelo de
Kermack-McKendrick, que se discute em seguida.

2. Dinamica epidemioldgica: o modelo SIR
de Kermack-McKendrick

A dindmica de transmissdo de uma doenca infeciosa no
seio de uma populagdo homogénea e fixa (humana ou
animal) pode ser descrita, em primeira aproximagao,
por um modelo matematico andlogo ao da autocatdlise
com desativacdo do catalisador. O modelo bésico,
ainda hoje importante, foi proposto por Kermack e
McKendrick h3 quase um século [11] e é conhecido
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pelos seus nomes: modelo SIR de Kermack-McKendrick
[12-14], pela razdo que se verd j4 de seguida. Neste
modelo, a populagdo é dividida em trés categorias:
Suscetiveis (S), que podem contrair a doenca; Infetan-
tes (ou Infeciosos), I, que podem transmitir a doenca
aos suscetiveis; e Removidos, R, que sdo infetantes
entretanto curados e imunizados, ou falecidos que
sucumbiram a doenca (continuam a ser contabilizados
para que a populacdo se mantenha constante). Para
além da imunizagdo, admite-se no modelo que o
periodo de laténcia é desprezavel, ou seja, um individuo
fica contagioso, assim que é infetado. De outra forma,
é necessario considerar uma quarta categoria, os
Expostos (infetados, mas ainda ndo contagiosos), e
0 modelo passa a ser o SEIR, Esquema 3.

Esquema 3 -

Representagao do

0 modelo também pressupée uma mistura perfeita
de suscetiveis e infetantes, em resultado de completa
liberdade de movimento no espaco do sistema (corres-
pondente, em termos quimicos, a uma reagao em fase
gasosa em recipiente fechado, ou a uma reagdo em
fase liquida num reator continuo com agitagao), por
forma a garantir homogeneidade. Com estas hipdteses,
o modelo pode ser descrito, em linguagem da Cinética
Quimica, pelo seguinte esquema:

S+1—5—21 ()

I—% >R

O primeiro passo tem em conta o processo de transmis-
saodainfecdo, que se dd por encontro de um infetante
com um suscetivel, sendo k, a constante de velocidade
do processo de infecdo (que se admite ndo variar no
tempo, como pode suceder através de mutagdes no
agente patogénico ou de intervencao humana sobre
as condicdes de transmissdo). Traduz a frequéncia
de contactos e ainda a probabilidade de transmissao
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num contacto, de forma semelhante a da constante
de velocidade de uma reacdo bimolecular elementar,
tal como formulada pela Teoria das Colisdes, que em
solugdo se escreve k = p k,, em que k, éa constante
de velocidade para um processo controlado pela
difusdo e p é a probabilidade de transmissio (reacdo)
num encontro. Porém, ao contrdrio de uma reagao
elementar, em que se verifica o principio da reversibi-
lidade microscépica, este processo é completamente
irreversfvel. O segundo passo representa a imunizagao
ou morte dos infetantes, que se tornam dessa forma
elementos da categoria dos removidos, precisamente
por serem retirados do processo de contdgio, sendo k,
a constante de velocidade de remogao, e que é uma
probabilidade de transicao por unidade de tempo. O
sistema de equacées de velocidade correspondentes
30 mecanismo €, assim [11-14]:

B s (1)
dt

A fsi—k1 =k21["1—5_ j ()
dt k,

R (15)
dt

Uma vez que R ndo figura nas duas primeiras equagoes,
o problema reduz-se, na pratica, a um sistema de duas
equacdes diferenciais (auténomas e no lineares). A
dinamica é determinada por quatro parametros: (i)
Numero inicial de suscetiveis, S;; (ii) Numero inicial
de infetantes, I (que se supoe serem misturados com
os suscetiveis no instante inicial). I, é normalmente
muito menor do que S, (pode mesmo ser um Unico
individuo, veja-se o exemplo da Seccao 3); (iii) Cons-
tante de velocidade k, que reflete a probabilidade
de transmissdo; (iv) Constante de velocidade k, que
reflete a duragdo média de um infetante (¢ tanto
maior quanto menor esta for).

Supde-se habitualmente, sem perda de gene-
ralidade, que ndo hd inicialmente elementos da
categoria dos Removidos. Assim, R é dado por R
=S, + I, = (S + 1). Considerando a duragao tipica
de uma epidemia, os processos de nascimento e
morte (por outras causas) bem como emigracoes e
imigragdes, podem ser desprezados.

Nas equacdes cinéticas, o nimero de elementos
de cada classe deve, em rigor, ser substituido por uma
concentraco (por exemplo densidade populacional
para a categoria em questdo) mas, dado que a drea
(ou o volume) sdo fixos, este efeito é incorporado
no valor da constante de velocidade k. Apenas
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quando se pretende comparar sistemas diferentes é
necessario ter isto em conta.

Se os infetantes no chegassem a ser misturados
com os suscetiveis no instante zero, o seu ndmero
decresceria com o tempo segundo uma lei exponencial:

I=1,exp(—ky) (16)

0 periodo infeccioso médio, T, que é também o tempo
meédio de recuperacdo de um infetante (desprezando
a possibilidade de morte) é definido por:

que é o tempo de decaimento da eq. 16.

A grandeza E = k,SI € muito importante, pois
significa o nimero de novos casos (infetantes) por
unidade de tempo (normalmente por dia), como
resulta da eq. 14. Ao seu andamento, E(t), dd-se o
nome de curva epidemioldgica [13,14]. A curva dos
infetantes, I(t), tem sempre um atraso em relagdo a
esta, pois o efeito dos novos casos € cumulativo [15].

A grande diferenga do mecanismo em andlise
em relacdo ao da autocatdlise pura (sem inibigdo)
é o facto de o numero de infetantes ndo aumentar
necessariamente com o tempo. O resultado é claro
considerando a eq. 14: para a derivada ser positiva a
tempo zero, tem de se verificar que

kS,
k

2

1 (18)

havendo, portanto, um valor minimo de suscetiveis,
dito limiar ou critico, S, [11-13]:

k
S>8 =-—=2
0 c k] (19)

Se o nimero inicial de suscetiveis for inferior a este
valor, o nimero de infetantes diminui com o tempo,
e a epidemia ndo acontece (embora possa haver um
ndmero aprecidvel de infetados subsequentes). A
explicacdo é, obviamente, que a velocidade de remogao
supera a velocidade de producao de infetantes. No
artigo original [9], Kermack e McKendrick especulam
que a existéncia do niimero critico S_poderia justificar



que, em certas regides de doengas contagiosas de
letalidade elevada e endémicas, as populagbes ndo
ultrapassassem um determinado valor.

Outro parametro importante é o nimero bdsico
de reproducdo da infecdo, R, [12-14], definido como
o numero médio de suscetiveis infetados por um
infetante, antes de este se transformar em removido:
F 0 equivalente ao nimero médio de ciclos por cata-
lisador (turnover number), aqui também um fator de
multiplicacao por ser autocatdlise. O valor refere-se
normalmente ao instante inicial, dai o indice.

Esta grandeza adimensional define-se a partir
da eq. (18),

g kiS5, -
k2 Sc

Segue-se desta relagdo que a epidemia se pode
instalar se R, > 1. Para instantes posteriores, quando
Sja éinferior a S, ou quando k, varia com o tempo,
define-se o pardmetro R,

kS
Rf:]_ 21
A (2)

Para demonstrar o significado de R, note-se que a
velocidade de infecdo por infetante é:

—=kS (22)

A tempo zero, esta tem o valor

E(0)

=kS, (23)

0

Finalmente, usando o perfodo infeccioso médio T, o
numero bésico de reproducao fica

R, =kS,7 (24)

Note-se que este valor € uma média: os infetados por
infetante inicial obedecem, em primeira aproximacao,
a uma distribuicdo geométrica de média Ro. Assim,
para Ro = 2,5, por exemplo, a probabilidade de um
infetado inicial ndo infetar ninguém antes de passar
a removido é de 0,29. Dos 71% de infetantes iniciais
que de facto infetam, 29% infetam uma pessoa, 20%
infetam duas, 15% infetam trés, 10% infetam quatro,
7% infetam cinco, etc. Conhecem-se, para algumas

doengas muito contagiosas, valores de R, que atingem 15
e mais, embora sejam mais comuns valores entre 1,5 e
5[16). O valor de R, reflete ndo s6 os aspetos intrinsecos
da doenga, mas também as condicdes especificas da
populacdo (frequéncia de contactos, probabilidade de
transmiss3o). Para a COVID-19 em Wuhan, por exemplo,
o valor inicial de R, (janeiro de 2020) foi estimado em
2,35 (ou 2,5 [18]), descendo em duas semanas para
1,05 apds a imposicdo de restricdes a circulacdo [17].
No inicio da epidemia, quando S, é aproxima-
damente constante, o numero de infetantes
cresce exponencialmente,

I=1I,exp| (kS,—k,)t] (25)

Compare-se com a eq. 5, e o tempo de duplicagdo

dos infetantes, T,, é dado por

In2  zIn2

= = 26
> kS,~k, R,-1 e

Compare-se com a eq. 6. Esta equacao permite
estimar R, numa fase inicial da epidemia, caso t
ja seja conhecido a partir de pacientes j3 recupe-
rados (ou falecidos) [16]:

R,=1+In2 [%] (27)

2
Na Tabela 1, apresentam-se valores de R, calcula-

dos com parametros na gama de aplicabilidade a
pandemia da COVID-19 [18]:

Tabela 1- Valores de R, calculados com a eq. 27

t/d
7 14 21
2 3,4 59 8,3
3 2,6 4,2 59
T,/d 4 22 | 34 | 46
5 2,0 2,9 3,9
6 1,8 2,6 3,4

Aeq. 27 tem também interesse para avaliar a rapidez
de progressao inicial de uma epidemia, conhecidos o
R, e o . Por exemplo,se R, =25e1=7d, vem T,
= 3,2 d. Isto explica a necessidade de as medidas de
contengdo serem tomadas com rapidez.
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Para combater uma epidemia, e extingui-Ia, se
possivel, é necessdrio baixar o valor de R_ (aumentar
o valor de S,) através de: (i) Decréscimo do valor de
kS,, por redugao da frequéncia de contacto (isola-
mento de suscetiveis e de infetantes, quarentena) e
da eficiéncia de infecdo no contacto (distanciamento
social, medidas de protecdo pessoal, aumento da
higiene pessoal e do meio, tanto para suscetiveis
como para infetantes); (i) Aumentar o valor de k,,
por tratamento médico dos infetantes (sendo a outra
razdo a preservacao das suas vidas).

Avacinagdo em massa também tem uma impor-
tancia grande, pois traduz-se por uma transferéncia
direta da categoria dos Suscetiveis para a categoria dos
Removidos, sem passar pela categoria dos Infetantes,
reduzindo simultaneamente o valor de S. E, assim,
possivel descer abaixo do valor critico, tornando a
epidemia invidvel por se ter atingido a imunidade
de grupo, e isto sem que haja, sequer, infetados. Por
exemplo, no caso de uma vacinagao de frequéncia
constante, e com inicio a tempo zero, o sistema de
equacoes de velocidade fica:

das
E:_leI_kS (28)
dil
“=1(ks-k,) (29)
IR ok, (20)
dt

sendo k, a velocidade de vacinagao, que aqui corres-
ponde a um processo de ordem zero.

Deve notar-se que o modelo SIR ndo tem memaria: a
sua dindmica n3o é afetada pelos estados anteriores,
e uma alteragao nos parametros (e.g. k,) ou condigGes
(e.g. vacinagao) num dado momento, produz efeitos
a partir desse momento. Define-se, pois, uma nova
origem dos tempos (ver o exemplo na Secgao 3).

A entrada (ou saida) de infetantes no sistema (por
exemplo viajantes) pode ser traduzida por uma fun-
cdo de entrada/saida A(t),

dl
e A(t)+1(k S—k,) (31)

Consideremos o caso mais simples (sem entrada
ou safda de infetantes nem vacinagao), tal como
feito por Kermack e McKendrick, egs. 13-15. Devido
aos termos nao lineares, ndo é possivel obter uma
solugdo analitica explicita para o sistema de equagoes
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diferenciais, e a evolugdo temporal tem de ser obtida
por integragdo numérica ou recorrendo a aproximagges.
Sdo, contudo, possiveis alguns resultados analiticos,
como se discute de seguida.

A eliminacdo do tempo das eqs. 13 e 14 dd [11-14]

d S

—=—-1 (32)
as S
cuja integragdo conduz a uma relagdo entre /e S:

]=[0+SO—S+SCIH[%j (33)

0

Este € um dos resultados basicos do modelo. O valor
mdximo de /dd-se para S= S, como se segue da eq. 32,
ou, em termos de parametros reduzidos (v. Figura 3),

S 1
< =8, =— (34)
S R,
Aeq. 33 leva a [11-14]
I =I,+S,-S +S 1 5
max_0+ 0 z?+ cn?() (35)
que pode ser reescrita como
. .1
/. :l+l0—R—(l+lnR0) (36)

0

sendoi =1 /S ei =1/S, Neste pontode viragem
da epidemia, em que se atinge a imunidade de grupo,
o nimero de removidos €

Rmax = ]0 + SO - ]max - Sc = _Sc ln [ SC ] (37)
0
ou
‘max ln RO
e 38
S, R (38)
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A fracdo relativa de cada uma das classes no pico da —= = —LW0 (—Roe’“”")R°) (41)
epidemia, egs. 31, 33 e 35, é apresentada na Figura 2 0 Ry

para i, << 1. Para R ligeiramente acima de 1, a fracao
de infetantes é muito pequena, mas aumenta de forma
pronunciada com R, excedendo mesmo as das outras
duas categorias para R > 3,5.

Admitindo que I, << S,, como € normalmente o caso,
é possivel ajustar uma funcdo simples e precisa (para
R, >1)[19], com o comportamento assimptético correto:

Figura 2 - A fragao de cada uma das trés

categorias (relativa a populagdo total), no ponto Sl exp(—R,) +2,462exp(—1,851R,) + 8,798 exp(-3,580R,)
méximo da epidemia (maximo de infetantes) S

em funcao do niimero basico de reprodugao.

Suscetiveis, a amarelo; Infetantes, a vermelho; (42)

Removidos, a verde. SupGe-se que lp << So.

Observa-se ainda que, para valores elevados de R,
a fragao de removidos diminui com R;. Desta forma,
R é desprezavel para R, alto, e a curva logistica,
eq. 4, aplica-sea Seal.

E Uil ter uma express3o explicita para Sem fungao
de I, isto é, resolver a eq. 33 em ordem a S. Isto s6 é
possivel fazendo uso da funcao de Lambert, W(x) [19]:

S 1 L

2o _R —(1+iy—i)R, 2

3 R, 71( € ) se §=8, (39)
S —iWO (~Rye ) se S<8,

S R, (40)

sendo W, (x) a fungao calculada no seu ramo principal e
W ,(x) a fungdo calculada no ramo secundario. Usando
as egs. 39 e 40, pode calcular-se diretamente o valor
de S em qualquer ponto da epidemia. Por exemplo,
quando os infetantes atingem o seu valor maximo, a
eq. 36 é vdlida e, substituida na eq. 39 ou na eq. 40,
das, /S, =1/R,, como esperado. O valor final de S
(no fim da epidemia), S,, também se obtém da eq.
40, desta vez fazendo i = 0:

A dependéncia de S_/S, com R, estd representada
na Figura 3. Como jd referido, para R, < 1 ndo ha
epidemia, e o nimero de suscetiveis ndo diminui
significativamente (admitindo [, << S). A fragdo de
populagdo que ndo contrai a doenca é de 40% para
R,=15,20% paraR,=2,¢e de 6% para R, =3.Para
R, > 5, praticamente toda a populagao é infetada.
Representa-se na mesma figura a fragao de susceti-
veis necessaria para se atingir a imunidade de grupo,
S/ S, €q. 34. Atingida esta fragao, embora a doenga se
continue a propagar, o nimero de infetantes comega
adiminuir. Para R, = 2,5, por exemplo, a fragdo critica
de suscetiveis é de 0,4, ou seja, 60% da populagdo
ja terd sido infetada no instante em que se atinge a
imunidade de grupo. Isto ndo quer dizer que a epidemia
acabe nesse momento, apenas se passa a propagar
cada vez mais devagar. Com efeito, a eq. 42 (v. também
Fig. 3) indica que, no im da epidemia, apenas 11%
da populagdo terd escapado a doenga, ou seja, apds
a passagem do ponto critico ainda hd mais 29% da
populacdo que fica infetada.

Figura 3 - Fragdo da populagao que escapa
adoenca, S_/S,, em fungao do niimero basico de
reproducdo, R, (egs. 41e 42, linha continua). Fragdo
de suscetiveis correspondente a imunidade de grupo
(eq. 34, linha tracejada). Admite-se que [, << S,.
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3. Exemplo de aplicacio do modelo SIR
Como primeiro exemplo de aplicagdo, considere-se
um caso simples e elucidativo [20], citado num livro
de texto [12]: um surto de gripe A (virus HINT) num
colégio interno inglés, em janeiro-fevereiro de 1978
[20]. A origem desta pandemia de gripe em 1977/8, que
atingiu principalmente jovens com menos de 20 anos
por o virus ser recorrente (1957 e anos anteriores), foi
atribuida a ensaios descontrolados de vacinagdo em
militares chineses [21]. No colégio existiam 763 rapazes
com idades entre 10 e 18 anos, sendo a grande maioria
internos. Ap6s as Férias de Natal, um dos alunos,
regressado de Hong-Kong, apresentou sintomas de
gripe. Ao fim de uma semana, surgiram mais casos.
0 numero de alunos acamados (durante 3 a 7 dias,
depois convalescentes) é dado na Tabela 2, obtido a
partir do grafico publicado [20]:

Figura 4 - Exemplo do surto no colégio
interno [20]: observacdes e curvas do modelo.

Tabela 2 - Niimero de infetantes em cada dia

Dia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12 13 14

Infetantes 3 6 25 75 227 296 258 236 192 126 l 28 n 7

Estes alunos sdo considerados infetantes, presumi-
velmente por ndo estarem isolados. Dos cerca de 130
adultos do colégio, apenas um teve sintomas.

A partir de um ajuste pelo método dos minimos qua-
drados ndo linear, recorrendo a integragao numérica
com I =1e S, = 762, obtiveram-se as seguintes
constantes de velocidade: k, = 2,2x107 pessoa™ d

Uma outra forma de apresentar os resultados € a
representacdo no espaco das fases, Figura 5, em que
o estado do sistema num dado instante corresponde
a0 ponto (S, /). O sistema evolui da direita para a
esquerda, segundo a eq. 33. Os pontos 7a 4 assinalam
as vdrias fases do surto.

e k, = 0,44 d". Estes valores estdo em completa
concordancia com os apresentados em [12]. Com os
parametros determinados, obtiveram-se as curvas
dadas na Figura 4, e os parametros da Tabela 3 (com

Figura 5 - Evolugao do sistema no espago

das fases. 1- Estado inicial (1.° dia); 2- Maximo do
nimero didrio de novos casos (5.° dia); 3- Maximo
do numero de infetantes (6.° dia); 4- Fim do surto
(ca. 14.° dia). Veja-se a Figura 4, para comparagao.

incertezas associadas de alguns %). Observa-se uma
boa concordancia geral, embora ndo perfeita, mas
nao se pode esperar mais do modelo. O nimero de
novos casos por dia (E) terd atingido cerca de 205
no 5° dia. O maximo desta curva antecede sempre o
maximo da curva dos infetantes (/), como se referiu
[15]. O nimero total de infetantes chegou a ser de
293 no 6° dia (40% do total de alunos). Ao fim de
duas semanas, o surto estava praticamente extinto,
tendo atingido cerca de 98% dos alunos. O parametro
R, (3,8) indica uma situagao de rdpida e extensa
propagacao, como se verificou.

Tabela 3 - Parametros e grandezas calculados

Grandeza ou parametro T,/d 7/d S

R t*/d E* S+ t /d )

Valor 0,57 2,3 202

3,8 5,1 205 420 6,4 293
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Tem interesse ver o que se poderia ter passado, se
tivesse havido um maior niimero inicial de infetantes.
Na Figura 6 considera-se I, = 20. A existéncia inicial
de 20 casos faz com que o tempo para se atingir o
maximo de | diminua apreciavelmente, passando
para 3,9 dias (diminuicdo do tempo de indugdo), mas
apenas subindo o |, de forma moderada, para 313
(eq. 35). A situacdo é quase equivalente a ir procurar
no caso original o instante em que I = 20, e fazer dele
a nova origem dos tempos. Isto sucede assim pois S
quase ndo se afasta de S, nesse intervalo, o que ja

ndo acontece para valores de |, muito mais elevados.

Este exemplo calculado mostra que se o niimero

inicial de infetantes for reduzido, o seu efeito € muito

semelhante, independentemente de quantos forem. Fti]gUfa 7d- 'fli(éntico a Fig-;y mas C_On; fidggéo
S6 o tempo de inducdo é afetado de forma importante. fusca de fa para metade 2 partir do 4.7 dia

Que sucederia se, no 10.° dia (S = 266), as medidas
de contengao fossem abolidas e o k, voltasse ao valor
inicial? E o que se mostra na Figura 8. N3o haveria novo
surto significativo, pois o R, seria ligeiramente superior
a1(S, = 202), mas o niimero de suscetiveis que ndo
contraem a doenca (54) diminuiria consideravelmente,
em relagdo ao caso anterior.

Na Figura 9 considera-se uma situagao semelhante,
mas em que as medidas de contencdo foram mais
drasticas, e a constante k, caiu para um décimo do
valor inicial. Nesse caso o R, passa para 0,31, situagdo
(muito) subcritica. O numero de infetantes decai
exponencialmente (com um tempo de vida 1), e 0
de suscetiveis mantém-se praticamente constante.
Assim, a situagdo fica «congelada>, mantendo-se
o potencial epidémico, uma vez que S permanece
muito acima do valor critico, S_. Em consequéncia,
quando se levantam as medidas de contencao (10.°
dia),eo k, volta ao valor inicial, dd-se um novo surto

Figura 6 - Parametros idénticos (a“segunda vaga"), que s6 esmorece quando S desce,
aos da Fig. 4, com a excegdo de Ip = 20. . .
finalmente, abaixo do valor critico.

Também se pode estudar o efeito de uma redu-
cdo intencional de ki durante o surto (o chamado
«achatamento da curva»). Suponhamos que, no
4.° dia (S = 621), devido a medidas de contencio e
isolamento, k; desce para metade do valor inicial,
Figura 7. 0 novo Ry, calculado para essa nova origem
dos tempos (usando S = 621), seria de 1,5 (em vez de
3,1, sem alteracdo de k;), portanto ainda hd subida
(Ro > 1), mas menos pronunciada. Como se vé, o
valor de | (143) desce para cerca de metade, e o
numero de suscetiveis que ndo contraem a doenca
(153) aumenta muito. Contudo, pode n3o ser possivel
manter as medidas de contencdo indefinidamente
(neste exemplo a populagdo é pequena, e os tempos Figura 8 - Idéntico  Fig, 7, mas
também; ndo é assim noutros casos). com reposigao do k; inicial no 10.° dia.

QUIMICA | Vol. 44 | N2156 | 2020 | 27



ARTIGOS SPQ

Figura 9 - Semelhante a Fig. 8, mas com redugao de k; para
1/10 entre 0 4.° dia e 0 9.° dia, e reposicdo do valor inicial no 10.° dia.

Na auséncia de vacina ou terapia eficaz, uma boa
forma de converter os suscetiveis em removidos é,
pois, manter o R, (eq. 21) constantemente igual a1, 0
que permite fixar o nimero maximo de infetantes. Isto
implica que, depois de um corte significativo inicial,
se aumente progressivamente k, aproximando-o do
valor inicial (vida sem restricées), a medida que o S
vai diminuindo. E o que se exemplifica nas Figuras 10
e 11. Fixando, por exemplo, um limite superior para os
infetantes de 100, assim que este nimero € atingido,
a constante de velocidade k; é reduzida para um valor
que impede mais crescimento, ou seja, para que o R;

se fixe em 1, 0 que é conseguido com

k
kl(t):?

Deste modo, ki vai subindo progressivamente, até
que, quando S = S iguala o valor original (valor
“natural”), Figura 10, acabando nesse momen-

to as medidas restritivas.

Figura 10 - Evolugao de ki, reduzido pelas
medidas restritivas entre t (4 dias) e t;, (14 dias).

28 | QUIMICA | Vol. 44 | N°156 | 2020

Isto evita qualquer subida posterior do niimero de
infetantes, e tem-se a evolugdo que se apresenta na
Figura 11, em que o perfodo com restri¢des é o menor
possivel (neste caso cerca de 10 dias). Note-se que
tanto Scomo R variam linearmente no perfodo em que
| é constante (como resulta da eq. 13 e da constancia
do nuimero total de pessoas), e, portanto, k; varia
nesse periodo de forma hiperbdlica (v. eq. 43 e Fig. 10).

Figura 11 - Evolugdo do sistema com controlo da
constante de velocidade k; de tal forma que nunca
ultrapassa o limite |, (neste caso 100). Também se
representa, para comparagdo, a evolugdo original
de I(/, linha vermelha a tracejado), sem controlo
(compare-se com a Fig. 4).

0 ntimero de suscetiveis no infetados, S_, pode ser
calculado usando a eq. 41, mas em que S € substituido
por S, e ip € substituido por I/S , 0 que d3 61 pessoas.

4. O modelo SIR e a COVID-19

O modelo SIR, puramente deterministico, baseia-
-se num certo nimero de aproximagdes drasticas,
designadamente que cada categoria (em especial
Se l) tem, desde o inicio, uma distribuicdo espacial
homogénea. Contudo, exceto para situagoes como a
do colégio apresentada acima, uma descricdo mais
realista serd a de um conjunto de compartimentos co-
municantes, cada um com a sua densidade e niimeros
iniciais, situagdo mais proxima de um sélido poroso
ou de uma rede de reatores do que de um so reator
macroscépico. De notar que a divisdo por categorias
ndo implica uma «reatividade>> Unica. Mesmo no caso
molecular, a constante k, resulta de uma média sobre
energias (distribuicdo de Boltzmann, contudo existe
ergodicidade, ou seja, cada molécula vai passando
pelos vérios estados energéticos).

Na forma mais simples, admite-se ainda que a
constante k, ndo varia com o tempo (mas no exemplo
acima considerou-se o efeito dessa variacdo).

Como uma primeira aproximagao, que representa
um compromisso varidvel entre rigor e simplicidade,



o modelo SIR pode ser aplicado a regides, paises ou,
até, no limite dos limites, ao mundo!

Um aspeto importante que distingue a Cinética
Qufmica da Epidemiologia é a qualidade dos dados
experimentais. Numa drea as experiéncias sdo controla-
das e podem repetir-se, na outra ha muitas incertezas
envolvidas na obtengdo dos dados, e a repeticdo é im-
possivel (pelo menos com seres humanos). O nimero
registado de infetados, por exemplo, depende, no caso
da COVID-19, do nimero de testes realizados, e ¢ um
minorante do nimero real (que pode ser estimado,
mas ndo obtido diretamente, na maioria dos casos). Em
certos paises os nimeros sao baixos ndo sé por falta
de testes (deliberadamente ou por escassez de meios)
mas também por os resultados, suspeita-se, serem
manipulados. Mesmo o nimero de mortes pode ser
inferior ao real, ao serem atribuidas a outras causas.
O contrdrio também ¢é possivel, como sucedeu em
Espanha, em que havia quase duas mil mortes a mais,
depois removidas em bloco das estatisticas. Também
as datas em que sao feitos os registos podem diferir
das datas verdadeiras (diferencas de alguns dias).
Em todo o caso, o nimero de mortes (quando em
numero significativo) parece ser um conjunto de dados
relativamente robusto, pelo menos para alguns paises.

A eq. 14 permite calcular R,

R, :1+L£
k,I dt

(44)

Infelizmente, o niimero de infetantes e a sua variagcao
didria ndo sao ficeis de estimar. Por outro lado, a eq.
15 relaciona o nimero de novos removidos por dia,

dR . iy
R :Z , com o numero de infetantes, I. Admitindo
, o dM
que o nUmero de mortes por dia, M == éuma
fracao fixa do ndimero didrio de removidos, R , (hipdtese

razodvel no ambito do modelo SIR), segue-se que

M e | s3o proporcionais, donde

1 dMm dinM
, . =1+ (45)

k, M dt dt
Esta equagao permite estimar o valor de R em fungao
do tempo, desde que se admita um valor para k,. Como
exemplos, nas Figuras 12-14 e 15-18 apresentam-se os
valores de A7 [22] e de R para Portugal, Itdlia e EUA.
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Os valores de R, calculados para Portugal podem ser
comparados com os dados pelo INSA, estimados com
um modelo mais elaborado [25].

Figuras 12-14 - Nimero diario de

mortes por COVID-19 [22],M=dM/dt, para
Portugal, Itdlia e EUA, sendo o ultimo ponto
correspondente ao dia 25 de junho de 2020.
Apresentam-se médias mdveis de 7 dias.

Verifica-se, nos trés casos, que o R, inicial (antes
de medidas de contencao) esta préximo do valor
referido em vdrios estudos. Note-se que a variagio
de k> leva a uma compresséo ou dilatacao vertical
da curva R (sempre em relagdo a 1), mas ndo altera o
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andamento geral, que €, provavelmente, o resultado
mais interessante da representacao, pois traduz a
variacao da mortalidade, em termos relativos M/Mg
De notar que, em todos estes casos, a fragdo d

populacdo infetada ou que j4 esteve infetada (1-5/S,)
estard, muito aproximadamente, entre 2% (Portugal) e
6% (Itdlia) (sendo a letalidade da doenca da ordem de
1% [23], o nimero é de cerca de 100 vezes o nimero
total de dbitos - contudo ha diferencas, dependendo,
por exemplo, da estrutura etdria de cada pafs e do
nivel dos cuidados de satde). As variacoes observadas
de R ao longo do tempo resultam principalmente
de mudancas em k; (uma vez que S pouco variou),
em consequéncia de medidas quer de contengao
(diminuicdo), quer de desconfinamento (aumento). O
regresso ao estilo de vida anterior a pandemia levaria
também a um regresso ao R inicial (cerca de 2,5).

Figuras 15-17 - Parametro R, calculado com a eq. 45 para
Portugal, Itdlia e EUA, sendo o dltimo ponto correspondente ao
dia 5 de junho (Portugal, dltimo dia com Af = 10 pessoas/d) e
25 de junho de 2020 (Itdlia e EUA). Usa-se um tempo médio de
recuperagao 1/k, = 7 dias e médias mdveis de 7 dias.
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Como mencionado acima (v. Fig. 3 e respetiva discuss3o),
aimunidade de grupo €, segundo o modelo SIR, atingida
quando S/So = 1/Re. No caso da COVID-19, usando
Ro = 2,5, obtém-se 0,4, ou seja, 60% da populagdo
precisaria de j3 ter tido a doenga. Certas estimativas
usam um R, mais elevado (3,0), e chegam a 67% [26].
Qualquer destes valores é provavelmente um majorante
da percentagem real, cujo valor exato, desconhecido,
depende de vdrios fatores e variard de caso para caso.
Num estudo tedrico recente [27], em que se considera
a heterogeneidade da populagdo, aponta-se para um
valor indicativo de 43%.

5. Conclusées
Existem muitos pontos de contacto entre a Cinética Qui-
mica e a Dindmica Epidemioldgica. No que diz respeito
a abordagem deterministica, ficou aqui estabelecido
que a autocatalise com inibicdo é matematicamente
idéntica ao modelo epidemioldgico SIR de Kermack-
-McKendrick. A autocatdlise sem inibi¢o, que possui
solugdo analitica (a curva logistica), e também tem
aplicagdes em dindmica populacional, € uma boa forma
pedagdgica de introduzir o problema. Apds estabelecer a
semelhanga entre as duas dreas cientificas, discutiu-se
o modelo SIR de Kermack-McKendrick, que foi, por fim,
ilustrado por aplicagdo a um caso concreto e simples de
epidemia viral, citado em livros de texto, e que pode ser
usado em sala de aula, como ponto de partida para se
estudar variantes por efeito de alteragdo de pardmetros.
Usaram-se também alguns resultados que foram
aplicados a casos concretos da pandemia da COVID-19
em trés paises, salientando-se as aproximacoes feitas.
Do ponto de vista da analogia quimica estabelecida,
ha duas situacdes distintas. Na primeira, caso passivo,
o sistema evolui de acordo com os pardmetros iniciais,
até que a reacdo se completa (por esgotamento de
infetantes) e ndo ha qualquer intervencdo. Trata-se
de uma reagao a temperatura constante, e o quimico
(epidemiologista) é apenas um observador interessado
(ou o estudioso de um evento j4 ocorrido). Na segunda
situacdo, caso ativo, hd uma intervencao no decurso
da reacdo. Com efeito, o controlo da constante de
velocidade k, (medidas de contengdo e desconfina-
mento) pode ser entendido como uma programacdo
de temperatura, desde que se admita que o passo
elementar /- R é essencialmente nao ativado, isto €,
independente da temperatura [24]. O valor “natural” de
k, corresponderd, digamos, a temperatura ambiente, e
o controlo de k, consiste em arrefecer e posteriormente
reaquecer a mistura reacional, em grau e durag3o
varidveis, por exemplo para manter o nimero de
infetantes constante (estado estaciondrio). De facto,
as medidas de contengdo podem ser descritas como
um “arrefecimento” - necessdrio - da populacio (e,
colateralmente, da economia) pelo governo [28].



Considerando a atual situacao, nacional e mun-
dial, o paralelo aqui apresentado pode dar origem a
discusstes e a varios tipos de projetos pedagdgicos e,
ainda, contribuir para um melhor entendimento da
situacdo e das incertezas associadas.
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